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A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztályának Közle-
ményei változó terjedelmű füzetekben jelennek meg és az Akadémia III. osztályának felolvasó-
ülésein bemutatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referátumokat, 
továbbá az osztály munkájára vonatkozó közleményeket, könyvismertetéseket stb. közölnek 
Évenként egy kötet jelenik meg (négy szám alkot egy kötetet). 
Kéziratok a következő címre küldendők : 
A Magyar Tudományos Akadémia 
III. Osztályának Közleményei. 
Budapest, V., Széchenyi rakpart 3. 
Ugyanerre a címre küldendő minden szerkesztőségi levelezés. 
Minden szerzőt 100 különlenyomat illet meg megjelent munkájáért. 
Közlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztőség lehetőleg visszajuttat a szer-
zőhöz, de felelősséget a beküldött kéziratok megőrzéséért vagy továbbításáért nem vállal 
A Közlemények előfizetési ára kötetenként belföldi címre 40 forint, külföldi címre 
60 forint. Belföldi megrendelések az Akadémiai Kiadó, Budapest, V., Alkotmány u. 21. (Magyar 
Nemzeti Bank egyszámlaszám: 05-915-111-44), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv-
és Hírlap Külkereskedelmi Vállalat, Budapest, VI., Népköztársaság útja 21. (Magyar Nemzet 
Bank egyszámlaszám : 43-790-057-181) útján eszközölhetők. 
A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztálya a következő 
idegen nyelvű folyóiratokat adja ki : 
1. Acta Mathematica Hungarica 
2. Acta Physica Hungarica. 
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AZ OSZTÁLYVEZETÖSÉG BESZÁMOLÓJA* 
Szerkesztette HAJÓS GYÖRGY akadémikus, osztálytitkár 
/ 
Az Osztályvezetöség a jelen beszámolóban kettős célt tűzött ki maga elé, 
egyrészt összefoglaló képet kíván adni a legutóbbi Nagygyűlés óta az osztály 
tudományterületein elért eredményekről, beszámolva az Osztályhoz tartozó 
akadémiai intézetek és céltámogatásban részesülő egyetemi intézetek tudomá-
nyos munkájáról, másrészt az Osztály eddigi működését óhajtja megvizsgálni 
az MSZMP művelődéspolitikai irányelveinek tükrében. 
Megkívánom jegyezni, hogy az Osztályvezetőség beszámolója a beszá-
moló időszakában elért tudományos eredményeket tekintve nem nyújthat tel-
jes és részletes képet, mert hiszen az Osztályhoz tartozó intézetek csak az év 
befejeztével adnak átfogó jelentést ez évi tudományos működésükről, az Osz-
tályvezetőség beszámolója pedig mindenkor elsősorban ezekre az intézeti 
beszámolókra támaszkodik. 
A beszámoló foglalkozik a matematika, a fizika és a csillagászat terü-
letén elért újabb eredményekkel ; de a Kibernetikai Kutató Csoport munkás-
ságára nem tér ki, tekintettel arra, hogy ez év tavasza óta az Elnökség hatá-
rozata folytán a Kibernitikai Kutató Csoport nem tartozik az Osztály vezetőség 
felügyelete alá. 
A tudományos eredmények ismertetését a matematika területén elért 
újabb eredmények ismertetésével kezdem. 
A Matematikai Kutató Intézet tudományos munkatársai a beszámoló 
időszakában eredményesen folytatták elméleti tárgyú és az alkalmazások irá-
nyába eső vizsgálataikat. Az Intézet kutatói mintegy 34 tervtémával foglalkoz-
tak és ezekkel kapcsolatban újabb eredményekhez jutottak. Az Intézet munka-
társainak több mint 100 dolgozata került sajtó alá. Azok a területek, amelye-
ken jelentősebb eredményekről számolhatunk be, a következők : a mátrixelmélet 
alkalmazásai műszaki feladatok megoldására, a valószínüségszámítás és annak 
alkalmazásai (a sztochasztikus folyamatok elméletének alkalmazásai, pl. a tele-
fontechnikában, információelmélet, valószínűségszámítási módszerek a szám 
elméletben), a rendezett minták elmélete, a nyeregpont módszer és alkalma-
zásai, a függvényapproximáció elmélete, az ortogonális polinomok eimélete, 
a hővezetés differenciálegyenletének új peremértékfeladatai. Elkészült az Inté-
* Hajós György betegsége miatt a beszámolót Budó Ágoston lev. tag olvasta feL 
1» 
4 HAJÓS OY.: AZ OSZTÁLYVEZETÖSÉG BESZÁMOLÓJA 
zet Szegeden működő Matematikai Logika és Alkalmazásai Osztálya által 
épített logikai gép, amelyet több hazai és külföldi tudományos összejövetelen 
bemutattak, ill. ismertettek. A szegedi logikai gépnek igen fontos alkalmazási 
területe a vasútbiztosító berendezések ellenőrzése. 
Az Intézet több új kapcsolatot létesített a népgazdaság különböző intéz-
ményeivel gyakorlati problémák megoldása érdekében. Azok közül az intéz-
mények közül, amelyekkel az Intézet a kérdéses időszakban együttműködött 
gyakorlati feladatokkal kapcsolatos matematikai problémák megoldásában, 
csak néhányat említek meg: a Kohó- és Gépipari Minisztérium megbízásából 
sor került az üzemi energiafogyasztás ingadozásainak valószínűségszámítási 
értékelésére és megfelelő energiagazdálkodási terv kidolgozására. Az Állatte-
nyésztési Kutató Intézet részére biometriai statisztikai problémákat oldottak 
meg a kutatók. A Diósdi Csapágygyár megbízásából statisztikai minőség-
ellenőrzési és a szerszámgépek megfelelő geometriai kialakítására vonatkozó 
számításokat végeztek. A szegedi logikai gép alkalmazásáról már szólottam. 
E kérdésben az Intézet a Telefongyárral áll összeköttetésben. 
A közgazdaságban a matematika alkalmazásainak tanulmányozására rend-
szeres szemináriumok folytak az ökonometria, a lineáris programozás tárgy-
köréből és rokonterületekről. 
Megjelent az Intézet több munkatársa és gyakorlati szakemberek által 
együttesen írt és VINCZE ISTVÁN által szerkesztett „Statisztikai minőségellen-
őrzés" című könyv az ipari és kereskedelmi minőségellenőrzés matematikai 
statisztikai módszereiről. A könyv elméleti része a minőségellenőrzés mellett 
a matematikai statisztika számos más ipari alkalmazását is ismerteti. 
Az Intézet munkatársai az Intézet pártszervezetének kezdeményezésére 
másutt dolgozó matematikusok bevonásával nagyobb tanulmányban dolgozzák 
fel a matematikai kutatás feltételeinek alakulását és fejlődését a két világ-
háború közötti és a felszabadulás utáni időszakban. É tanulmány rövidesen 
elkészül. 
A budapesti Eötvös Loránd Tudományegyetem Matematikai Intézetében 
a következő témakörökben értek el az Intézet munkatársai kiemelkedő ered-
ményeket: rekurziv függvények elmélete, Abel-csoportok elmélete, a nem 
euklideszi geometria; topológia, a valószínüségszámítás, a komplex függvény-
tan, a diofantikus approximáció és a gráfelmélet területén. 
Az elért eredményekről az Intézet munkatársainak kb. 50 dolgozata 
jelent meg, vagy van sajtó alatt. Ez évben jelenik meg első ízben az Egyetem 
évkönyvének matematikai füzete, amely az Intézet munkatársainak idegen 
nyelven megjelenő dolgozatait tartalmazza. 
A Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézetében eredményesen tovább 
folytatódtak a funkcionálanalízis körében folyó vizsgálatok. Külön meg kell emlí-
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teni azt az eredményt, amelynek segítségével jól használható operátorkalkulus 
adható meg az általános operátorokra. Az ortogonális sorok elméletében elért 
kiemelkedő eredmény az, amely arra a 30 éve nyitott problémára ad választ, 
hogy az ortogonális függvényekre vonatkozó Mensov—Rademacher-féle téte-
lekben szereplő becslések nem finomíthatok. 
Számos új eredményt értek el az Intézet munkatársai az algebrai struk-
túrák elméletében és az algebrai számelméletben. Az elért eredmények közül 
kiemelhető az, amely a komplex egységgyökök véges halmazait illetően jól 
kezelhető kritériumot adott meg arra, hogy egy ilyen halmazba tartozó ele-
mek összege zérus legyen. A matematikai logika terén elért kiemelkedő ered-
mény az aritmetika axióma rendszerének ellentmondástalansága Gentzen-féle 
bizonyításának a Hilbert—Bernays-féle axiómarendszerre való alkalmazása. 
A debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem Matematikai Intézetében 
intenzív vizsgálatok folynak a differenciálgeometria területén. Az egyik kiemel-
kedő eredmény lehetőséget nyújt nemcsak metrikus Kawaguchi-terek összes 
differenciálinvariánsainak meghatározására, hanem ezeknek a tereknek affin 
általánosításaira is. Eredményesen tovább folytatódtak az operátormodulusokra 
vonatkozó vizsgálatok és e vizsgálatok számos új eredményhez vezettek. Több 
más, az absztrakt algebrához tartozó új eredmény is van. A függvényegyen-
letek elméletében egyrészt további új eredmények láttak napvilágot, másrészt 
alkalmazásként a geometriai objektumok elméletében vannak új eredmények. 
Megemlítendők továbbá azok az eredmények, amelyek a determináns és mát-
rixelmélet területére esnek. 
A Budapesti Műszaki Egyetem III. Matematikai Tanszékének dolgozói az 
általános ortogonális sorfejtések konvergencia, ill. szummációs problémáinak 
vizsgálatában értek el újabb eredményeket. 
A Budapesti Műszaki Egyetem Villamosmérnökkari Matematikai Tanszé-
kén az újabb eredmény a funkcionálanalízis és a disztribúció elmélet terü-
letéhez tartozik. Megemlítendő az az eredmény, amely lehetővé teszi a disz-
tribúció elméletnek a függvényegyenletek megoldására való alkalmazását. 
A következőkben a fizikában elért eredmények ismertetésére térek át. 
.4 Központi Fizikai Kutató Intézet Kozmikus Sugárzási Osztályán a 
beszámoló időszakában elsősorban a nagyenergiájú magkölcsönhatások vizs-
gálatával foglalkoztak és értek el újabb eredményeket. Jelentős vizsgálatokat 
végeztek az Osztály munkatársai a fény mikrostruktúrájával kapcsolatban. 
Ellenőrizték, hogy a fény interferenciaképessége független a fény intenzitásá-
tól és a berendezés méreteitől, és az interferencia akkor is megjelenik, ha a 
kísérleti berendezésben klasszikus elképzelés szerint egyidejűleg csak egyetlen 
egy fénykvantum tartózkodik. Ez a tény alapvető jelentőséggel bír a mikro-
fizikai folyamatokról kialakított fizikai kép szempontjából. 
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Az Atomfizikai Osztályon eredményesen folyt az atommagok szerkeze-
tének és a gyorsított részecskékkel előidézett magreakcióknak a tanulmányozása. 
Az Elektromágneses Hullámok Osztályán a rádiófrekvenciás spektrosz-
kópia területén magpolarizációs kísérletek előkészítése folyik. A jelenség 
vizsgálatához szükséges berendezés bemérése van jelenleg folyamatban. 
A neutronfizikai kutatók kidolgozták a nagyenergiájú neutronokkal tör-
ténő besugárzás okozta rácssérülések statisztikus elméletét, amelynek alapján 
lehetőség nyílik a rácssérülések okozta fizikai elváltozások összehasonlítására. 
A Mágneses Osztályon a kutatók kidolgozták a feszültségimpulzusok 
tárolására alkalmas négyszögletes hiszterézis hurkú ferritek előállítási tech-
nológiáját. 
A Magkémiai Osztály kutatóinak kiemelkedő eredményei a hazai urán-
ércek kémiai feldolgozásával kapcsolatos alapkutatások. Az e téren elért tech-
nológiai és analitikai-kémiai kutatások alapként szolgálnak az ipari kutatóinté-
zetek által folytatandó technológiai és félüzemi kísérletekhez. 
A Radiológiai Osztályon a kutatók az Au19S izotóppal homogén alumí-W 
nium ötvözet előállításának módszerét dolgozták ki és ennek segítségével 
eljárást adtak az alumínium kohók áramhatásfokának mérésére. 
A Spektroszkópiai Osztályon eredményesen folytak a molekula, spektrosz-
kópiai, az emissziós abszorpciós spektroszkópiai vizsgálatok. Önálló kutató-
munka folyik az Intézet Elektronikus Kutató Csoportjában is, amely kutatások-
nak fő célja új magfizikai részecskeszámlálók, amplitúdó analizátorok és 
egyéb más műszerek építése és fejlesztése. 
A Központi Fizikai Kutató Intézetben elért eredmények közül 
csak néhány kiemelkedőt soroltam fel. Meg kell említenem, hogy az elért 
kutatási eredmények mellett számos műszer és kutatóeszköz építése fejeződött 
be, ill. van folyamatban. Az elkészült berendezések közül hadd említsem meg, 
hogy négy magfizikai gyorsító készült el és ezek különböző magfizikai vizs-
gálatoknál kerültek felhasználásra. 
A debreceni Atommag Kutató Intézetben tovább folytak a laboratóriumi 
kísérletek az U-nak szénhamuban történő feldúsítására az esetleges ipari 
kivonás előkészítő vizsgálataiként. A laboratóriumi vizsgálatok biztatóan 
alakulnak. Lehetséges a szenet megfelelő előválogatás és előkészítés után úgy 
elfűteni, hogy pár ezrelék U tartalmú pernye maradjon vissza. Az uránkon-
centráció további növelése azonban gyakran jelentékeny uránmennyiség elvesz-
tésével jár a szén meddő részében maradó U miatt, ezért a gyakorlati meg-
valósítás alkalmával a gazdaságosság elérése érdekében kompromisszumos meg-
oldást kell választani. 
Az Intézet széleskörű vizsgálatokat végzett az ország természetes vizei 
urántartalmának analízisére vonatkozólag. Az Intézetben folyó kutatások közül 
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legnagyobb érdeklődést a He6-os izotóppal végzett neutrínó visszalökési kísér-
letek váltottak ki. 
Az Elméleti Fizikai Kutató Csoport kutatói az atomok és atommagok 
statisztikus elméletében, a szilárd testek elméletében és a kvantumkémiában 
tovább folytatták vizsgálataikat és értek el újabb eredményeket a beszámoló 
időszakában is. Az atommagok statisztikus elmélete területén komoly érdek-
lődést keltett a magok saját rezgésének tárgyalása, a nem nulla impulzus-
momentumú atommagok hasadásának vizsgálata a statisztikus magelmélet 
alapján, valamint nagyenergiájú elektronok koherens szóródásának tárgyalása, 
továbbá a szelén- és tellurra vonatkozó kutatások. A kvantumkémiai vizsgála-
tokban kiderült, hogy a Weizsacker-féle módszerrel bővített statisztikus 
atommodellben a Weizsâcker-féle energiatag jelentős szerepet játszik a 
homeopoláros molekulák kötésének tárgyalásakor. 
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Elméleti Fizikai Intézetében az 
elméleti fizika általános elvi problémáinak megoldásában újabb eredmények 
születtek. Kiderült, hogy eddig kvantumosnak tartott jelenségek a klasszikus 
fizika területéről is jól megközelíthetők. Az elemi részek kvantumelméletében 
és a termodinamikában ugyancsak több újabb eredményt tartalmazó publiká-
ciót jelentettek meg az Intézet dolgozói. 
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem /. Kísérleti Fizikai Intézetében egy-
részt a szilárd testek fizikája témakörébe tartozó rend-rendezetlenség átalakulási 
vizsgálatok indultak meg, másrészt röntgenfinomszerkezeti vizsgálatok folynak, 
ill. vannak előkészületben. 
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem II. Kísérleti Fizikai Intézetében egy-
részt felület és rétegszerkezet-vizsgálatokkal, másrészt elektronfizikai és elekron-
dinamikai vizsgálatokkal foglalkoznak. 
Az Építőipari és Közlekedési Műszaki Egyetem Kísérleti Fizikai Intézeté-
ben a kristályfizika tárgykörében eredményes kutatómunka folyt a beszámoló 
időszakában is. Az Intézet munkatársai az újabb eredményeket mintegy 20 dol-
gozatban publikálták, amelyek részletes ismertetésére nem térek ki. 
A Műszaki Egyetem Atomfizikai Tanszékén ugyancsak tovább folytatód-
tak a molekula spektroszkópiai kutatások elméleti irányban. 
Az Orvostudományi Egyetem Orvosi Fizikai Intézetében egyrészt kristály-
fizikai vizsgálatok, másrészt biofizikai vizsgálatok folytak eredményesen. 
A Szegedi Tudományegyetem Kísérleti Fizikai Intézetében egyrészt lumi-
neszcencia, másrészt félvezető kutatások folytak. A lumineszcencia kutatások 
során a polarizációs spektrumok vizsgálata céljából az eddig használt eljárá-
soknál pontosabb módszert fejlesztettek ki az Intézet kutatói. A félvezető 
kutatásokban leginkább említésre méltó azaz eredmény, hogy sikerült kadmium-
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szulfid és kadmiumszelenidporokból sajtolás útján fényelemeket előállítani és 
ezek főbb tulajdonságait megvizsgálni. 
A Szegedi Tudományegyetem Elméleti Fizikai Intézetében térelméleti és 
kvantumkémiai vizsgálatokkal foglalkoztak. 
A Kossuth Lajos Tudományegyetem Elméleti Fizikai Intézetében eredmé-
nyesen folynak a molekulák egyesített atommodelljével kapcsolatos vizsgálatok. 
Ezután rátérek a csillagászat területén elért eredmények rövid ismertetésére: 
A Csillagvizsgáló Intézet munkája a beszámoló időszakában elsősorban 
az RR Lyrae-csillagok fotoelektromos kolorimetriájára koncentrálódott. Ez a 
program a Nemzetközi Csillagászati Unióval történt megegyezés alapján, 
más csillagvizsgálókkal való együttműködésben kerül lebonyolításra. 
Az Intézet megszervezte a mesterséges holdak hazai megfigyelő hálóza-
tát és ez év februárjától rendszeresen figyelik a holdak átvonulását. Az állo-
mások felszereléséhez 40 speciális távcsövet kaptak ajándékba a Szovjet-
unió Tudományos Akadémiájától. Meg kell emliteni továbbá, hogy az Intézet 
rendszeresen megjelenő kiadványa — amely az Intézet kutatói által elért ered-
ményeket tartalmazza — mindig nagy nemzetközi érdeklődést vált ki. 
A Napfizikai Kutató Csoport tovább folytatta az előző években Buda-
pesten megkezdett észleléseket és azok feldolgozását. 
A beszámoló időszakában elért eredmények vázlatos ismertetése után 
foglalkozni kívánok az Osztályvezetőség, a bizottságok és az Osztályhoz tar-
tozó akadémiai intézetek munkájával a bevezetőben említett művelődéspolitikai 
irányelvek tükrében. Az irányelvek feladatul tűzik ki a természettudományok 
területén — s így e feladatok nyilván az Osztály tudományterületeire is 
vonatkoznak — egyrészt a perspektivikus alapvető kutatás és az aktuális 
részletproblémák helyes arányának kialakítását, másrészt az atomenergia békés 
felhasználását célzó kutatások fejlesztését, azaz az atomfizikai és anyagszer-
szerkezeti kutatások fokozását kísérleti és elméleti irányban egyaránt. Az irány-
elvek feladatul tűzik ki továbbá, hogy a hazai tudományos kutatás főleg 
azokon a területeken folyjék, amelyeken értékes hagyományaink vannak és a 
világszint aránylag kisebb erőfeszítéssel elérhető és tartható. Természetesen a 
kutatások tervszerű fejlesztése azt kell hogy célozza, hogy a hazai kutatások 
eredményei hatékonyan hozzájáruljanak a szocialista építés kulturális és gaz-
dasági feladatainak megoldásához. Az irányelvekben megjelölt eme feladatok 
megvalósítása természetesen szükségessé teszi a tervszerű tudományos káder-
utánpótlást, olyan kutatógárda nevelését, amely a maga lelkes munkájával a 
fenti irányelvek megvalósítására törekszik. 
Megállapítható, hogy az Osztályvezetöség és az irányítása alatt működő 
bizottságok eddigi működésük során törekedtek oly módon irányítani a mate-
matika, fizika és csillagászat területén folyó kutatásokat, hogy a perspekti-
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viküs alapvető kutatások és a gyakorlati élet által megoldásra váró aktuális 
részletfeladatok között helyes arány alakuljon ki. Természetesen ennek a helyes 
aránynak a kialakítása nem minden esetben sikerült, vagy nem minden kutatási 
területen valósult meg megfelő módon. 
A Matematikai Kutató Intézet megalakulásakor Alkalmazott Matematikai 
Intézet néven kezdte meg működését. Az Intézet működésének első éveiben 
elsősorban és főként a gyakorlati élet által felvetett, sok esetben nem is tudo-
mányos jelentőségű problémák megoldásával foglalkozott. így az elméleti 
kutatások, ha nem is szorultak háttérbe, az Intézet tématervén kívüli módon 
folytak. Az Intézetnek a megalakulása első idejében kifejtett, főként gyakorlati 
vonatkozású működését azonban mégsem lehetett és lehet helytelennek ítélni, 
mert hiszen a matematika elméleti eredményei gyakorlati alkalmazásának szük-
ségességét a műszaki és gyakorlati élet emberei nem ismerték és azt lehet 
mondani, hogy ma sem ismerték fel teljesen. E téren kétségkívül a Matema-
tikai Kutató Intézet hasznos úttörő munkát végzett és végez ma is, bár 
korántsem kielégítő az eredmény. Az elmélet és a gyakorlat egységének 
kialakítása érdekében alakult azután át az Intézet Matematikai Kutató Inté-
zetté és a matematika alkalmazásaival foglalkozó osztályok mellett elméleti 
osztályok is létesültek. Az Intézet mostani működése és az elért eredmények 
azt bizonyítják, hogy az Intézetben a kivánt módon alakult ki az elméleti 
kutatások és az alkalmazásokkal foglalkozó kutatások aránya. 
Fizikai intézeteink közül a Központi Fizikai Kutató Intézet megalakulása 
után az első években a fizikai kutatásokhoz nélkülözhetetlen műszerek építésé-
vel, korszerűsítésével foglalkozott. Ebben az időszakban az Intézetben, néhány 
témát kivéve, alapvető kutatások alig folytak. A gyakorlat részére számos, jelentős 
mérőműszert dolgozott ki ebben az időszakban az Intézet, ezeknek a gyártása és 
ezt követően ezeknek az exportálása azonban igen nagy nehézségekbe ütközött, 
az ipar és az egyes szakminisztériumok meg nem értése miatt. Az Intézetben ma 
már rendelkezésre állnak a kutatáshoz szükséges műszerek és berendezések, 
és számos alapvető jelentőségű témában folynak a kutatások és értek el az 
Intézet munkatársai új eredményeket. Az alapvető elméleti kutatások alkalma-
zásai érdekében a jövőben az intézetnek szoros kapcsolatot kell kialakítania 
az Akadémia keretében nemrég létesült Műszaki Fizikai Kutató Intézettel. 
A néhány évvel ezelőtt alakult Atommag Kutató Intézetben a megalaku-
lástól kezdődően helyes arány alakult ki az elvi és a gyakorlati vonatkozású 
kutatások között. 
Az Osztály vezetőség és a Fizikai Bizottság mindenkor arra törekedett, 
hogy az atomenergia békés felhasználását célzó hazai kutatásokra biztosíttassák 
a legnagyobb anyagi támogatás. Az atomenergia békés felhasználását célzó 
kutatások folynak döntő mértékben a Központi Fizikai Kutató Intézetben isr 
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az Atommag Kutató Intézetben is, ill. elméleti vonatkozásban az Elméleti 
Fizikai Kutató Csoportban. 
Hiányosságként kell azonban megemlíteni, hogy az irányelvekben megjelölt 
anyagszerkezeti vizsgálatok nem részesültek kellő mértékű támogatásban. Az 
anyagszerkezeti vizsgálatokra a jövőben fokozottabb gondot kell fordítania 
mind az Osztály vezetőségnek, mind pedig a Fizikai Bizottságnak. 
Az Osztály tudományterületein azokban a kutatási ágakban, amelyekben 
értékes hagyományaink voltak, a felszabadulás után még erőteljesebben foly-
tatódtak a kutatások. Gondolok itt pl. a matematikában a funkcionálanalízisre, 
a függvényapproximációra stb., fizikában az atomok és atommagok statisztikus 
elméletére, vagy csillagászatban a változócsillagok megfigyelésére. Az Osztály 
tudományterületein tehát mindenkor törekedett az Osztályvezetőség értékes 
hagyományainkra, mint alapra építeni. 
A viszonylag kisebb erőfeszítéssel és anyagi áldozattal világszinten tart-
ható kutatási ágakat nem minden esetben fejlesztettük kellő mértékben. A mate-
matikában és a csillagászatban az irányelveknek ez a célkitűzése megvalósult, 
a fizikában azonban nem minden esetben. Pl. a kristályfizika, amely lénye-
gesen kisebb anyagi befektetéssel tartható világszinten, nem részesült minden 
esetben abban az anyagi támogatásban, amelyben részesítése indokolt lett 
volna. Nagymértékben elősegítené a hazai kutatásokat az, hogyha a baráti 
országokkal szorosabb együttműködés alakulna ki. A baráti országokkal éven-
ként kötött kultűregyezmények ezeket az együttműködési lehetőségeket biztosít-
ják, az együttműködés megvalósítását azonban számos akadály, főként az e téren 
meglevő bürokrácia hátráltatja és gátolja. Az együttműködés akkor lenne gyü-
mölcsöző, ha közvetlen személyi és kutatási kapcsolatok alakulhatnának ki a 
baráti országok azonos témáival foglalkozó kutatói és kutatóintézetei között. 
Az irányelvekben kijelölt feladatok megvalósítása tervszerű káderután-
pótlás biztosítását teszi szükségessé. A tudományos káderutánpótlás terén az 
új tudományos minősítések bevezetésével, az aspiránsképzés megszervezésé-
vel kétségkívül nagy eredményeket értünk el. Ezek az eredmények azonban 
korántsem kielégítők. Még mindig hiányoznak a tudományos káderek fejlő-
dését elősegítő, a dialektikus materializmus világnézetén alapuló élénk tudo-
mányos viták. E téren voltak kezdeményezések, ezek azonban az utóbbi évek-
ben teljesen megszűntek. Az Osztályvezetőségnek és az Osztály keretében 
működő Fizikai és Matematikai Bizottságnak, továbbá a bizottsági feladatokat 
ellátó Csillagászati Tudományos Tanácsnak törekednie kell arra, hogy élénk 
vitaszellem alakuljon ki az osztály mindhárom tudományterületén. Tudományos 
káderutánpótlásunk másik hiányossága, hogy a szakmai és politikai követel-
mények nem minden esetben érvényesültek az aspiránsfelvételeknél és a 
tudományos minősítéseknél. E téren a feladat az, hogy a jövőben a szocialista 
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rendszerhez hű, nemcsak szakmailag, de politikailag is kiváló fiatalok nyer-
jenek felvételt aspiránsképzésre, ill. kerüljenek intézeteinkbe kutatói állásokba. 
A következőkben ismertetni kívánom az Osztálynak, az Osztályvezető-
ségnek és az osztály bizottságainak munkáját a beszámoló időszakában 
A zárt osztályüléseken az osztály tagjai tájékoztatást kaptak az Osztályvezetö-
ség munkájáról, a Kossuth-díj javaslatokat vitatták meg és javaslatokat tettek 
külföldi tudósok ez évben történő meghívására. 
Az Osztályvezetőség rendszeresen tartott ülésein a következő napirendi 
pontok szerepeltek: az Osztály 1958. évi tudományos tervének kidolgozása, 
az intézetek 1957. évi tudományos munkájáról szóló beszámolók értékelése és 
véleményezése, kultúregyezményes és egyéb kiküldetési és meghívási javasla-
tok összeállítása, a tudományos minősítéssel és könyv- és folyóiratkiadással 
kapcsolatos folyó ügyek tárgyalása. 
Az Osztály keretében működő Matematikai és Fizikai Bizottság és a 
bizottsági feladatokat ellátó Csillagászati Tudományos Tanács lényegében az 
Osztályvezetőséggel azonos napirendi pontokat tárgyalt, ill. e napirendi pon-
tokkal kapcsolatos véleményét szögezte le az Osztályvezetöség részére. 
A Fizikai Bizottság ezenkívül a helyszínen tanulmányozta a Kísérleti 
Atomreaktor tudományos osztályainak és a debreceni Atommag Kutató Inté-
zetnek a munkáját. E látogatások alkalmával a Fizikai Bizottság tagjai meg-
vitatták a két intézet munkáját és a látogatás nagymértékben hozzájárult a 
két intézet közötti szorosabb együttműködés kialakításáho^. A Fizikai Bizott-
ság behatóan foglalkozott egyetemeink kísérleti fizikaoktatásának problémáival 
és e tárgyban — mivel sajnálatos módon a néhány év előtti memorandum 
eredménytelen maradt — új memorandumot dolgozott ki és juttatott el az 
Osztályvezetőség útján az illetékes fórumokhoz. 
A Matematikai Bizottság a beszámoló időszakában több új taggal 
bővült és remélhető, hogy az így kiegészített bizottság a matematikai tudo-
mány hazai fejlesztése érdekében még élénkebb tevékenységet fog kifejteni. 
Mind a Matematikai Bizottság, mind a Fizikai Bizottság tagjai tevéke-
nyen részt vettek a bizottságok munkájában. Nem mondható el ez azonban a 
Csillagászati Tudományos Tanács tagjairól. 
Az Osztályhoz tartozó akadémiai intézetek tudományos terveinek és évi 
munkabeszámolóinak első fokon való értékelése és véleményezése az intézeti 
tudományos tanácsok feladata. Az intézeti tudományos tanácsok valamennyi, az 
Osztályhoz tartozó akadémiai intézetben megalakultak, de egyedül csak a Mate-
matikai Kutató Intézet tudományos tanácsa működött rendszeresen és kielégítő 
módon. Az Osztályvezetőség éppen ezért elhatározta, hogy az intézeti tudo-
mányos tanácsok működését felülvizsgálja és új intézeti tudományos tanácsok 
létesítésére tesz javaslatot az Akadémia elnökének. 
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A kővetkezőkben rövid tájékoztatást kívánok adni az Osztályhoz tartozó 
intézetekben bekövetkezett változásokról : 
A bevezetőben már emiitettem, hogy elnökségi határozat folytán a 
Kibernetikai Kutató Csoport ez év áprilisától nem tartozik az Osztályhoz. 
A Kutató Csoport felett a felügyeletet egy, az Elnökséghez tartozó Elnökségi 
Bizottság látja el. A Kibernetikai Kutató Csoportnak az Osztály kötelékéből 
való kiválása azért vált szükségessé, mert az Osztályvezetőség tagjai a Kutató 
Csoport felett szükséges tudományos felügyeletet nem tudják ellátni, mivel a 
Kibernetikai Kutató Csoport tudományos tervében döntő többségben olyan felada-
tok szerepelnek, amelyek nem az Osztályhoz tartozó tudományágakhoz tartoznak. 
Sikerült végre megoldani a Csillagvizsgáló Intézeten belüli, főként sze-
mélyi ellentétekből származó vitákat és problémákat oly módon, hogy az intézet-
ből kivált a Napfizikai Osztály és önálló kutató csoportként Debrecenben foly-
tatja működését Napfizikai Kutató Csoport néven, D E Z S Ő LORÁND vezetésével. 
A Matematikai Kutató Intézetben a beszámoló időszakában a Funkcio-
nálanalízis, a Matematikai Logika és Alkalmazásai és az Orvosstatisztikai Cso-
port osztállyá alakult át, az utóbbi Biometriai Osztály elnevezéssel. Új önálló 
kutató csoportok megszervezése van folyamatban (algebrai, számelméleti és 
geometriai csoport). A többi intézetben lényegesebb változás a beszámoló 
időszakában nem történt. 
Az intézetek ez évi fejlesztését a következő adatok bizonyítják : Az Osz-
tályhoz tartozó intézetek létszáma a tavalyihoz viszonyítva 71 fővel emelke-
dett, ebből 60 fő a Központi Fizikai Kutató Intézet létszámának emelkedése. 
Az intézetek költségvetése a mult évihez viszonyítva csaknem 8 millió Ft-tal 
nagyobb volt ebben az évben. A beruházás ez évi összege 1,7 millió Ft-tal 
volt nagyobb a tavalyinál. Ezek az adatok azt is bizonyítják, hogy kormány-
zatunk az ország gazdasági lehetőségeihez mérten maximális anyagi támoga-
tásban részesíti a tudományos kutatómunkát. 
A tudományos káderutánpótlás jövőbeni feladatairól már szólottam. 
A tudományos minősítések keretében a kandidátusi címek odaítélésére vonat-
kozólag új rendelkezés jelent meg, amelynek célja a kandidátusi disszertációk 
színvonalának emelése, fokozottabb követelmények támasztása a disszertánsok-
kal és a kandidátusi fokozattal rendelkezőkkel szemben. Az új rendelkezés 
minden bizonnyal fokozottabb és eredményesebb munkára fogja ösztönözni 
mind az aspiránsokat, mind pedig a kandidátusi fokozattal rendelkező kuta-
tókat. Néhány tájékoztató adatot említek meg a tudományos káderhelyzetre 
vonatkozóan : Jelenleg a tudományterületeinken 20 doktori és 74 kandidá-
tusi fokozattal rendelkező kutató van. Az ez évi aspiránsfelvétel során hár-
man nyertek felvételt szovjet aspiranturára, 1 fő pedig belföldi aspirántu-
rára. Az idei aspiránsfelvételeknél már érvényesültek azok a szempontok, 
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amelyeket előzőleg már említettem. Jelenleg az Osztály tudományterületein 
összesen 5 belföldi és 5 Szovjetunióban tanuló aspiráns folytat tanulmá-
nyokat. A beszámoló időszakában összesen 4 kandidátusi disszertáció meg-
védésére került sor. Mind a négyen elnyerték a kandidátusi fokozatot. 
Ebben az évben is tovább fejlődtek matematikusaink, fizikusaink és csil-
lagászaink nemzetközi kapcsolatai. Az elmúlt időszakban különösen a Köz-
ponti Fizikai Kutató Intézet építette ki, ill. fejlesztette tovább nemzetközi kap-
csolatait több külföldi fizikai kutatóintézettel. Elsősorban a dubnai Egyesített 
Atommag Kutató Intézettel, továbbá a román és a bolgár Akadémia fizikai kutató-
intézeteivel, valamint a milánói Atomkutató Intézettel is felvette a kapcsolatot. 
Különösen gyümölcsözők ezek a kapcsolatok a kozmikus sugárzások területén. 
A Csillagvizsgáló Intézet megfigyeléseit — a szovjet és más külföldi 
csillagvizsgáló intézetekkel hosszú idő óta — szoros együttműködésben 
végzi. A Matematikai Kutató Intézet ugyancsak tovább fejlesztette a külföldi 
matematikai intézetekkel való kapcsolatait, elsősorban a folyóiratcsere útján. 
A beszámoló időszakában a kultúregyezmények keretében, valamint az 
akadémiai kiküldetésekben és az Akadémia anyagi támogatásával összesen 
65 kutató 90 alkalommal utazott tanulmányútra, vagy tudományos rendezvényre. 
Ezenkívül számosan utaztak külföldre saját költségen, vagy pedig más szer-
vek, különösen az Országos Atomenergia Bizottság kiküldetésében. 
Kiküldötteink számos kongresszuson vettek részt a beszámoló időszaká-
ban és ezek közül különösen három kongresszuson való résztvételünket sze-
retném kiemelni. 
A Nemzetközi Matematikai Unió Edinburghban megrendezett kongresszu-
sán az Akadémia, a Művelődésügyi Minisztérium és a Bolyai János Matema-
tikai Társulat küldötteként, valamint saját költségen 26 tagú magyar delegáció 
vett részt. A magyar matematikai tudomány megbecsülését mutatja, hogy a 
kongresszust előkészítő bizottság a nagyobb előadások közül két előadás meg-
tartására magyar tudóst kért fel. A 26 tagú magyar küldöttség tagjai mintegy 
19 előadásban adtak képet e tudományág hazai helyzetéről és fejlettségéről. 
Ez év szeptemberének első felében került sor Genfben az ENSZ rende-
zésében az atomenergia békés felhasználásával foglalkozó II. kongresszus 
megrendezésére, amelyen a kormány delegációjának tagjaként 5 fizikus vett 
részt. A kongresszuson való részvétel igen hasznos volt mind a külföldön 
legújabban elért elméleti és gyakorlati eredmények megismerése, mind pedig 
fizikusaink nemzetközi kapcsolatainak továbbfejlesztése szempontjából. A dele-
gációnak a kongresszuson lehetősége nyílt arra is, hogy az atomenergia 
békés felhasználása terén elért hazai eredményekről beszámoljon. 
A Nemzetközi Csillagászati Unió a Szovjetunió Tudományos Akadémiá-
jával közösen ez év augusztusában rendezte meg X. kongresszusát Moszkvá-
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ban. E kongresszuson Akadémiánk képviseletében 7 tagú delegáció vett részt. 
A kongresszuson való részvétel során a magyar csillagászok értékes diszkusz-
sziókat folytattak a külföldi csillagászokkal. A kongresszus után a magyar 
csillagászok megtekintették a taskenti, grúziai, krimi és pulkovói csillagvizs-
gáló intézeteket és megismerkedtek az ott folyó vizsgálatokkal. 
Külföldi tudósok közül a kultúregyezmény keretében, vagy más módon 
összesen 11 kutató járt Magyarországon. A külföldi tudósok közül különösen 
С. V. Raman Nobel-díjas indiai fizikus, a MTA tiszteletbeli tagja látogatása 
volt igen értékes a fizikusok számára. Reméljük, hogy nemzetközi kapcsola-
taink a jövőben tovább fognak erősödni. 
A beszámoló időszakában mindössze egy müvet adtunk ki, Grosev— 
Sapiro : Atommag spektroszkópia című könyvét. Könyvkiadásunkban a beszá-
moló időszakában visszaesés volt tapasztalható. Ennek oka elsősorban az, 
hogy a legtöbb szerző az Akadémiai Kiadóval kötött határidőt sok irányú 
elfoglaltsága miatt nem tudja betartani. A következő időkben előreláthatóan 
ismét javulás fog mutatkozni könyvkiadásunkban, amennyiben több önálló 
munka megjelenése várható. 
Zavartalanul működik folyóiratkiadásunk. Mind az idegen nyelvű, mind 
a magyar nyelvű folyóirataink rendszeresen megjelennek és cikkekkel bősége-
sen ellátottak. 
A beszámoló időszakában — kivéve a nálunk járt külföldi vendégek 
előadásait — az Osztály csak felolvasó üléseket rendezett. A felolvasó ülése-
ken összesen 116 önálló eredményeket tartalmazó dolgozat ismertetésére, ill. 
bemutatására került sor. 
Tájékoztatásul megemlítem, hogy a Matematikai Bizottság javaslata alap-
ján az Osztályvezetőség — az Elnökség hozzájárulásával — a 11. Magyar 
Matematikai Kongresszus megrendezését 1960-ra tervezi Budapesten, együtt-
működésben a Bolyai János Matematikai Társulattal. 
Az Osztály tudományos irányítása alatt álló Bolyai János Matematikai 
Társulat és az Eötvös Loránd Fizikai Társulat ez évben is rendezett Balaton-
világoson kollokviumokat. Matematikából : mátrixelmélet és alkalmazásai, 
Monte Carlo módszer, funkcionálanalízis és diofantikus approximáció tárgyú 
kollokviumokat tartottak. Fizikából : az elemi részecskékkel és a gázkisülé-
sekkel foglalkozó kollokviumokon jöttek össze fizikusaink. E kollokviumokon 
számos külföldi matematikus és fizikus vett részt és tartott előadást. Mindkét 
társulattal az Osztály együttműködése zavartalan és kielégítő. 
Az osztályvezetőségi beszámoló végéhez érve kérem az Osztály tagjait 
és a jelenlevőket, hogy hozzászólásaikban bírálataikkal, javaslataikkal segítsék 
elő a beszámolóban említett célkitűzések megvalósítását. 
VIZSGÁLATOK AZ OPERÁTORMODULUSOK 
ELMÉLETÉBEN, II. 
írta : KERTÉSZ ANDOR 
II. AZ OPERÁTORMODULUSOK ALGEBRAI ELMÉLETE* 
6. §. Kompatibilis egyenletrendszerek operátormoduiusok felett 
A klasszikus algebra tárgya a komplex számtest feletti algebrai egyen-
letek vizsgálata. Bár az absztrakt algebra a klasszikus algebrából, s különösen 
pedig a magasabb fokú egyenletek vizsgálatából sarjadt ki, a fejlődés jelenlegi 
fokán az absztrakt algebrában a különféle algebrai struktúrák szerkezetének 
vizsgálata nyomult előtérbe, s aránylag kevés szó esik az egyenletekről. Éppen 
ezért, ha egy adott struktúrafajta esetében az egyenletekkel és ezek megoldá-
saival foglalkozunk, indokoltnak látszik erre az „algebrai" jelzővel utalnunk. 
Az operátormodulusok algebrai elmélete tehát az operátormodulusok 
elméletének az a része, amely operátormodulusok feletti egyenletrendszerekkel 
foglalkozik. 
Legyen R tetszőleges gyűrű, G tetszőleges /?-modulus, és x G-nek egy 
határozatlan eleme. E határozatlanban, amelyet a továbbiakban ismeretlennek 
mondunk, felírható legáltalánosabb G feletti egyenlet 
(О rx + nx=g (rZR,n£E,g£G) 
alakú. Ha van olyan х = Л (£ G) elem, amelyre az (1) egyenlet teljesül, akkor 
azt mondjuk, hogy az (1) egyenlet G-ben megoldható és Л (egyik) megoldása. 
Ismeretes, hogy egy A algebrailag zárt (más terminológiában komplett, 
vagy teljes) Abel-féle csoportban bármely nx = a (0=)=л££, a £ A) egyen-
letnek van megoldása.22 Az Abel-féle csoportok között tehát van olyan, amely-
ben (bizonyos triviális kivételektől eltekintve) minden egyismeretlenes egyenlet 
megoldható. Egy Abel-féle csoport feletti nx = a ( л ф О ) egyismeretlenes 
egyenlet megoldhatóságával kapcsolatban nincsenek elvi problémák, mert az, 
ha a tekintett csoportban nem is, de annak valamely alkalmas bővítésében 
* A fejezetek és paragrafusok számozása az I. részben (III. Osztály Közleményei 
VIII,'4. sz. 411—436. o.) alkalmazott számozáshoz kapcsolódik. A cikk teljes i roda lom-
jegyzékét is az I. részben közöltük. 
22
 E tulajdonságot tekinthetjük az algebrailag zárt csoportok definíciójának is. 
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biztosan megoldható. Más a helyzet tetszőleges ^-modulus esetében, ahol 
már egy egyismeretlenes egyenlet megoldhatósága is mélyebb kérdésekkel 
függ össze. Előfordulhat ugyanis, hogy az (1) egyenletet tekintve, valamely 
s((R), m (£E) elempárra s(rx + nx) + m(rx + nx) = 0 érvényes, míg a jobb-
oldal megfelelő lineáris kombinációja s ^ + /«g"=(= 0. Egy ilyen egyenlet nyil-
ván nem oldható meg G-ben, de nem oldható meg G-nek egyetlen bővítésé-
ben24 sem. Operátormodulusok esetében tehát már egyetlen, egyismeretlenes 
egyenlet sem mindig „kompatibilis".24 Hogy közönséges Abel-féle csoportok 
esetében ilyen anomália nem fordulhat elő, annak oka az, hogy egy nx = o 
( л ф О ) alakú egyenlet baloldalát csak a 0 annullálja, amely nyilván a jobb-
oldalt is annullálja. Ahhoz, hogy operátormodulusok feletti egyenletekkel fog-
lalkozhassunk, mindenekelőtt a kompatibilis egyenletrendszer fogalmát kell 
tisztáznunk. 
Legyen R tetszőleges gyürü, A tetszőleges m ( > 0 ) számosságú index-
halmaz és 5 az x„ (a ( A) határozatlanok rendszere. Tekintsük a G AMnoduius 
felett az 
(2) fß = gß (ß(B,gß(Ü) 
egyenletek rendszerét, ahol В ugyancsak tetszőleges (nem üres) indexhalmaz 
és fß az Xn (cc ( A) szabad bázissal bíró R (m) szabad /?-modulus eleme, azaz 
(3) fß = fa fi,, riß,"} x„ßl H 1- <aßk, nßkf xaßI (<aßj, nßf> ( R') 
egy R* feletti lineáris forma. Azt mondjuk, hogy az 
(4) x„ = h„((iG; « £ A) 
elemrendszer a (2) egyenletrendszer (G-beli) megoldása, ha (4)-et (2)-be 
helyettesítve az egyenletek teljesülnek. A megoldhatóságnak triviálisan szük-
séges feltétele a következő : minden olyan, véges sok fß között fennálló reláció, 
amely e lineáris formák két A?*-feletti lineáris kombinációjának az egyenlőség 
jelével való összekapcsolása, érvényben marad akkor is, ha az /з-kat a jobb-
oldalon álló megfelelő gß elemekkel helyettesítjük. Más szavakkal : minden 
<s,, m , / f f i 4 1- <s,, mjy Д . = 0 
alakú relációból 
<si, m,)g,i, H b <s<, mùgfi. = 0 
következik. Ezt a követelményt kompatibilitási feltételnek nevezzük. 
Legyen mármost (2) a kompatibilitási feltételt kielégítő egyenletrendszer. 
Ekkor az fß->gß leképezés az R(m) szabad /?-modulus fß (Á£B) elemei által 
generált M részmodulusának egy G-be való jól meghatározott cp R-homomor-
33
 Azaz egy olyan /^-modulusban, amelynek G részmodulusa. 
24
 Lássunk erre egy egyszerű példát. Legyen R — Е ф Е . (Az /?gyűrű elemeit (n ,m) 
elempárokkal jelöljük.) A (0,1) (x,y) = (1,0) /? (Я) feletti egyenlet nyilván nem kompatibilis, 
mert pl. (1,0) a baloldalt annullálja, a jobboldalt azonban nem. 
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fizmusát indukálja : 
«si, m,> Д-| (-О,:, mi>fßt)(p = <.si, mi> (fß[ <p)Л \-<Si, m;y(fß. <f) = 
= <si, mi> ^a 4 1- <ßi, ml} gßi, 
theát speciálisan fßcp = gß (/?£B). (A leképezés egyértelműségét a kompatibili-
tási feltétel biztosítja.) — Megfordítva, az 7?(m) szabad 7?-modulus valamely 
M részmodulusának G-be való <p operátorhomomorf leképezése olyan G feletti 
egyenletrendszereket szolgáltat, amelyek eleget tesznek a kompatibilitási fel-
tételnek. Ezen egyenletrendszerek mindegyikében a baloldalakon az Af-modulus 
valamely generátorrendszerét alkotó fp lineáris formák állnak, a megfelelő jobb-
oldalak pedig a gß ~ fß(p egyenlőségekkel vannak definiálva. 
Ha két, a kompatibilitási feltételnek eleget tevő egyenletrendszer az R(m) 
modulus ugyanazon részmodulusának ugyanazt a M operátorhomomorfizmusát 
indukálja, akkor a két rendszert ekvivalensnek mondjuk. Nyilvánvaló, hogy két 
G feletti egyenletrendszer akkor és csak akkor ekvivalens, ha az egyik rend-
szer bármely egyenlete a másik rendszer véges sok egyenletének R* feletti 
(bal-) lineáris kombinációjaként áll elő, és megfordítva. Az is világos, hogy 
ekvivalens, a kompatibilitási feltételnek eleget tevő egyenletrendszerek meg-
oldásai megegyeznek. Eszerint a kompatibilitási feltételnek eleget tevő ekvi-
valens egyenletrendszerek között nem szükséges megkülönböztetést tennünk 
és kimondhatjuk a következő definíciót: 
DEFINÍCIÓ : Egy tetszőleges G R-modulus feletti [M, cp] M-ismeretlenes 
kompatibilis egyenletrendszeren az R(m) szabad R-modulus M részmodulusá-
nak G-be való adott cp operátorhomomorf leképezését értjük. Az [M, cp] egyenlet-
rendszert homogénnak nevezzük, ha M<p = 0. 
POLLÁK GYÖRGY értékes megjegyzését felhasználva definíciónkat A követ-
kezőképpen egészíthetjük ki : 
A G R-modulus feletti [M, cp] kompatibilis egyenletrendszer G-ben akkor 
és csak akkor oldható meg, ha az M részmodulus <p operátorhomomorf leképe-
zése folytatható az egész R (m) szabad R-modulusnak egy G-be való ép operátor-
homomorf leképezésévé. Az [M, cp] egyenletrendszer megoldásai kölcsönös és 
egyértelmű kapcsolatban állnak a cp homomorfizmus ép folytatásaival, s így az 
[M, cp] egyenletrendszer valamely megoldásán mindig a cp leképezés megfelelő 
cp folytatását érthetjük. 
Valóban, tegyük fel, hogy a (4) elemrendszer a (2) egyenletrendszernek 
valamely megoldása. Az xr,—>hn (сс£ A) leképezés az egész f?(m) modulus-
nak egy G-be való ép /?-homomorf leképezését indukálja. Ekkor 
f f , ép --= <üßi, Пв1> (Xaßl ép)y b <Ű®, %.-> (Xaßk ép) 
= < ö s i , Л я 1 > h„ßl -1 b <aßk, nß,:> h„„u — gß=fß cp, 
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tehát <f a y leképezés alkalmas folytatása. — Megfordítva, tegyük fel, hogy 
a (2) egyenletrendszer által indukált y homotnorfizmus folytatható az egész 
R(ni) modulusnak egy G-be való <p homomorf leképezésévé. Legyen speciálisan 
x„ <p == h„ (a £ A). Ekkor 
fß<P = «An, nßi> xaßl H h <aßk, nßk} xaßk) <f = 
= <aß 1, rißi> (x„ßl y) 4 h <aß k , nßk> (xaßk 7p) = 
= <û3i, л,3i> Л
в(}1 H h <аж , 7Î/?A-> ЛЯ/5Д . 
Másrészt, mivel 7p> M-en megegyezik y-vel, <p definíciója szerint 
fß<P^fß<P=gß-
Ezzel megmutattuk, hogy xa = ha (« € A) a (2) egyenletrendszer megoldása. 
Tekintsünk a G ^-modulus felett egy 
(5) f ß = SA (//í € # (m) ; A A G ; A B ) 
egyenletrendszert, jelöljük G(m)-mel a G és /?(m) modulusok direkt összegét: 
(6) G (m) = G - f R (m). 
Ekkor érvényes a következő 
10. T É T E L : A G R-niodulus feletti (5) egyenletrendszerre ekvivalensek az 
alábbi feltételek : 
a) az (5) egyenletrendszer kompatibilis ; 
>1) az fß — gд (/ÏÇ В) elemek halmaza a G(m) modulusban olyan H rész-
modulust generál, amelyre G П H 0 ; 
•/) az (5) egyenletrendszer megoldható G valamely bővítésében. 
BIZONYÍTÁS : a)-ból következik ft). Tegyük fel, hogy 
<ri, лi> ( f ß , — gßl) H h <ru, nky ( f ß k — gßk)=g ç G. 
Ebből 
«ri, ni>fßl -I h О/,, А> Д ) — «'"I. H Ь <Гк, nf>gßk) = g. 
А (6) direkt felbontás miatt < г
ь
 Л1>Д4 h <rk , nky fßk = 0, s ekkor «)-ból 
(г\, n0)gßi-\ \-<rk, nf)gßk = 0, tehát g 0 következik. 
,<?)-Ао/ következik y). Tekintsük a G(m) G(m)/H faktormodulust. Ebben 
a faktormodulusban a g (g £ G) elemek а /У) feltétel miatt egy G-vel izomorf 
/?-modulust alkotnak, G(m) tehát G bővítésének tekinthető. Az /—• / ( / £ 7?(m)) 
leképezés az i?(m) modulusnak G(m)-ba való olyan 7?-homomorf leképezése, 
amely az 
fß=gß 0»*В) 
egyenletrendszer által indukált AMiomomorf leképezést kiterjeszti az egész 
/?(m)-re. Az (5) egyenletrendszer tehát megoldható G(m)-ban. 
VIZSGÁLATOK AZ OPERÁTORM ODULUSOK E L M É L E T É B E N , I I . 1 9 
y)-ból következik a). Legyen cp az /?(nt)-nek G valamely G' bővítésébe 
való olyan operátorhomomorf leképezése, amelyre f ß V = g ß (/iE В) teljesül. 
Ilyen cp homomorfizmus létezését 7) biztosítja. Ekkor nyilvánvaló, hogy az 
/?(m) modulus M = {. . . , f ß , .. .},з
е
в részmodulusának az fß->gß (ß£ В) leképe-
zéssel indukált G-be való cp leképezése az M részmoduluson megegyezik ip-sal, 
tehát homomorfizmus. Ezzel a tétel állítását bebizonyítottuk. 
A 10. tétel alapján az (5) egyenletrendszer kompatibilitása a ß) és 7) 
tulajdonságokkal is definiálható, mindamellett a mi definíciónk ezeknél termé-
szetesebbnek látszik. A ß) és 7) tulajdonságok gyűrűelméleti analogonjának 
ekvivalenciája megtalálható [38] és [43]-ban. 
Eddigi meggondolásaink illusztrálása és alkalmazása céljából átfogalma-
zását adjuk E H R E N F E U C H T egy tételének. Ez az átfogalmazás egy érdekes új 
eredményt ad a lineáris diophantikus egyenletrendszerek elméletében. J. H. C. 
W H I T E H E A D egy problémájának megoldásaként A . E H R E N F E U C H T bebizonyí-
totta a következő tételt [9] : 
Legyen F megszámlálható szabad Abel-féle csoport és H az F valamely 
részcsoportja. H akkor és csak akkor direkt összeadandója F-nek, ha H-nak 
bármely, а С végtelen ciklikus csoportba való homomorf leképezése folytatható 
az egész F-nek C-be való homomorf leképezésévé.25 
Tekintsünk most egy tetszőleges homogén lineáris egyenletrendszert az 
egész számok E gyűrűje felett az Лт.хь . x „ , ... ismeretlenekben: 
fß(x 1, x2 , •••)== rnß\ xnßl -1 J- nißk xnßk = 0 
(ß befut egy tetszőleges В indexhalmazt). Ez a rendszer nyilvánvalóan kompa-
tibilis. Helyettesítsük most a jobboldalon álló zérusokat /s E E számokkal úgy, 
hogy az 
(7) f ß = lß (ß € В) 
egyenletrendszer ismét kompatibilis legyen.26 E H R E N F E U C H T tételéből, továbbá 
a modulus feletti kompatibilis egyenletrendszer megoldhatóságára vonatkozó 
meggondolásainkból következik, hogy az összes olyan kompatibilis egyenlet-
rendszer, amely az fß lineáris formák rögzítése mellett a fenti módon áll elő, 
akkor és csak akkor oldható meg racionális egész számokkal, ha az 
Xi,X2, ...,xn, ... határozatlanokkal kifeszített szabad Abel-féle csoportban az 
fß lineáris formák által generáli részcsoport direkt összeadandó. 
25
 Figyelmeztetünk arra, hogy itteni meggondolásainkban Abel-féle csoportot , tehát 
0-modulus t tekintünk, így a szabad R-modulus szerepét a szabad Abel-féle csopor t és az 
operá torhomomorf izmus szerepét a közönséges homomorf izmus veszi át. 
20
 Ebben az esetben a kompatibilitás feltétele . tel jesen explicit a lakban adható meg. 
A (7) egyenletrendszer ugyanis akkor és csak akkor kompatibilis, ha bármely véges rész-
rendszere kompatibil is a klasszikus értelemben, azaz mátrixának rangja a megfelelő homogén 
egyenletrendszer mátrixának rangjával egyenlő. 
2 * 
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7. §. Szerváns részmodulus 
Ismeretes, hogy a közönséges Abel-féle csoportok elméletében milyen 
fontos szerepet tölt be a szerváns részcsoport fogalma. Ebben a paragrafus-
ban ezt a fogalmat visszük át tetszőleges operátormodulusok esetére és meg-
vizsgáljuk az így bevezetett szerváns részmodulusok néhány alapvető tulaj-
donságát. 
Legyen G tetszőleges /?-modulus. A G modulus valamely H részmodu-
lusát szerváns részmodulusnak nevezzük (G-ben), ha bármely G-ben meg-
oldható H feletti 
(8) <rr,nr>x = h„ «/,., nv) (R* ; hv ( H ; r ( í ) 
egyismeretlenes egyenletrendszer //-ban is megoldható. Szerváns részmodu-
lusra példa G bármely direkt összeadandója, így speciálisan 0 és G.'27 Könnyű 
belátni, hogy a szerváns részmodulus fogalma közönséges Abel-féle csoportok 
esetében megegyezik a szerváns részcsoport fogalmával.'2'4 
Mint a definíció közvetlen következményét megemlítjük, hogy ha H, 
szerváns részmodulus G-ben és H, szerváns részmodulus Hrben, akkor H, 
szerváns részmodulus G-ben is. 
Tetszőleges Abel-féle csoportban szerváns részcsoportok növekvő láncá-
nak egyesítése is szerváns részcsoport. Ez az állítás szerváns részmodulusokra 
általában elveszti érvényességét. Ezt mutatja a következő példa. Legyen 
Rm, /?(2), ..., R("\ ... egységelemes gyűrűk végtelen sorozata és 5 e gyűrűk 
komplett direkt összege. Az S tehát egységelemes gyűrű. Az 
(9) R(s,, Rti + R(<~s), • •., R{S) + • • • + Mb) ! • • • 
modulusok S^-nek direkt összeadandói, s így méginkább szerváns rész-
modulusai. A (9) sorozat 5„ egyesítése azonban mégsem szerváns részmodulus 
27
 Arra vonatkozóan, hogy egy szerváns részmodulus nem szükségképpen direkt 
összeadandó, lásd pl. a [31] dolgozat 3. §-át . Az ott konstruált G modulus T részmodulusa 
G-ben szerváns részmodulus, de nem direkt összeadandó. 
28
 Közönséges Abel-féle csoportok esetén ugyanis bármely egyismeretlenes kompa-
tibilis egyenletrendszer egyetlen egyenlettel helyettesíthető : 
Legyen В az A Abel-féle csoport részcsoportja és 
nvx br (nr (E; bv(B\ v ( J ) 
egy В feletti kompatibilis egyenletrendszer. Ez az egyenletrendszer ekvivalens az 
nx = b 
egyenlettel, ahol n az nr elemek által E-ben generált ideál valamelyik generátoreleme, s ha 
n = A n r t + ••• +Л»,- , (/„. . . , / ) ;ÇE), 
akkor 
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5 ( . s rben. Tekintsük ugyanis azt az egyenletrendszert, amely S0 összes s elemére 
az sx s egyenletekből áll. Ez az egyenletrendszer 5-ben nyilván meg-
oldható, 50-ban azonban nem, inert S0 mint az R,, R,, . . . gyűrűk diszkrét 
direkt összege nem jobbegységelemes gyűrű. 
Most bebizonyítjuk a következő tételt: 
11. TÉTEL : A G R-modulus valamely H részmodulusa akkor és csak 
akkor szerváns G-ben, ha a G/H faktormodulus bármely eleme rendhiten rep-
rezentálható.-' 
BIZONYITAS: Legyen H szerváns részmodulus G-ben és g g + H A G/H 
faktormodulus tetszőleges eleme. Ha 0 ( g ) = 0, akkor szintén 0(g) = 0. Tegyük 
fel tehát, hogy 0 ( | ) = £ ф 0 . Az fs,m}g ( < s , f f l ) ( í . ) elemek //-hoz tartoz-
nak, s minthogy H szerváns részmodulus G-ben, van / / -ban olyan h elem, 
hogy <s, my h = fs,m}g minden fs,m} (EL) elemre. A g' g — h elem a 
g mellékosztály eleme és rendje ugyancsak L. Egy fs, elemre ugyanis 
f s , ni} g' = f s , tri} g — fs, ni} h = 0, s ha fr, n}(£L, akkor fr, n}g' = <r, rí} g— 
— fr, rí} h ф 0, minthogy <r, л>Л E / / és fr, rí}g$H. 
Megfordítva, tegyük fel, hogy H G-nek olyan részmodulusa, hogy G 
bármely H szerinti mellékosztálya rendhüen reprezentálható. Megmutatjuk, 
hogy H szerváns részmodulus G-ben. Legyen (8) egy G-ben megoldható H 
feletti egyenletrendszer és g ( ^ G ) e rendszer valamely megoldása: 
<fv, nvy g = h (v E J). 
Tekintsük a G/H faktormodulust. На О (g) = L, akkor nyilvánvalóan bármely 
v (E J ) indexre <r,., n r ) ( Z.. Másrészt feltevésünk szerint van olyan g'=g—h 
(h E H) elem, amelyre О (g') L. így 
fr,, n,} g' = fr,, nr> g — frv, iv> h = 0 (r E j ) , 
s innen 
fr,., /г„> h = fr,, ti,} g = h, (r EJ), 
azaz a (8) egyenletrendszernek a h ( E H) elem megoldása. 
A l l . tétel közvetlen következményei : 
Ha a G/H modulus torziómentes modulus, akkor H szerváns rész-
modulus G-ben. 
A G torziómentes modulus H részmodulusa akkor és csak akkor szerváns 
részmodulus G-ben, ha a G/H faktormodulus is torziómentes. 
A 11. tétel segítségével bebizonyítjuk a következő tételt: 
12. TÉTEL : Ha H a G R-modulus szerváns részmodulusa és a G G/H 
faktormodulus ciklikus modulusok direkt összege, akkor H G-nek direkt össze-
adandója. 
29
 Pontosabban ez azt jelenti, hogy G bármely H szerinti mellékosztályában van 
olyan elem, amelynek rendje megegyezik e mellékosztály rendjével a G/H f ak to rmodulusban . 
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BIZONYÍTÁS: Legyen 
G — 
a G = G/H faktormodulusnak ciklikus részmodulusok direkt összegére való 
olyan felbontása, ahol minden /. (b A) indexre О ( g f ) = О (gj) (lásd a l l . tételt), 
és legyen A a G modulusnak a g>. (Я b A) elemek által generált részmodulusa : 
xga 
Megmutatjuk, hogy G H+A. Egyrészt világos, hogy G [H, A). Más-
részt legyen a b A n H : 
a = <Ji, ni}gx,-\ b<n , л,> «/-,:, «,:> b /?*). 
Minthogy а ( Я , az 
á = </'i, b </•/,•, «/.•> IAfc = 0 
egyenlőség is érvényes. A elemek azonban függetlenek G-ban, így 
fri, ni}g\: === 0 (i= 1, . . . , k), 
s minthogy 0(g%;)=- 0(gx;), az 
< G « , > f t = 0 0 1 . . . . . A ) 
egyenlőségek is következnek. Ebből a 0 adódik, s így valóban G = # + A. 
13. TÉTEL : Legyen H szerváns részmodulusa és A valamely H-t tartal-
mazó tetszőleges részmodulusa a G R-modulusnak. Az A részmodulus akkor 
és csak akkor szerváns részmodulus G-ben. ha A/H szerváns részmodulus 
GI H-ban. 
BIZONYÍTÁS : Legyen A/H szerváns részmodulus G / 7 7 - b e n és 
(Ю) <rv, nv}X = Or (É A ; </v, «„> € R", v b Я) 
A feletti egyenletrendszer, amelynek x = g ( ( G ) megoldása. Megmutatjuk, 
hogy a (10) egyenletrendszer A-ban is megoldható. Feltevésünkből következik, 
hogy vannak olyan a b A és hv b H G'^A) elemek, amelyekre az 
(11 ) <r,, nr} a — a„~\-hy (>' b A) 
egyenlőségek teljesülnek. (10)-ből és ( l l)-böl 
<rv,nv>(a—g) h,. (i'bT) 
következik, s minthogy H szerváns részmodulus G-ben, van olyan Л b H 
elem, hogy 
(12) » </v, n,/} h = h,. (r b A). 
A (11) és (12) egyenlőségek alapján 
<Гу, nv} (а — h)==ay (v b 7), 
s minthogy a — ЛЬ A, állitásunk egyik felét bebizonyítottuk. 
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Megfordítva, legyen A szerváns részmodulus G-ben és legyen 
</V, nj) X — a,. (ar Ç А, г £ J ) 
egy A/H feletti egyenletrendszer, amelynek g megoldása. Ekkor vannak olyan 
hv«H) elemek, hogy 
</V, nr}g = ar + hr Ç A (r Ç á). 
Feltevésünk szerint alkalmas a (ÇA) elemre 
<rv,nv>a = av + hr Ç Л) 
teljesül, és így 
• </v, n r > ö = ű,. 
Ezzel bebizonyítottuk, hogy AjH szerváns részmodulus G/H-ban. 
Megjegyezzük, hogy állításunk második felének igazolásakor a H rész-
modulus szerváns jellegét nem használtuk ki. Ezért valamivel többet bizonyí-
tottunk : homomorf leképezésnél bármely, a homomorfizmus magját tartalmazó 
szerváns részmodulus képe is szerváns részmodulus. 
E paragrafust egy olyan tétel bizonyításával zárjuk, amely szintén egy 
modulus valamely részmodulusa feletti egyenletrendszerekre vonatkozik, s a 
modulus direkt összeadandóit jellemzi : 
14. T É T E L : 8 0 Egy tetszőleges G R-modulus valamely H részmodulusa 
G-nek akkor és csak akkor direkt összeadandó ja, ha bármely H feletti G-ben 
megoldható egyenletrendszer H-ban is megoldható. 
BIZONYÍTÁS: Tegyük fel, hogy 
(13) G H+K 
és az 
(14) fß(...,xr,...) = he«H) 
egyenletrendszer G-ben megoldható. Ha ...,g,.,... (Ç G) a (14) egyenlet-
rendszer valamely megoldása, akkor a (13) direkt felbontás alapján egyértel-
műen adódó 
gv~av + br (Or£H-, b,.£K) 
előállítással 
fß(...,g,., ...)=/„(..•..)+/(((..., bv, ...) = hß (ÇH) 
adódik, ahonnan 
//»(..., av, ...) = h(t. 
Az . . . , Ü , . , . . . elemrendszer tehát Я-beli megoldása a (13) egyenletrend-
szernek. 
; й
 Ezt a tételt Abel-féle csoportokra G A C S Á L Y I mondta ki [17|. Az itt közölt bizonyítás 
is G A C S Á L Y I e l járásának értelemszerű módosításával keletkezett. 
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Megfordítva, tegyük fel, hogy bármely H feletti G-ben megoldható-
egyenletrendszer //-ban is megoldható. Legyen . . . G elemeinek olyan 
rendszere, hogy 
(15) G = {H,...,g„,...}. 
Tekintsük most az összes fennálló 
(16) <r,, ni) g,H + • • • + <rk, ni) g»k h ( E H ; <r,, /!,;> E /?*> 
alakú egyenlőséget. Ezen relációk rendszerének megfelel egy olyan H feletti 
(16') f n , ni)x^) E<rk, ni,>xH. = Л 
egyenletrendszer, amelynek a . . . . elemrendszer megoldása. Feltevésünk 
szerint a (16') egyenletrendszer valamely . . . , h „ , . . . //-beli elemrendszerrel 
is kielégíthető, tehát 
(17) <Л, ni)h,„ -E E <n, n,/> Л„,; = Л. 
Megmutatjuk, hogy 
(18) G- H + K , 
ahol 
A H és К részmodulusok az egész G modulust generálják, minthogy j//, /EJ 
tartalmazza az összes g^ elemet és fennáll (15). Másrészt legyen 
<G, (£.«, — Л,,,)H E<rk, ni) (guk — h!4) = Л' E H 
a / / n К metszet tetszőleges eleme. Itt a baloldal (16) és (17) baloldalainak a 
különbsége, tehát szükségképpen = 0, s így / / n / f = 0 adódik. Ezzel be-
bizonyítottuk, hogy (18) fennáll, tehát a tétel bizonyítását is befejeztük. 
8. §. Algebrailag zárt operátormodulusok 
Az Abel-féle csoportok feletti egyenletek elméletének rendszeres tárgya-
lását 1950-ben megjelent [ 4 1 ] dolgozatában SZELE TIBOR adja. SZELE egy 
olyan elméletet épít ki Abel-féle csoportok esetében, amely analogonja a 
testek Steinitz-féle elméletének. Abból az észrevételből kiindulva, hogy egy G 
Abel-féle csoport feletti legáltalánosabb egyenlet nx=g (n^E; g E G; x az 
ismeretlen) alakú, definiálja a csoportok algebrai és transzcendens bővítését, 
s e definíciók alapján a testelmélet számos tétele szórói-szóra átvihető az 
Abel-féle csoportok elméletébe. 
A Szele-féle elméletben az „algebrailag zárt csoportok" Összeesnek az 
ún. teljes Abel-féle csoportokkal. Értékes eredménnyel járult ehhez az elmélet-
hez GACSÁLYI SÁNDOR, bebizonyítván az algebrailag zárt Abel-féle csoportok 
ama nevezetes tulajdonságát, hogy bennük bármely, felettük tekintett, tetsző-
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legesen sok ismeretlent és egyenletet tartalmazó kompatibilis egyenletrendszer 
is megoldható [16]. 
Ebben a paragrafusban egy hasonló elmélet alapjait szeretnénk lerakni 
teljesen tetszőleges operátortartománnyal ellátott modulusok esetére. Meglepő, 
hogy ebben a legáltalánosabb esetben is igaz marad az algebrailag zárt Abel-
féle csoportokra vonatkozó számos eredmény. Tárgyalásunknak megvan az az 
előnye is, hogy néhány, operátormodulusokra már korábban is ismert eredményt 
általánosít és beilleszt egy szélesebb elmélet kereteibe, s a logikai sorrend 
alkalmas megállapításával ezeknek az eredményeknek egyszerűbb bizonyítását 
teszi lehetővé. 
Legyen R tetszőleges gyűrű és G tf-modulus. A G modulust algebrailag 
zártnak nevezzük, ha bármely G feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenlet-
rendszer G-ben megoldható. 
Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy a definícióban azt a kikötést, hogy 
minden kompatibilis egyismeretlenes egyenletrendszer megoldható legyen, nem 
helyettesíthetjük azzal a gyengébb kikötéssel, hogy minden kompatibilis egy-
ismeretlenes egyenlet megoldható. Ezt mutatja a következő példa: 
Legyen К végtelen sok Kv test komplett direkt összege. A Kv testek K, 
diszkrét direkt összege A"-ban ideál, így K0 /ó-modulusnak tekinthető. А К 
gyűrű egységelemes reguláris gyűrű a NEUMANN JÁNOS-féle értelemben31, ezért 
K-NAK NEUMANN egy tétele alapján (lásd [36], vol. 2, ch. 2.) bármely főideálja 
direkt összeadandója. Ebből következik, hogy A"0-ban mint /ó-modulusban 
bármely egyismeretlenes kompatibilis egyenlet megoldható. Másrészt tekintsük 
az összes kpX ----- kß (kß Ç К,) egyenletekből álló egyenletrendszert. Ez nyilván-
valóan kompatibilis, viszont Kn-ban nem oldható meg, minthogy A"n-nak nincs 
egységeleme. 
Az algebrailag zárt operátormodulusok legfontosabb tulajdonságait fejezi 
ki a 
1 5 . T É T E L : 3 - Egy tetszőleges G R-modulusra ekvivalensek az alábbi 
tulajdonságok : 
a) G algebrailag zárt R-modulus; 
b) ha G a D R-modulus direkt összeadandója, akkor D-nek erős direkt 
összeadandója is; 
3 1
 Eszerint egy R gyűrű reguláris, ha bármely r e leméhez van olyan . v ( Ç / ? ) e lem, 
hogy rxr=r [35]. 
33
 Ez a tétel mutatja, hogy az algebrailag zárt modulusok fogalma az uniter m o d u -
lusok speciális esetében megegyezik A R . B A E R által bevezetett komplet t é s a homologikus 
algebrában fellépő injektív modulusok fogalmával. így e paragrafus eredményei néhány, m á r 
korábban ismert eredményt is magukban foglalnak [3], [8]. 
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c) az R*H) modulus tetszőleges L(IC) részmodulusának bármely Ф G-be 
való homomorf leképezéséhez van olyan gü ((G) elem, hogy <s,m}y = 
= és, ni)g0 minden L^-beli és, ni/ elemre teljesül; 
d) ha <p a tetszőleges В R-modulus valamely A részmodulusának egy 
G-be való homomorf leképezése, akkor <p folytatható az egész B-t G-be leké-
pező homomorfizmussá ; 
e) bármely G feletti kompatibilis egyenletrendszer G-ben megoldható; 
f) ha G a D R-modulusnak részmodulusa, akkor egyben direkt össze-
adandója is; 
g) ha G a D R-modulusnak részmodulusa, akkor egyben szerváns rész-
modulusa is. 
Az a) és e) tulajdonságok ekvivalenciájának érdekes folyománya a 
következő 
1. KOROLLÁRIUM : Ha az R gyűrűben bármely egyismeretlenes kompatibilis 
lineáris egyenletrendszer megoldható, akkor R-ben bármely (tetszőlegesen sok 
ismeretlent és egyenletet tartalmazó) kompatibilis lineáris egyenletrendszer is 
megoldható. 
Minthogy egy К ferdetest feletti kompatibilis egyismeretlenes egyenlet-
rendszer ekvivalens egyetlen К feletti kompatibilis egyenlettel, s így mindig 
megoldható, az 1. korolláriumból azonnal adódik GACSÁLYI következő tétele [ 1 6 ] : 
2 . KOROLLÁRIUM : Ferdetestben bármely kompatibilis lineáris egyenletrend-
szer megoldható. 
A TÉTEL BIZONYÍTÁSA: a)-ból következik b).'iS Tegyük fel, hogy G a D 
A?-modulus részmodulusa és legyen H D-nek (ZORN lemmája alapján okvet-
lenül létező,) A G П H 0 tulajdonságra nézve maximális részmodulusa. Meg-
mutatjuk, hogy 
( 1 9 ) D G + H. 
Bevezetve а К G-[ -H jelölést, tegyük fel, hogy K r ^ D . Ekkor van olyan 
d (£ D) elem, amely A"-nak nem eleme. Tekintsük az összes olyan <s, m> 
(( R*) elemek halmazát, amelyekre és,nx)d(K. Ezek az elemek /?*-ban egy 
L balideált alkotnak. (H maximalitása miatt А-фО.) А К konstrukciója szerint 
minden és, mf (( L) elemre 
<s, m)d = g-fh, 
ahol a g és h elemeket az f s , m) elem egyértelműen meghatározza. Az 
és, m)x—g (és, m> ( L) 
33
 Valójában többet bizonyítunk be, mint amit a tételben állítunk. B A E R jól ismert 
módszerével f3 | megmutatjuk, hogy ha G O-nek részmodulusa, akkor e rős direkt össze-
adandója is. 
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egyenletrendszer nyilvánvalóan kompatibilis, ezért az a) szerint van olyan 
g0((i G) elem, hogy minden <s, m} (b L) elemre 
<s, m}g„=g. 
Tekintsük most a d' = d — g0 elemet. Erre 
(20) <s, т>Я ' = Л Ь Я , 
ha (s, ffl> b T és 
< r , n } d ' $ K , 
ha </', n } ^ L . A H részmoduius feltételezett maximális tulajdonságánál fogva 
\H, d'\ n G=J=0, így van olyan / z ( b # ) és <r, n} (b /?*) elem, hogy 
Minthogy <(r,n}d' g — h^K, szükségképpen <r, я > Ь Ф ezért (20) alapján 
•(r, ri}d' £ H, tehát g £ H , ami viszont ellentmondásban van azzal, hogy g £ G 
és ^ ф О . Ezzel (19)-et bebizonyítottuk. 
b)-böl következik c). Legyen az R(j{) modulus ЦК) részmodulusának 
ű -be való valamely f?-homomorf leképezése és legyen 
(21) D = G + /?(1). 
Jelöljük x-szel az R(l) szabad 7?-modulus valamely szabad generátorelemét. 
Ekkor az összes <s, ni} il> — <s, m} x (ф , /п> b A) elemek halmaza G-nek olyan 
Aí0 részmodulusát alkotja, amelyre M0 П G = 0. (A (21) direkt felbontás alapján 
ugyanis az </s,m}iU — ф , m}x = g ( ( G ) relációból következik, hogy g 0.) 
Legyen mármost M ű-nek olyan részmodulusa, amely maximális a következő 
tulajdonságokra nézve : Af0 c Af, Ai n G = 0. A b) feltétel miatt 
(22) D = G + AÍ, 
és így léteznek olyan egyértelműen meghatározott G) és g-2(b A/) elemek, 
amelyekre x = g, +g"2. Ebből L minden ф , m} elemére 
(23) <s, m) х = ф , m}gl + }s,m}g, 
adódik. Másrészt 
(24) ф , m}x= ф , ni} ip — (ф, /«> -I/I — ф , m)> x), 
ahol </s,m}ip — <5, m; x b Af„<=AÍ. Minthogy az < s , m } x elem komponensei 
a (22) direkt felbontásban egyértelműen vannak meghatározva, (23) és (24) 
alapján azt nyerjük, hogy 
ф , /«>iA = <s, m}g, minden ф , m} (b L)-re, 
ami a b )== . c ) állítási igazolja. 
c)-Ло/ következik d). Legyen cp a tetszőleges В ^-modulus valamely A 
részmodulusának egy G-be való homomorf leképezése. Tegyük fel továbbá 
a c) feltétel teljesülését. 
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S E G É D T É T E L : Ha b B-nek tetszőleges eleme, <p mindig folytatható az 
{A, b} modulusnak egy G-be való homomorf leképezésévé. 
1. Ha {ö}nA = 0, akkor {A, b} = A-f{b}, s <p folytatásának a lehető-
sége nyilvánvaló. 
2. Legyen {b} n A =j= 0 és L az R* gyürü összes olyan <s, inj eleme 
által alkotott balideálja, amelyre <s, mj b£ A. Az 
<s, mj -> « s , mj b) <p «s, mj Ç L) 
leképezés 1,
д г
пек G-be való homomorf leképezése, minthogy 
« s , , m,j + <s2, m,j) к [«s, ,тгУ+ <s,, m2j) b] <p 
- « s , , m,> ft) g! + « s , , m2> 6) ц 
és 
/- <s, m > -» [(r <s, mj) b] cp = [/• « s , /л > ó)] <p = r [ « s, /« > 6) y], 
tehát van olyan g0(Ç G) elem, hogy 
(25) « s , m> 6) <p = <s, m> g„ 
minden f s , m j ( f L ) elemre. Most megmutatjuk, hogy az 
(26) а + <г,л>& —ű9> + <r,n>gb « € A ; <r, л> Ç /?*) 
leképezés а у homomorfizmus kívánt folytatása. Hogy ez a leképezés művelet-
tartó, s minden a (ÇA) elemre а^ -аср , az nyilvánvaló, tehát már csak a 
leképezés egyértelműségét kell igazolnunk. Tegyük fel, hogy fennáll egy 
(27) a1 + <r1,n1jb = a, + fr,,n.^jb (a,, a,Ç A ; <r„ л,>, <r,, л2> Ç /?*) 
alakú egyenlőség. Ebből 
« G , d j — fr,, njj) b = а, — Ű, Ç A, 
tehát 
(28) ,njj — <r2, n.lj = <s„, ///„> Ç L 
következik. A (26) leképezés alapján 
d + <r,, njj b К + </'., /г,) g0 
és 
A + <G, nőj b-^ayp + fr,, n,j g„. 
Azt kell belátnunk, hogy а^-f-fr,, ihjg0^ a2(p-\-fr,, n.jjgu. A (27) egyenlet-
ből (28) alapján a, aj+fso, m0jb adódik. Ebből (25) felhasználásával 
a , ( f , = (o a + < S 0 , 2 2 2 5 ) У = ű, (P + « S o , 2»0> &) '/< ; ö i <P " f <S„, 2220>g„, 
tehát 
a,<p + <r,, n2jgu ayp + fs,, m0jg0 + fr2, n.f>g0 = 
= û i9 + « s 0 , /л0>+<г2 , nj>)g, ajtp + f n , ihjgu. 
Ezzel a segédtételt bebizonyítottuk. 
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A segédtétel felhasználásával a c) d) állítás így bizonyítható be : 
Tekintsük az összes olyan <pß) elempárok halmazát, amelyekre H„ 
a 5-nek A-t tartalmazó részmodulusa és <jPM e részmodulusnak egy cp-1 foly-
tató G-be való homomorf leképezése. Ezt a halmazt féligrendezett halmazzá 
tehetjük a következő módon: legyen (Ну., cpy) ^ (//M, cp,,), ha és cp,, 
folytatása 9?.-nak. Mivel e féligrendezett halmaz induktív, azaz bármely láncá-
hoz tartalmazza annak egy felső korlátját (ti. a láncban szereplő Н,-К ill. 
cpft-К egyesítéseként előálló H, ill 9-ból alkotott (H, cp) párt), Z O R N lemmája 
biztosítja e halmazban egy maximális (H*, cp*) elempár létezését. Mármost a 
segédtétel alapján H* feltétlenül összeesik 5-vel, s így cp* а В modulusnak 
egy cp-1 folytató G-be való homomorf leképezése. Ezzel a c ) ^ > d ) állítást 
bebizonyítottuk. 
d)-böl következik e). Valóban, hiszen ha d) teljesül minden ő-re, akkor 
speciálisan teljesül abban az esetben is, ha В szabad A?-modulus. Ez azon-
ban éppen azt jelenti, hogy G-ben bármely kompatibilis egyenletrendszer 
megoldható.34 
e)-ből következik f). Tegyük fel, hogy G a D 5-modulus részmodulusa. 
Minthogy bármely G feletti D-ben megoldható egyenletrendszer kompatibilis, 
s így az e) feltétel alapján van G-beli megoldása is, tehát a 14. tétel alkal-
mazható. Eszerint G a D modulus direkt összeadandója. 
f)-böt következik g). Az állítás nyilvárrvaló, minthogy egy direkt össze-
adandó mindig szerváns részmodulus. 
g)-ből következik a). Legyen 
<29) fß(x) gß 
valamely G feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenletrendszer. Ekkor a 
10. tétel szerint van olyan К /?-modulus, amelynek G részmodulusa, s amely-
ben a (29) egyenletrendszer megoldható. Minthogy a g) feltevés szerint G 
34
 A d) = e) következtetésre itt egy másik bizonyítást is bemutatunk, amely ál talános 
voltánál fogva más struktúrafaj tákra vonatkozó hasonló jellegű állítások bizonyítására is 
használható. — Legyen 
(*) fß(...,xa, ...) -gß 
tetszőleges G feletti kompatibilis egyenletrendszer. Ez a 10. tétel szerint azt jelenti, hogy 
van olyan К /?-modulus, amelynek G részmodulusa, s amelyben a tekintett egyenletrend-
szer megoldható. Jelöljünk egy tetszőleges megoldást éppen az . . . , x a , . . . ( Ç K ) elemek-
kel. Minthogy a g<p~g G) identikus leképezés a AT modulus G részmodulusának 
G-re való homomorf leképezése, a d) feltétel szerint ez folytatható az egész K-nak G - r e 
való <r homomorf leképezésévé. Ekkor 
fP(- -,xa4>, ...) = [//,(...,*„,...)] 9 gß9 gß9=gß. 
tehát az . . . , (xa <p),... (( G) e lemrendszer a (*) egyenletrendszer G-beli megoldása. 
"30 KERTÉSZ A. 
szerváns részmodulus A-ban, a (29) egyenletrendszer G-ben is megoldható, 
tehát G algebrailag zárt /?-modulus. 
Ezzel a 15. tétel bizonyítását befejeztük. 
Ha az A /?-modulus а К A-modulus részmodulusa, akkor azt mondjuk, 
hogy К A-nak bővítése. Ha A és К között az А а К reláció áll fenn, akkor 
valódi bővítésről beszélünk. Legyen 0 =f= к E К. А к elemet A felett algebrai 
elemnek nevezzük, ha megoldása valamely A feletti fr, rí)x = a ( f r , rí) E R*, 
0=j=öEÁ) egyenletnek. Ellenkező esetben azt mondjuk, hogy к transzcendens 
elem A felett. А К modulus algebrai bővítése A-nak, ha К bármely 0-tól 
különböző eleme A felett algebrai elem. Minden más esetben К A-nak transz-
cendens bővítése. 
3 . LEMMA : Legyen ATiBÇkC R-modulusok lánca. С A-nak akkor és 
csak akkor algebrai bővítése, ha В A-nak és С B-nek algebrai bővítése. 
A bizonyítás közvetlenül a definícióból folyik. 
4 . LEMMA : Legyen а К R-modulus az A R-modulus bővítése. К akkor 
és csak akkor algebrai bővítése A-nak, ha К bármely H részmodulusára a 
H n A 0 relációból H - 0 következik. 
Valóban, tegyük fel, hogy К A-nak algebrai bővítése, továbbá, hogy 
H а К és Я п А 0. Ekkor H bármely 0-tól különböző x eleméhez van 
olyan fr, rí) (E R*), hogy 0=j=<r, л>х E A. Tehát szükségképpen H= 0. Meg-
fordítva, ha К bármely H részmodulusára Я п А = 0-Ь01 Я = 0 következik, 
akkor a 0 ф x ( E K) elemre {xj n A =)= 0, tehát van olyan fr, rí) (E /?*), hogy 
fr,rí)x а (ф0, űE A). 
5 . LEMMA: Legyenek A ( 4 = 0 ) és В а К R-modulus részmodulusai. Ha 
A n ß 0 és В maximális e tulajdonságra nézve, akkor a K/B faktormodulus 
algebrai bővítése az (A + B)/B(~^ A) modulusnak. 
Legyen ugyanis k f - B (k$B) tetszőleges A/ß-beli Ö-tól különböző elem. 
Ekkor В választásánál fogva ({к, B) n (A + ß ) ) c |=ß , tehát k + B az (A + B)/B 
felett algebrai elem. 
16. T É T E L : Egy A R-modulus akkor és csak akkor algebrailag zárt, ha 
nincsen valódi algebrai bővítése. 
Legyen К az algebrailag zárt A modulus bővítése. Ekkor a 15. tétel 
alapján K-пак van olyan H részmodulusa, hogy К = А-\-Н. На К valódi 
bővítés, akkor Я4= 0, s így a 4. lemma alapján К A-nak nem algebrai 
bővítése. 
Megfordítva, tegyük fel, hogy A-nak nincs valódi algebrai bővítése, és 
legyen К egy tetszőleges, A-t tartalmazó A-modulus. Megmutatjuk, hogy A 
a A-nak direkt összeadandója, ami a 15. tétel alapján állításunk bizonyítását 
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jelenti. Ha A 0, akkor máris készen vagyunk. Tegyük fel tehát, hogyA=j=0. 
Legyen H К-nak olyan részmodulusa, amely maximális az Л п Я = 0 tulaj-
donságra nézve. Ekkor az 5. lemma szerint K/H az ( A + # ) / / / A) modu-
lusnak algebrai bővítése. Feltevésünk miatt azonban ez csak akkor lehetséges, 
ha A = A + t f , q. e. d. 
Legyen К az A modulus tetszőleges bővítése. А К modulus hu ..., hk 
O-tól különböző elemeit A felett algebrailag függetlennek mondjuk, ha egy 
<Ji ,n,}h]4 h frk, ni} hk a (E A) 
alakú relációból mindig 
f f 1 , л,> Л, = • • • = frk, ni} hk = 0 
következik. К elemeinek tetszőleges számosságú rendszere A felett algebrailag 
független, ha bármely véges részrendszere is az. Nyilvánvaló, hogy ha A = 0 , 
az .4 feletti algebrai függetlenség fogalma összeesik a közönséges független-
ség fogalmával. Akkor mondjuk, hogy К tisztán transzcendens bővítése A-nak, 
ha а К modulust A és egy A felett algebrailag független 5 elemrendszer 
generálja. 
17. T É T E L : A tetszőleges À R-modulus bármely К bővítése egy tisztán 
transzcendens és egy ezt követő algebrai bővítésként áll elő. 
Legyen ugyanis S а К elemeinek maximális A felett algebrailag füg-
getlen elemrendszere. (Ilyen S elemrendszer létezését Z O R N , ill. TUKEY lemmája 
biztosítja.) Ekkor {A, S} tisztán transzcendens bővítése A-nak. Ha {A, SjczK, 
akkor legyen g £ K , ,g(£{A, S}. Az 5 rendszer maximalitásánál fogva fenn-
áll egy 
fr, n}g + fru niyhif E <jk, nk> hk = a ( E A ) 
alakú reláció, ahol h\, ...,hk£S és fr,n)g4=0. így 
О ф < r , n}g — a— (<r, ,ni>h x-E •• • + frk, ni)hi) E {A, S), 
tehát g algebrai elem {A, 5} felett. Ez a tény a tételt bizonyítja. 
A G A-modulus két bővítését ekvivalensnek nevezzük, ha közöttük olyan 
izomorfizmus létesíthető, melynél G elemei fix elemek. 
Bebizonyítjuk az operátormodulusok algebrai lezárásának tételét. 
1 8 . T É T E L : Legyen R tetszőleges gyürü. Ekkor 
a) bármely G R-modulusnak van algebrailag zárt bővítése; 
ß) egy G0 R-modulusra nézve ekvivalensek a következő állítások: 
ßi) G0 maximális algebrai bővítése G-nek ; 
ß2) G0 algebrailag zárt algebrai bővítése G-nek; 
ßi) G0 minimális algebrailag zárt bővítése G-nek; 
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y) bármely G R-modulusnak van egy, és ekvivalencia erejéig csakis egy 
olyan Gn bővítése, amely bír a ßf), fi), fi) tulajdonságokkal 
BIZONYÍTÁS : a) bizonyítása. Legyen R olyan limesz rendszám, amelyhez 
tartozó számosság nagyobb R* elemeinek számosságánál. Minden v (0 t s v ^ r ) 
rendszámra definiáljuk a G,. /?-modulusokat : 
1. G« = G. 
2. Ha v—1 létezik, tekintsünk egy tetszőleges Gr-1 feletti [L, <p] egy-
ismeretlenes kompatibilis egyenletrendszert. Ekkor G,.-i-nek van olyan G,'.-i 
bővítése, amelyben ez az egyenletrendszer megoldható. Eljárásunknak (transzfinit 
rekurzióval való) megismétlésével egy olyan Gr modulushoz juthatunk, amely-
ben már minden Gr-\ feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenletrendszer 
megoldható. 
3. Ha r limesz szám, Gr legyen az összes G„ (,« < r) modulusok 
egyesítése. 
Megmutatjuk, hogy A = G, G-nek algebrailag zárt bővítése. Legyen 
[.M, cp] tetszőleges A feletti egyismeretlenes kompatibilis egyenletrendszer. Ez 
az R( 1) szabad A?-modulus M részmodulusának (vagy másképpen az R* gyűrű 
M balideáljának) az A-ba való cp /?-homomoffizmusa. Ekkor van olyan a(< т) 
rendszám, hogy McpçfGa. Az [M, cp] egyenletrendszer tehát Go+i-ben, s így 
A-ban is megoldható. Következésképpen A algebrailag zárt modulus. 
ß) bizonyítása. Tegyük fel, hogy ßj) teljesül. A 3. lemma szerint G„ 
bármely algebrai bővítése G-nek is algebrai bővítése volna, ezért G0-nak 
nincs valódi algebrai bővítése. így (a 16. tétel alapján) G0 algebrailag zárt. 
Tegyük fel, hogy ß2) teljesül. Ha G0 nem volna minimális algebrailag 
zárt bővítése G-nek, akkor volna olyan G, algebrailag zárt modulus, amelyre 
G ^ G , c z G ( , . Tehát G 0 = G , + К volna, ahol К ф О , de így G„ nem lehetne 
algebrai bővítése G-nek. 
Tegyük fel, hogy ß3) teljesül. Ekkor G,-nak, mint algebrailag zárt modu-
lusnak, nincsen valódi algebrai bővítése. Ezért G„ G-nek okvetlenül maximális 
algebrai bővítése, ha G-nek egyáltalán algebrai bővítése. Tehát csak azt kell 
megmutatnunk, hogy G„ G-nek algebrai bővítése. Tekintsük G-nek egy G0-ba 
eső Я maximális algebrai bővítését (Zorn-lemma !). Kimutatjuk, hogy H = G „ . 
Tegyük fel, hogy H ' H-nak tetszőleges algebrai bővítése. Ekkor Я-пак G0-ba 
való identikus leképezése folytatható az egész Я'-пек G(,-ba való homomorf 
leképezésévé. Mivel e leképezés M magjára Л / п Я = 0, a bővítés algebrai 
voltánál fogva M = 0, tehát Я-пак Gr,-ba való beágyazása folytatható Я'-ге 
33
 A minimális algebrailag zárt bővítés egzisztenciájára és unicitására vonatkozó 
állításnak erre az általános esetre való bizonyítását a szerzővel egy időben R. E . J O H N S O N 
is elvégezte. (Lásd [22], Theorem 7 .1 . ) 
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is. így szükségképpen H' H. А Я-пак tehát nincs valódi algebrai bővítése, 
következésképpen H algebrailag zárt, s a ß?) tulajdonság miatt H = GU. 
7) bizonyítása. Először is megmutatjuk, hogy G-nek van ß2) tulajdon-
ságú bővítése. Legyen G' (az «) szerint biztosan létező) algebrailag zárt 
bővítése G-nek, s tekintsük G-nek egy H maximális algebrai bővítését G -
ben. Mint láttuk, H algebrailag zárt, tehát G0 = H ß2) tulajdonságú modulus. 
Rögzítsük G„-t, s legyen G G-nek tetszőleges minimális algebrailag zárt 
bővítése. Minthogy G0 G-nek algebrai bővítése és G ^ G , a Д)==>Д) követ-
keztetésnél alkalmazott meggondolások alapján G0 beágyazható G-ba, tehát 
G tartalmazza G-nek egy G„-sal ekvivalens G0 bővítését. Mivel pedig G„ 
algebrailag zárt, és G minimális algebrailag zárt bővítése G-nek, szükség-
képpen Gn = -G. Tehát G« és G G-nek ekvivalens bővítései. 
Ezzel a 18. tétel bizonyítását befejeztük. 
9. §. Algebrailag zárt operátormodulusok (folytatás) 
A jelen paragrafusban az algebrailag zárt modulusok fogalmával kapcso-
latban néhány további kérdést fogunk megvizsgálni. 
Könnyű belátni a következő állítások érvényességét : 
Algebrailag zárt modulus bármely direkt összeadandója is algebrailag zárt. 
Algebrailag zárt modulus valamely részmodulusa akkor és csak akkor 
szerváns, ha algebrailag zárt. 
Modulusok komplett direkt összege akkor és csak akkor algebrailag zárt, 
ha minden komponense is algebrailag zárt. 
Tekintsük most a következő példát: 
Legyen R a végtelen sok 5(1), S1"1, . . . gyűrű diszkrét direkt összege, 
R a l l ° ' minden S"' gyűrű legalább kételemű. Minthogy S(l> /?-nek 
ideálja, /?-modulusnak tekinthető. Minden Sl% modulust ágyazzunk be egy 
A(,) algebrailag zárt /?-modulusba, s tekintsük az 
(30) A = 2 > ( , ) 
direkt összeget. Megmutatjuk, hogy A nem algebrailag zárt /?-modulus. 
Az összes 
rx r (r}R) 
egyenletek rendszere nyilvánvalóan egy kompatibilis A feletti egyenletrendszer. 
Ennek az egyenletrendszernek azonban nem lehet A-ban megoldása, minthogy 
bármely x ( ( A) elemnek a (30) direkt felbontásban csak véges sok kompo-
nense különbözik 0-tól, így minden x (£A) -hez van olyan / index, hogy 
egyetlen 0-tól különböző r f l((S l") elemre sem állhat fenn az 
rnx = r„ 
egyenlőség. 
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Példánkból a következő tények olvashatók le : 
a) Algebrailag zárt modulusok diszkrét direkt összege általában nem 
algebrailag zárt.3,1 
b) Algebrailag zárt modulusok növekvő láncának egyesítése általában 
nem algebrailag zárt. 
Hasonlóképpen általában nem igaz az sem, hogy egy algebrailag zárt 
R-modulus bármely faktormodulusa is algebrailag zárt volna. 
Az alábbiakban algebrailag zárt modulusokra vonatkozó, a fenti meg-
állapításokkal összefüggő duális problémákat fogunk vizsgálni. 
Egy R gyürüt Ti-tulajdonságúnak nevezünk, ha tetszőleges G /?-modulus 
esetén abból, hogy az 
egyenletrendszer bármely véges részrendszere G-ben megoldható, következik, 
hogy G-ben az egész (31) egyenletrendszer megoldható. 
19. T É T E L : " 7 Egy R gyűrűre nézve ekvivalensek az alábbi tulajdonságok: 
a) R balideáljaira nézve maximumkövetelménynek tesz eleget ; 
b) R* balideáljaira nézve maximumkövetelménynek tesz eleget; 
c) R Trtulajdonságú; 
d) tetszőleges G R-modulus szerváns részmodulusai növekvő láncának 
egyesítési halmaza is szerváns; 
e) algebrailag zárt R-modulusok növekvő láncának egyesítési halmaza is 
algebrailag zárt ; 
f) algebrailag zárt R-modulusok diszkrét direkt összege is algebrailag 
zárt. 
BIZONYÍTÁS: a)-ból következik b). Először megmutatjuk, hogy ha A, és 
Ai+i két balideál 7?*-ban, amelyekre Ai^ A+i, R П Ai = R П A+i és {R, A } = 
= {R,Ai+1} teljesül, akkor A = A+i. 
Legyen ű i + i€ А+ь Ekkor {/?,Д} = {/?, A+i}-böl öl+i = r + ű i (/-£/?,ûiÇA) 
következik. Minthogy A£= Ai+1, r = ai+i — A+i, tehát R n A+i = R П A,r 
azaz r£A'i. Ekkor űí+i = (r + a t ) ( A , tehát A + i ^ A , ami az А ^ А - н fel-
tétellel együtt az A = A+i állítást bizonyítja. 
Tegyük fel, hogy az R gyűrűre fennáll a) és legyen 
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 Ez a tény is bizonyára hozzájárul ahhoz, hogy adott R gyűrű esetén az összes 
algebrailag zárt /?-modu!us áttekintésének feladata igen nehéz problémának látszik. 
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 Ez a tétel P A P P Z O L T Á N eredménye, amely az Б szíves beleegyezésével itt kerül 
először publikálásra. Az a) és b) feltételek ekvivalenciájának bizonyítása K O V Á C S LÁszLótól 
származik. 
(31) </V, n f } x = g , , (£ G ; <rv, n„> ( R* ; v£/l) 
(32) 
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balideálok növekvő lánca /?*-ban. Rendeljük A - h e z R* következő két bal-
ideálját : 
Bi = А П /? I 
« = { / ? , A } ( - ? 1 , 2 
amelyekre nyilván teljesül 
(33) ß , c ß 2 c . . . c ß H c . . . 
és 
(34) C , C C 2 C - C C „ C - . 
A fentebb bizonyítottak értelmében a (32) láncban egy A c A+i (szigorú 
tartalmazási) reláció csak akkor állhat fenn, ha a ß ; c ß i + i , G c C + i relációk-
nak legalább egyike teljesül. Minthogy ß ; balideál /«ben, az a) feltevés' 
szerint a (33) láncban csak véges sok balideál különbözhet egymástól. Más-
részt, csak véges sok különböző balideált tartalmazhat a (34) lánc is, mivel 
a Ci с Сш reláció ekvivalens (CfR) с (G+i/7?) teljesülésével és C,/R az 
R*/R ( = ß ) gyűrű ideálja, ahol az ideálokra nézve teljesül a maximum-
követelmény. Ebből következik, hogy a (32) lánc is csak véges sok külön-
böző balideált tartalmazhat, azaz R* balideáljaira nézve teljesül a maximum-
követelmény. 
b)-ből következik c). Tegyük fel, hogy fennáll b) és legyen 
(35) < r v , n v y x = gv «G,<rv,nvyíR*,v£/t) 
olyan egyenletrendszer a G /«modulus felett, amelynek bármely véges rész-
rendszere megoldható G-ben. 
Jelölje L az /?*-nak az frv,nvj (v Ç Л) elemek által generált balideálját. 
Minthogy egy gyűrű balideáljaira kirótt maximumkövetelmény ekvivalens azzal, 
hogy a tekintett gyűrű valamennyi balideálja végesen generált, L végesen 
generált balideál /?*-ban és generátorelemei választhatók a (35) egyenlet-
rendszer baloldalán álló együtthatók közül : 
L = {<rVl, nVl>, ..., <rVk, «„,>} (vi Ç J, i= 1, ..., k). 
Az 
(36) <rv. ,nrj>x = gn (i == 1, 2, . . . , Ar) 
véges sok egyenletből álló egyenletrendszer (35) részrendszere, ezért feltevé-
sünk szerint G-ben megoldható. Legyen g«G) egy megoldás, azaz legyen 
<«, nvyg = gn ( / = = 1 , 2 , . . . , k). 
Bebizonyítjuk, hogy g (Ç G) megoldása az egész (35) egyenletrendszernek is. 
Mivel (35) minden véges részrendszere megoldható, ezért kompatibilis, s így az 
frv, nrj *gv 
3* 
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leképezés az Lw modulus egy cp homomorfizmusát indukálja a G modulus 
H={..., gv, . . .b-ea részmodulusára és fennállnak az 
</'„,., nr:>g = <rV;, л„.> cp (/ = 1, 2, . . . , k) 
egyenlőségek. Mármost, ha 
<rv, « , > . = 2 <sí*°, /«!")> </,.,, n,,> «sï'\ m f b í R"), 
i- ! 
akkor 
</V, n r >g = I V <sH, /лГ>> </•„,., nrf> ) g 2 « Ф , 9>) 
= ( 2 '»""> С ф , ) cp = <Г,-, Л„> cp = g r ( K 4 
ami azt mutatja, hogy g a (35) egyenletrendszernek valóban megoldása. 
c)-bőt következik d). Tegyük fel, hogy R 7>tulajdonságú és legyen / 
egy jólrendezett indexhalmaz, továbbá S^G az 
( f í ( í ' ) 
(G-ben) szerváns részmodulusok növekvő láncának egyesítési halmaza : 
5 = U S,. 
мег 
Tekintsünk most egy tetszőleges 
(37) </v, nr>x = gr (£ S ; •'<>„ £ /?* ; f é J ) 
S feletti egyenletrendszert, amely G-ben megoldható. A (37) egyenletrendszer 
bármely, véges sok egyenletet tartalmazó 
( 3 8 ) <rVi, nv;yX- gv,. ( / = 1 , 2 , ..., k) 
részrendszere is nyilván megoldható G-ben. Minthogy a (38) egyenletrend-
szerhez létezik olyan т (Г index, amelyre gv. ( ST ( /= 1 ,2 ,...,k) és mivel 
St szerváns G-ben, (38) S f-ban, s így S-ben is megoldható. Az R gyűrű 
7>tulajdonságábóI következik tehát, hogy S-ben az egész (37) egyenletrend-
szer megoldható, azaz S G-nek szerváns részmodulusa. 
d)-ből következik e). Tegyük fel, hogy R-re teljesül a d) tulajdonság 
és tekintsük az 
Au A,>, ..., A,,, ... Ф £ Г) 
algebrailag zárt /?-modulusok 
(39) (и ( Г ) 
növekvő láncát. Jelöljük A-val a (39) lánc egyesítési halmazát : A = jj ; 
Мб г 
és A jelölje A-nak valamely algebrailag zárt bővítését. 
Ekkor minden и ( Г indexre A„ szerváns A-ban, így a d) feltétel szerint 
A is szerváns A-ban, amiből szükségképpen következik, hogy A algebrailag 
zárt. 
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e)-böl következik f). Az állítás nyilvánvaló, mivel algebrailag zárt R-
modulusok diszkrét direkt összege előállítható mint algebrailag zárt A-modu-
lusok növekvő láncának egyesítési halmaza. 
i)-ből következik a). Ennek bizonyításához elegendő azt megmutatni, 
hogy ha A-ben a balideálokra nézve nem teljesül a maximumkövetelmény, 
CD 
akkor konstruálható olyan А V A direkt összeg, hogy jóllehet valamennyi 
i = i 
A, (i = 1, 2, . . . ) algebrailag zárt A-modulus, A nem algebrailag zárt R-
modulus. 
Fussa be A» az R* gyűrű összes balideálját, s tekintsük a H = 
R*r)/Kh(r) A-modulust, illetve ennek egy В algebrailag zárt bővítését. 
M 
A 3. §. végén tett megjegyzésünk alapján közvetlenül belátható, hogy R* bár-
mely A balideáljához van fí-nek olyan a eleme, amelyre 0 ( « ) = A. 
Legyen 
A — A (/ 1 , 2 , . . . ) 
és 
œ 
( 4 0 ) A £ A,- , 
i =i 
továbbá tegyük fel, hogy R balideáljaira nézve nem tesz eleget a maximum-
követelménynek. Bebizonyítjuk, hogy A nem algebrailag zárt. 
Minthogy az R gyűrűben van balideáloknak szigorúan növekvő (vég-
telen) lánca, nyilvánvalóan létezik A-beli elemeknek olyan 
/О О, Л , 4 , . . . , / „ , . . . (E R) 
sorozata, amelyre 
/, l+i€{/o,/i, . . . , Ц (л = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 
Vezessük be a következő jelöléseket: 
Ln = {/O, / I , . . . , /„} (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
L = U L B , 
II 
Во = {0}, 
A + A H h A, (n 1 , 2 , . . . ) , 
Lu (fo == Во. 
Teljes indukcióval bebizonyítjuk, hogy minden n természetes számhoz 
létezik L„(r)-nek olyan (pn homomorf leképezése, amelyre 
/ La<pnÇiBv 
(41) L„spn ф й , . , és 
( сjp„ a rf,i-i homomorf leképezés folytatása. 
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Az állítás az n = 1 esetben nyilvánvalóan igaz, mert ha ß t - n e k olyan 
(biztosan létező!) eleme, amelyre О (a/) = 0(f), akkor L i^ -nek az f~*a, 
leképezés által indukált cpx homomorfizmusára teljesülnek a (41) követelmények. 
Tegyük fel, hogy már megkonstruáltuk a (41) tulajdonságokkal bíró cp,, 
homomorfizmusokat egészen л = / и - i g bezárólag. Két esetet kell megkülön-
böztetnünk: 1. Lm П {/„1+i} = 0, 2. i „ , n { U i } + 0. 
Ad 1. Ha Lm П {/m+i} = 0, akkor Lm+HB) = Lm(B) -b{/)n+i}(«,. Legyen a„l+i 
А
ш+1-пек olyan eleme, amelyre 0(am + i ) = 0(/Hl+i)- Ekkor az /,„+i—»-űm+i leké-
pezés a ipm leképezéssel együtt az Lm+i (r> modulus kívánt cp,,,^ homomorf 
leképezését indukálja. 
Ad 2. Legyen Lm n {/,,l+i} =j=0, К az /„1+i elem rendje az Lm+i(£)/Lra (в) 
faktormodulusban (más szavakkal К az R* gyűrű összes olyan ф , у> eleme 
által alkotott balideálja, amelyre <s,/> /,„+i ( L,„), végül ön olyan Ara+i-beli 
elem, amelyre 
(42) 0(a,) = K. 
Az 
<s, j> «s, р/ /ш+x) cpm «s, y> f K) 
egyértelmű leképezés Аф-пек ß,„-be való homomorf leképezése, minthogy 
«si ' , i i> + , 72» « s i + so, y, +y'o> L u ) cpm = 
« S i , 7l> liH+l) <Pm + « S o , y'o> L + i ) 
és 
/- <s, y> [(/' <s, y » /m+x] <jr„, = [r « s , y> /,„+x)] cpm = /" [«5, /> /m+1) rjo,„J ; 
tehát a 15. tétel alapján van olyan elem, amelyre 
\ 
(43) « s , /> /m+i) <рИ1 = <s, y> ö* 
teljesül minden <s,y>( К esetén. Megmutatjuk, hogy az 
(44) z +'<r, /> Ux — z<y„, + </", ty (a' + a,) (zfLm,jr, t>fR') 
cpm+i leképezés az L„l(/,.)-nek egy (41) tulajdonságú homomorf leképezése. 
Az, hogy a (44) leképezés müvelettartó, és hogy Lm + icpm + i^Bm + i , nyilván-
való. Ha </, t} $ K, akkor <>, « af, =j= 0, s mivel zcpm + </, t} a* £ Bm és 
<r, ty űo ( Am+1, következik, hogy 29,,, + <r, ty (a* + a0) $ B,„, tehát 
Végül minthogy L,„ tetszőleges z„ eleme 
Zu = z + <s, y> /„1+i (z < L,„, <s, y> L A") 
alakú, felhasználva a (42) és (43) egyenlőségeket 
ZoqPm+i = (z 4- <s, /> L+i) cp,n+i = zcp„, -f <5, y> (a* + űo) = 
= zcpm - f <s, y> a* == z y „ , + « s , y> /m+x) cp„, = 
= (Z + <S, y> /,,,+x) <jP,„ = ZftCpn, 
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adódik, amely azt mutatja, hogy cpm+l <pm-nek folytatása. Tehát már csak annak 
kimutatása maradt hátra, hogy a (44) leképezés egyértelmű. 
Tegyük fel, hogy fennáll egy 
2t + < A , ti> L+i = 29 + <r2, t2y lm+1 (Zi, z2 Ç Lm) 
alakú egyenlőség. tp,a+1 (44)-ben való definíciója alapján 
(2i + fr 1, /i> /,„+i) cpm+i — Zi cpm + f f i , tjy (a* + ű0) 
és 
(29 + <r2, t2y L+l) 9W1 = 29 (pm + <r2 , /o> (ű* + On). 
Azt kell belátnunk, hogy 
2i <pm + <fi, ti} (a* + űo) = 22 cpm + <r2, tjy (a* + On). 
Mivel 
2 2 = 2 i + <ri — r2, ti — t2y L+l, 
z2cpm = 22 </,„+i felhasználásával 
29 = Zl(pm + <A T*- r-2, ti — f2> (o* + Ou), 
s így valóban 
22qom + < + , (O* + űo) == 2if f ,„ + f f i — r2, ti — t2y (a* + On) + 
+ <r2, t2y (a* + Ö0) Zi<pm + <r,, fi> (o* + Oo). 
Ezzel bebizonyítottuk, hogy minden n természetes szám esetén létezik 
olyan ер,, homomorf leképezés, amely kielégíti a (41) követelményeket. 
Jelöljük <jp-vel az /? gyűrű L — U Lu balideáljának azt a leképezését, 
71 
amely a cp„ leképezések egyesítése útján áll elő. <p nyilvánvalóan az L(n) modu-
œ 
lusnak az A = /?-modulusba való homomorf leképezése. 
i=l 
Tekintsük az 
(45) lx = l(p (l£L) 
A feletti kompatibilis egyenletrendszert. A (45) egyenletrendszernek A-ban 
nem lehet megoldása, minthogy bármely о (ÇA) elemnek a (40) direkt fel-
bontásban csak véges sok komponense különbözik 0-tól, így minden o(ÇA)-
hoz van olyan i index, hogy a Ç B,, s ekkor az /1+i a = / l+iip egyenlőség nem 
állhat fenn, mivel a baloldal Д-пек eleme, a jobboldal viszont /,+i rp = U+\ q>i+\ 
miatt biztosan nem eleme ß,-nek. A tehát nem algebrailag zárt. 
Ezzel a 19. tétel bizonyítását befejeztük, 
Ezt a paragrafust egy hasonló jellegű tétel bizonyításával zárjuk. 
20. TÉTEL : Egy R gyűrűre akkor és csak akkor teljesül az, hogy bár-
mely algebrailag zárt R-modulus bármely faktormodulusa is algebrailag zárt, 
ha R* bármely Ц,{) balideálja valamely szabad R-modulus direkt összeadandója. 
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 Az unitér modulusok esetében e tétel állításával tartalmilag megegyező állítás meg-
található C A R T A N és E I L E N B E R G könyvében (Lásd [ 6 ] , Theorem 5 . 4 , 1 4 . old.) 
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BIZONYÍTÁS: Először tegyük fel, hogy A* bármely balideálja egy szabad 
A-modulus direkt összeadandója, és legyen G ' a G algebrailag zárt A-modulus 
homomorf képe az homomorfizmusnál. Megmutatjuk, hogy bármely [L(B), cp] 
egyismeretlenes G' feletti kompatibilis egyenletrendszer G'-ben megoldható. 
(Az, hogy a tekintett egyenletrendszer egyismeretlenes, nyilvánvalóan azt 
jelenti, hogy L(B) az R* valamely balideálja.) Legyen L(K) az F szabad A-
modulus direkt összeadandója: 
(46) F = L ( B ) + K, 
és jelöljük í-nal az A-nek (a (46) direkt felbontás alapján) L,B)-re való pro-
jekcióját. На xa (a E A) az F valamely szabad bázisa, akkor minden a ( E A) 
indexhez meghatározunk egy (és csak egy) olyan gH ( E G) elemet, amelyre 
(47) g a n = (Xaf)<f. 
Az xa-+ga («E A) leképezés az A modulusnak egy G-be való Ф A-homomorf 
leképezését indukálja. A ip egyben L(B)-nek is G-be való homomorf leképe-
zése, tehát az 
lx = hp (l E L{U)) 
G feletti egyenletrendszer kompatibilis. így G algebrai zártságánál fogva van 
olyan g ( E G) elem, amelyre 
(48) lg hp 
minden l£L(B) esetén teljesül. Megmutatjuk, hogy gr t az [Цщ, cp], azaz az 
lx = lcp (l E L(B)) 
egyenletrendszer megoldása. Legyen / L^ -nek tetszőleges eleme. Mivel / E A, 
fennáll egy 
/ = <r 1, ni} x„, 4 h (rí, ni} x„k 
előállítás. Ekkor felhasználva (48)-at és (47)-et, 
l(grt) = (lg) П = (hp) ?! = <n , ni} (xai W) ijP E <A, ni) (Xak W) ?! = 
= <h , ni) (g„, I]) -i E <h , ni) (gak ri) = <fi , ni) (xtl, s)(f-1 E 
-E <rk, ni) (Xak e) <p [«r x , ni)x,kl) E <fk, ni) Xak) s]rp = ( l f ) ?p = / ?p 
adódik, s ezzel megmutattuk, hogy G ' algebrailag zárt. 
Megfordítva, tegyük fel, hogy az A gyürü olyan, hogy bármely algeb-
railag zárt A-modulus bármely faktormodulusa is algebrailag zárt, és legyen 
L az A* tetszőleges balideálja. Ekkor valamely A szabad A-modulusra s 
annak valamely H részmodulusára fennáll az F/H~L[B) izomorfizmus. 
Ágyazzuk be A-et egy G algebrailag zárt modulusba. A G' G/H modulus 
is algebrailag zárt és F' = F/H olyan részmodulusa, amely izomorf L(B)-hez. 
Legyen т Z.(/,)-nek A'-re való valamely izomorf leképezése és /у a G-nek 
G/H-га való természetes homomorfizmusa. Az lx = lr (l£L) kompatibilis G ' 
feletti egyenletrendszer, s mivel G ' algebrailag zárt, van olyan g'(^G') 
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elem, hogy 
lg' = lT 
minden l((L)-re. Legyen g egy olyan G-beli elem, amelyre 
gn=g'> 
s tekintsük G-ben az Lg részmodulust. Minthogy 
(49) (lg)n / (g ? i ) = / g ' = / r (KL), 
az Lg modulus f -nek is részmodulusa, továbbá mivel lg O-ból / т = 0,. 
azaz /==0 következik, fennáll az Lg~Lm) izomorfizmus. Végül megmutatjuk,, 
hogy 
F=Lg + H. 
Először is nyilvánvaló, hogy Lg n H = 0, minthogy H az F modulus összes 
olyan h elemeinek halmaza, amelyekre hi] = 0, s (49) alapján Lg-nek ilyen 
eleme csupán a 0. Másrészt (49) szerint (Z.g)/^ = f , s ezért {Lg, H) F. 
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük. 
10. §. Az algebrailag zárt triviális modulusok leírása 
Az algebrailag zárt operátormodulusokkal kapcsolatban alapvető fontos-
ságú a következő probléma: 
Adott R gyűrűhöz meghatározandó az összes algebrailag zárt R-modulus. 
A probléma ebben az általánosságban igen nehéznek látszik. Mi a jelen 
paragrafusban a megoldás felé megtesszük az első szerény lépést, amikor 
teljes leírását adjuk az algebrailag zárt triviális modulusoknak. 
Legyen r az R gyűrű tetszőleges eleme, s tekintsük az összes olyan 
m ( ( E ) számok / halmazát, amelyekhez van olyan t((íR), hogy tr = mr 
teljesül. / az E gyűrű ideálja, s legyen n ennek az ideálnak nem negatív 
generáló eleme: I==(n). Az n számot az r elem exponensének nevezzük és 
n = e(r)-rel jelöljük. 
21. T É T E L : A tetszőleges R gyűrűre a legalább kételemű G triviális R-
modulus akkor és csak akkor algebrailag zárt, ha R-nek nincs 0 exponenstr 
eleme és G-re mint közönséges Abel-féle csoportra teljesülnek a következő 
feltételek : 
1. G algebrailag zárt, 
2. G bármely pozitív rendű elemének rendje és R bármely elemének 
exponense relatív prímek.™ 
33
 Ebben a paragrafusban egy G Abel-féle csopor t valamely g elemének rendjén a 
szokásos fogalmat i tehát a g elem ciklusának számosságá t ) értjük, és jelölésére az о (g) 
jelet használjuk. Ezzel szemben még megállapodunk abban, hogy a végtelen rendű elemet 
0 rendűnek tekintjük. 
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BIZONYÍTÁS : Legyen G algebrailag zárt triviális /«modulus. Ha r az 
R gyürü 0 exponensű eleme volna, akkor az rx = a (=)= 0, a Ç G) egyenlet 
kompatibilis lenne, minthogy f t , mj>rx = 0-ból (tr-fmr)x=0, tr = — mr, 
tehát m = 0 következnék, s ekkor f t , níya = 0 is fennállna. Az rx = a ( ф 0) 
egyenlet azonban nem oldható meg G-ben, következésképpen /«nek nincs 
0 exponensű eleme. — Tekintsük most a tetszőleges 
nx = g (Ç G; n^E) 
G feletti egyenletet. Ez kompatibilis egyenlet, minthogy a baloldalt csupán 
<r,0> típusú R*-beli elemek annullálhatják, amelyek a jobboldalt is mindig 
annullálják. így G-ben a tekintett egyenlet megoldható, tehát G, mint közön-
séges Abel-féle csoport, algebrailag zárt. Tegyük fel továbbá, hogy valamely 
r«R) elem e (r) exponense és valamely pozitív rendű g«G) elem rendje 
nem relatív prímek. Ekkor G-nek van olyan Д ( ф О ) eleme, hogy e(r)g' = 0. 
Megmutatjuk, hogy az rx=g' egyenlet kompatibilis. Valóban, ha f t , níjrx 0, 
akkor (tr + mr)x = 0, tr = — mr, tehát m = m'-e{r), s így 
f t , m) g' = tg' + mg' — mg' = m' • e (r)g' = 0, 
amiből következik, hogy az rx-+g' leképezés az R( 1) szabad /«modulus 
{rx} részmodulusának egy G-be való homomorf leképezését indukálja. Más-
részt a G triviális /«modulusban az rx=g' ( ф О ) egyenletnek nem lehet 
megoldása, s mivel ez ellentmondana annak, hogy G algebrailag zárt, szük-
séges, hogy ha о (g) > 0, akkor minden r (Ç R) elemre (e (г), о (g)) = 1 legyen. 
Megfordítva, tegyük fel, hogy /«nek nincs 0 exponensű eleme, G triviális 
/«modulus és G-re mint közönséges Abel-féle csoportra teljesül 1. és 2. 
Megmutatjuk, hogy G algebrailag zárt /«modulus. Tekintsük az 
(50) frv, nvjx = gv 
G feletti tetszőleges kompatibilis egyenletrendszert, ahol (természetesen az 
általánosság korlátozása nélkül) feltételezzük, hogy az frv, n,f> elemek való-
ban befutják R* valamely L balideálját. Az L balideál </y,0> alakú elemei 
/?*-ban szintén balideált alkotnak, s az (50) egyenletrendszerből a megfelelő 
(51) ' < Д , О У Х — g p 
egyenleteket kiválasztva, mint kompatibilis egyenletrendszer részrendszerét, 
szintén kompatibilis egyenletrendszert nyerünk. Legyen s„ (Ç R) olyan elem, 
hogy s,,r„. = <?(/;„.) • л,. Ekkor 
<sM, —e (/•„)> < « , 0> X = 0, 
s az (51) rendszer kompatibilitása miatt 
<Sn, — e (/-,,)> g a = SM g„ — e (/•„) g,, = —e (/>) g,t ---- 0 . 
Itt e(rn)> 0, tehát o(g,f)> 0, s mivel ( е ( гф о (g,,)) = 1, szükségképpen 
gf>=0-
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Mármost tekintsük az 
(52) nrx=gr 
egyenletrendszert. Az nv—+gv leképezés egyértelmű, minthogy az előző be-
kezdés szerint a 0 képe okvetlenül 0, és nVl + nr, képe gVl + gv.r Az (52) 
egyenletrendszer tehát egy a G 0-modulus feletti kompatibilis egyenletrend-
szer, s mivel 1. teljesül, van olyan g((G) elem, amely az (52) egyenlet-
rendszer megoldása : 
nrg=g,: 
Ez a g elem azonban 
</V, nv/g ^ l'rg-f n,.g = n,.g=gr 
miatt az (50) egyenletrendszernek is megoldása, s ezzel bebizonyítottuk, hogy 
G algebrailag zárt f -modulus . 
A most bizonyított tételből könnyen levezethetők a következő állítások : 
1. KOROLLÁRIUM : На R-nek van 0 exponensií eleme, akkor algebrailag 
zárt triviális R-modulus csupán egy van, az egyelemü R-modulus. Ha R vala-
mennyi elemének exponense pozitív, akkor az összes algebrailag zárt triviális 
R-modulust azok a triviális R-modulusok adják, amelyek mint közönséges 
Abel-féle csoportok a racionális számok additív csoportjával izomorf csoportok 
és olyan Priifer-féle kváziciklikus csoportok direkt összegeként állnak elő, 
amelyek az R gyűrű bármely elemének exponenséhez relatív prím prímszámok-
hoz tartoznak. — Speciálisan, ha R valamennyi elemének exponense 1, akkor 
bármely algebrailag zárt közönséges Abel-féle csoport mint triviális R-modulus 
is algebrailag zárt. 
2. KOROLLÁRIUM : Egy tetszőleges R gyűrű akkor és csak akkor olyan, 
hogy bármely algebrailag zárt közönséges Abel-féle csoport mint triviális R-
modulus is algebrailag zárt, ha R bármely r eleméhez van olyan R-beli s elem, 
hogy sr = r. — Speciálisan, ha R egységelemes gyűrű, akkor bármely algeb-
railag zárt közönséges Abel-féle csoport mint triviális R-modulus algebrailag zárt. 
3. KOROLLÁRIUM : Ha az R gyűrű bármely r eleméhez van olyan R-beli 
s elem, hogy sr = r, akkor egy tetszőleges G triviális R-modulus minimális 
algebrailag zárt bővítése úgy nyerhető, hogy vesszük G-nek mint közönséges 
Abel-féle csoportnak a minimális algebrailag zárt bővítését, s ezt triviális R-
modulussá tesszük. 
11. §. Féligegyszerű gyűrűk mint operátortartományok 
Ebben a paragrafusban az algebrailag zárt operátormodulusokra vonat-
kozó duális problémával foglalkozunk. Az előző paragrafusban láttuk, hogy 
egy triviális R-modulus csak abban az esetben lehet algebrailag zárt, ha mint 
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O-modulus is algebrailag zárt. Mivel pedig bármely Abel-féle csoport bár-
mely R gyűrű esetén triviális A-modulusnak tekinthető, nincsen olyan R gyűrű, 
amelyre bármely A-modulus algebrailag zárt volna. Éppen ezért a kérdést 
másképpen vetve fel azt vizsgáljuk, hogy melyek azok az A-gyűrük, amelyekre 
bármely A-modulus maximális triviális részmodulusának és egy algebrailag 
zárt A-modulusnak a direkt összege. A probléma megoldása éppen a félig-
egyszerü gyűrűk osztályához vezet. 
Féligegyszerü gyűrűnek nevezünk egy olyan gyűrűt, amely balideáljaira 
nézve minimumkövetelménynek tesz eleget, s amely nem tartalmaz zérustól 
különböző nilpotens balideált. A féligegyszerü gyűrűk elméletében legfontosabb 
a W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e s t r u k t ú r a t é t e l ( [ 4 5 ] , [1] , [ 4 2 ] ) , a m e l y a f é l i g e g y -
szerü gyűrűk osztályának explicit leírását tartalmazza. E tétel szerint egy gyűrű 
akkor és csak akkor féligegyszerü, ha véges sok olyan kétoldali ideál direkt összege, 
amelyek mindegyike izomorf egy (ferdetest feletti) véges dimenziójú vektortér lineáris 
transzformációinak teljes gyűrűjével. Ebből a jellemzésből nyilvánvaló, hogy 
féligegyszerü gyűrű mindig egységelemes gyűrű, fennáll a bal- és jobboldal i 
fogalmak szimmetriája, továbbá, hogy a féligegyszerü gyűrűk kategóriája 
felöleli az összes ferdetestet is. A féligegyszerű gyűrűk egy másik igen fon tos 
jellemzése E. NOETHERtől származik [37]. Eszerint egy tetszőleges gyűrű 
akkor és csak akkor féligegyszerü, ha egységelemes és minimális bal ideálok 
d i r e k t ö s s z e g é r e b o n t h a t ó . M i a t o v á b b i a k b a n FUCHS LÁSZLÓ é s SZELE TIBOR 
alábbi tételét is fel fogjuk használni, amelyet mintegy a féligegyszerü gyűrűk 
definíciójának tekintünk : 
Egy gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerü, ha bármely balideáljának 
van jobboldali egységeleme [14]. 
Bebizonyítjuk a következő tételt : 
2 2 . TÉTEL : Egy tetszőleges A gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerü, 
ha bármely G R-modulus 
(53) G = G 0 + G, 
direkt összeg alakjában írható, ahol G„ a G modulus maximális triviális rész-
modulusa, G, pedig egy algebrailag zárt R-modulus. 
BIZONYÍTÁS: Először tegyük fel, hogy a tetszőleges A gyűrűre bármely 
G A-modulus (53) alakú. Tekintsük ekkor speciálisan az AA modulust : 
A V Л + А , 
s legyen e felbontásnak megfelelően 
< 0 , 1 > = e0 + e, (e0 E A , e, E A,). 
Ha L A-nek tetszőleges balideálja, akkor minden / ( E L)-re 
< / , 0 > = l < 0 , 1 > = /<?„.+ le, = le, E A,, 
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tehát az </, 0> (/ £ L) elemek H összessége az A modulus részmodulusa, 
tehát H maximális triviális részmodulusa már 0. Következésképpen H algeb-
railag zárt. Most tekintsük az 
• </, 0>x— </, 0> ( U L ) 
H feletti, nyilvánvalóan kompatibilis egyenletrendszert, ahol / befutja L összes 
elemét, s legyen ennek valamely Я-beli megoldása <e, 0> (e ( L). Ekkor 
minden / (CL)-re </, 0> <e, 0> — <le, 0>, azaz le = l. Az e elem tehát az 
L balideál jobboldali egységeleme. Mivel pedig L tetszőleges volt, FUCHS és 
SZELE tétele alapján R féligegyszerü gyűrű. 
Megfordítva, legyen R féligegyszerű gyűrű és G tetszőleges /^-modulus. 
Ekkor a Peirce-féle felbontás szerint 
G = G0+ G,, 
ahol G„ a G maximális triviális részmodulusa, G, pedig unitér /?-modulus. 
Annak bizonyításában, hogy G, algebrailag zárt, felhasználjuk az alábbi 
segédtételt:40 
SEGÉDTÉTEL : Ha R féligegyszerü gyűrű, akkor az xa (a ( A) szabad 
bázissal generált F unitér szabad R-modulus bármely M részmodulusához 
megadható F-nek olyan 
(54) f = M + N 
direkt felbontása, amelyben N 
(55) N У í W , (SÖ С R) 
ö£A 
alakú részmodulus és A az A indexhalmaz valamely részhalmaza. 
Segédtételünk bizonyítása céljából tekintsük az R féligegyszerü gyűrű-
nek NOETHER idézett tétele alapján létező valamely 
(56) tf = L i + LH \-Lm 
direkt felbontását, ahol Ц ( / = 1, 2, . . . , m) minimális balideál f?-ben. Az 
R gyűrű 1 egységelemére ennek megfelelően az 
(57) 1 ex+e2-\ \-em 
előállítást nyerjük. Ekkor (56) és (57) alapján azt kapjuk, hogy 
e, = e, (ct + e, 4 1- em) = e; e, + e, e2 -| h e, e,„, 
azaz 




 ~ I 0, ha i=j=k. 
Tehát Re, = Li. 
/ 
40
 A tételben kimondott állítás igazolása egyszerűbben nyerhető a 28. tételre való 
hivatkozással, itt mégis más utat választunk, mert ennek segítségével a megoldásokra 
explicit formulát nyerünk. 
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Tekintsük most az F unitér szabad f -modulust . Az 1 elem (57) fel-
bontása alapján nyilvánvaló, hogy 
(58) = {eixa} + {e-,xn} + • • • ф {emx„}, 
azaz 
(59) F = 2 {Xa} = 2 ( { g U + {e2xa} + • • • + {,emxa}). 
«ÇA agA 
Legyen mármost X maximális olyan részhalmaza az összes 
e;x„ ( « ( A ; / = l , . . . , m ) 
elemek halmazának, amely által generált 
(60) {Х} = ---+{е(ха} + ••• 
részmodülus Af-mel közös része 0. Megmutatjuk, hogy (54) és (55) teljesül 
f - n e k N= (X} részmodulusára. E célból nyilván elegendő azt bizonyítani, 
hogy ejXx eleme az M + {X} direkt összegnek bármely Я (£ A) és j = 1 , . . . , m 
esetén, hiszen ekkor (58) szerint x>K M + {X} (Я £ A). Ez azonban nyilván-
való, mert az X halmazra kirótt maximális tulajdonság miatt 
{ejxx} П(А7 + {Х})фО, 
és így, minthogy {в/Хх} minimális részmodulus f - b e n , 
{ejx 
azaz e j X x ( M + { X } . Ezzel megmutattuk, hogy (54) érvényes az N = {X] 
részmodulusra ; N (55) alatti előállítása pedig egyszerűen úgy adódik (60)-ból, 
hogy az azonos xrí határozatlanoknak megfelelő {e;Xa} direkt összeadandókat 
{eiXa} + {ejx„} = {(e, + ef) xa) 
mintára összevonjuk. 
Az ily módon igazolt segédtétel alapján befejezzük a tétel bizonyítását. 
Legyen [Ai, cp] a Gj unitér f -modu lus feletti tetszőleges kompatibilis egyenlet-
rendszer. Megmutatjuk, hogy a cp leképezés kiterjeszthető az egész f modulus 
Mcp-be való valamely cp operátorhomomorfizmusává. Mármost (54) alapján 
9-nek egy ilyen kiterjesztését közvetlenül megadhatjuk. Ha ugyanis / f - n e k 
tetszőleges eleme, akkor felhasználva az (54) szerinti 
f = f ' + f " (/' 6 M, f" ( N) 
egyértelmű előállítást, a 9 kiterjesztett leképezést az 
f t p — f t p ( £ Ai 9 ) 
előírással definiáljuk. Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 
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Ha az [M, <p] egyenletrendszert az 
(61) fß(-..,xa, 
„koordinátás" alakban tekintjük, akkor az egyenletrendszer tekintett ц meg-
oldása az 
x« = c„ « M<p\ a i A) 
alakban adható meg, ahol ca a (61) egyenletrendszer jobboldalán álló gp 
elemek közül véges soknak egy R feletti lineáris kombinációja. 
Tekintsük most az [M, гр] Gx feletti homogén egyenletrendszert, tehát 
Мгр = 0. Az (54) és (55) összefüggések alapján az F unitér szabad /?-modulus 
összes olyan G^be való ép homomorf leképezései, amelyekre 
(62) Mép = 0, 
egyértelműen jellemezhetők az (55)-ben szereplő s»xö elemek 
(63) (sáXi) ép = h» « G, ; ô < J) 
képeivel, ahol О (A ä)2 0 (sâxs) ; és másfelöl : tetszőleges hö « Gi ; ô i A) elem-
rendszert előírva, amelyre О (hö) 5 О (saXa), (63), (55) és (54) alapján mindig 
C-nek egy kivánt tulajdonságú ép homomorfizmusát nyerjük. Továbbá, mivel 
az ra — xaép elemrendszer az 
( 6 4 ) f p ( . . . , X a , . . . ) = 0 
„koordinátás" alakban írt [M, ip] homogén egyenletrendszer megoldása, és az 
(54), (55) összefüggésekből az C-beli x„ elemek egyértelműen meghatározott 
( 6 5 ) X a = Xa + 2 da» (SöXö) (x'a ( M) 
aga 
előállítása következik, azt találtuk, hogy a tekintett homogén egyenletrendszer 
összes megoldásai a (65), (63), (62) alapján felírt 
ra = xaép==y^daôhô ( a i A) 
aga 
képletek szerint nyerhetők, ahol a h» paraméterek értékeit az 0(h»)é2 0(ssx»} 
feltételeknek eleget téve, de egyébként tetszőlegesen választhatjuk meg a G, 
modulus elemei közül. 
Összekapcsolva a (61) és (64) egyenletrendszerek megoldásaira vonat-
kozó eredményeinket, kimondhatjuk a következő tételt : 
23. TÉTEL : Ha R féligegyszerü gyűrű, akkor a tetszőleges G, unitér 
R-modulus feletti ((61) alakú) egyenleteknek bármely [M,<p] kompatibilis rend-
szere Gr ben megoldható és az összes Grbeli megoldás az 
(66) x„ == Ca + 2 da» hö (a i A) 
a g a 
képletrendszer segítségével nyerhető, ahol a hő paraméterek értékei az О (h») 
=>0(saXa) (ő ( A) feltételeknek eleget téve, de egyébként tetszőlegesen variálnak 
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G,-ben; az só,daó (E A) konstansok az (54) direkt felbontástól függő (55) és 
(65) összefüggések által vannak definiálva, végiil a ca (E Gi) konstansok a 
(61) egyenletek jobboldalán álló gß-k A feletti (véges) lineáris kombinációi. 
1. KOROLLÁRIUM : Ha A féligegyszerü gyürü, akkor a tetszőleges G , 
unitér R-modulus feletti [M, yj kompatibilis egyenletrendszernek akkor és csak 
akkor van pontosan egy megoldása G,-ben, ha egy (54), (55) direkt felbontás 
esetén G, bármely h elemére és bármely ô ( E J ) indexre О (h) О (s,,xö)-ból 
következik, hogy h = 0. 
Minthogy a kompatibilitás véges jellegű tulajdonság, érvényesek az alábbi 
következmények is : 
2. KOROLLÁRIUM : Ha A féligegyszerü gyürü, akkor a G, unitér R-modulus 
feletti tetszőleges egyenletrendszer akkor és csak akkor oldható meg G,-ben, 
ha bármely véges számú egyenletből álló részrendszere megoldható G,-ben. 
3. KOROLLÁRIUM : Ha A féligegyszerü gyürü, akkor a G, unitér R-modulus 
feletti bármely egyenletrendszernek van maximális megoldható részrendszere. 
A 21. tétel felhasználásával adódik a 
I 
4. KOROLLÁRIUM : Ha R féligegyszerü gyürü, a tetszőleges R-modulus 
akkor és csak akkor algebrailag zárt, ha maximális triviális részmodulusa 
mint közönséges Abel-féle csoport algebrailag zárt. 
Féligegyszerű gyűrűvel mint operátortartománnyal ellátott tetszőleges 
modulus minimális algebrailag zárt bővítésének meghatározását tartalmazza a 
24. T É T E L : Legyen R féligegyszerü gyürü és G tetszőleges R-modulns. 
Tekintsük G-nek a G0 maximális triviális részmodulus és egy G, unitér 
R-modulus direkt összegeként való G = G „ + G, felbontását. Legyen az 
A 0-modalus a G„-nak, mint 0-modulusnak minimális algebrailag zárt 
bővítése. Tekintsük most A-t triviális R-modulusnak. Ekkor az A -f G, 
R-modulus a G modulus minimális algebrailag zárt bővítése. 
BIZONYÍTÁS : Legyen G a G egy minimális algebrailag zárt bővítése. 
Minthogy a 22. tétel szerint G, algebrailag zárt, fennáll egy G = Ä+G, 
direkt felbontás, ahol G092Á. Az Ä modulus, mint algebrailag zárt modulus 
direkt összeadandója, maga is algebrailag zárt, mégpedig G„-nak nyilván-
valóan minimális algebrailag zárt bővítése. Mivel továbbá A egységelemes 
gyűrű, a 21. tétel 3. korolláriunia szerint A triviális A-modulus, s mint 
0-modulus, G0-nak mint 0-modulusnak minimális algebrailag zárt bővítése. 
Ezzel a 24. tételt bebizonyítottuk. 
E paragrafus hátralevő részét a fentiekkel szorosan összefüggő tisztán 
gyűrűelméleti kérdéseknek szenteljük. 
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Adott R gyürü esetén az /?-modulusok algebrai elmélete magában foglalja 
az R gyürü feletti lineáris egyenletrendszerek41 elméletét is. Valóban, az /?(Л)  
modulus feletti bármely egyenletrendszer az R gyűrű feletti lineáris egyenlet-
rendszernek tekinthető és megfordítva. 
A ferdetestek feletti lineáris egyenletrendszerek klasszikus elmélete 
szerint bármely kompatibilis egyenletrendszernek van megoldása a tekintett 
ferdetestben és az összes megoldás bizonyos szabadon választható értékű 
paraméterek lineáris függvényeiként állítható elő. Eszerint a 23. tétel ennek 
az elméletnek egy messzemenő általánosítása, amely a G, — R{H) speciális 
esetben a következő, tisztán gyűrüelméleti eredményt adja : 
Egy R féligegyszerii gyűrűben bármely R feletti kompatibilis lineáris 
egyenletrendszer megoldható, s az egyenletrendszer összes megoldása az 
X,, = cr + £ ri ti (Г; Ç R) 
m 
alakú képletrendszer segítségével nyerhető, ahol a t-k az R gyürü bizonyos 
S, részhalmazaiból szabadon választható értékű paraméterek, a c,. konstansok 
pedig a tekintett egyenletrendszer jobboldalán álló konstansok R feletti (véges, 
bal-) lineáris kombinációi. 
Ha a megoldást szolgáltató képletekbe t, 0-t helyettesítünk, akkor az 
adódik, hogy az xr c,. elemrendszer megoldása a tekintett lineáris egyenlet-
rendszernek. Ki lehet mutatni, hogy ez a tény megfordítható : 
Egy R gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha bármely R feletti 
kompatibilis lineáris egyenletrendszernek van olyan megoldása, amelyet a 
tekintett egyenletrendszer jobboldalán álló konstansok R feletti (véges, bal-) 
lineáris kombinációi alkotnak. (Lásd [25].) 
Egy R gyűrűt lineárisan zártnak nevezünk, ha bármely R feletti kompa-
tibilis lineáris egyenletrendszer megoldható /«ben.4 2 
25. T É T E L : Egy R gyürü akkor és csak akkor féligegyszerü, ha bármely 
balideálja lineárisan zárt. 
BIZONYÍTÁS: Először tegyük fel, hogy R minden balideálja lineárisan 
zárt, és legyen L R-nek tetszőleges balideálja. Mivel az 
Ix l (/ Ç L) 
lineáris egyenletrendszer nyilvánvalóan kompatibilis, van olyan e((L) elem, 
hogy le l minden /(ÇL)-re. L-nek tehát van jobbegységeleme, s igy R 
F U C H S és SZELE tétele alapján féligegyszerű gyűrű. 
41
 Félreértések elkerülése céljából hangsúlyozzuk, hogy gyűrű feletti lineáris egyenlet-
rendszeren mindig bal-lineáris egyenletrendszert értünk, azaz olyat, amelyben a ha tá roza t -
lanok balról vannak gyűrűbeli elemekkel szorozva. 
42
 A 15. tétel 1. korolláriuma szerint e definícióban elegendő lett volna az egyisme-
retlenes egyenletrendszerek megoldhatóságát posztulálni. 
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Megfordítva, ha R féligegyszerü gyűrű, akkor a 22. tétel alapján 
R bármely L balideáljára L(S) algebrailag zárt /«modulus, s ekkor minden 
/«beli (és méginkább L-beli) együtthatókkal és L-beli konstans tagokkal 
felírt kompatibilis lineáris egyenletrendszer megoldható L-ben. L tehát lineá-
risan zárt. 
(Beérkezett: 1958. VI. 30) 
BELOUSZOV EGY TÉTELÉRŐL ÉS ANNAK NÉHÁNY 
ALKALMAZÁSÁRÓL 
írta : HOSSZÚ MIKLÓS (Miskolc) 
l . § . 
V. D. BELOUSZOV jl]1 egy előadásában a következő tételt mondta ki: 
1. TÉTEL : Amennyiben egy halmaz négy F, G, H, К müvelet mindegyi-
kére nézve kvázicsoportot alkot, és ezek között fennáll bármely x, y, z halmaz-
elemhármasra az 
(1) F[G(x, y), z] = H[x, K(y, z)] (x, y,z (zQ) 
azonosság, akkor létezik olyan csoport, melynek mindnégy kvázicsoport izotópja. 
A jelen dolgozatban e tételre egy egyszerű bizonyítást és néhány alkal-
mazást adunk. E célból először az 1. tételt a következő pontosabb alakban 
fogalmazzuk meg : 
Az (1) függvényegyenlet legáltalánosabb invertálható megoldása 
/ F(x, y) = A(f x, rík.y), 
m ' G(x, y)—ff1A(flg1x, h2y), 
K )
 ) H(x, y) = A(fg,x, h,y), 
l K(x,y) = hofA(fg1x,h2k,y), 
ahol A (x, y) tetszőleges csoport müvelet Q felett, továbbá f,g,,gi,h.2,k,,k± 
tetszőleges invertálható leképezések Q-n a 
( 3 ) f g i = h2k, 
megszorítással. 
BIZONYÍTÁS: Értelmezzük az 
i,x = I(x, a), i2x = I(a, x), Í=F,G,H,K 
leképezéseket, és helyettesítsünk (l)-ben 
X = Ű, y — g,1 f f и, z = k j lhÉ V, 
ill. 
x = gj' fi1 a, y = a, z = kj1 hf1 v, -
ill. 
x^gi'fT'u, y = kf1hj1v, z = a, 
1 A szögletes zárójelben álló számok a dolgozat végén található i rodalomjegyzékre 
utalnak. [ l]-ben a tétel bizonyítás nélkül van kimondva. 
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» 
illetve X = z == a-t, akkor az 
(4>
 ' H(g;xfTlu, / « + ) = = / , G « Д / Г Ч k?hfv), 
illetve az 
F[G(a, y), a\ = H[a, K(y, Ű)] 
összefüggéshez jutunk. Ebből következik, hogy (1) megoldása csak (2) alakú 
lehet, ahol fennáll (3) is. 
Másrészt nyilvánvaló, hogy (2) ki is elégíti (l)-et tetszőleges asszociatív 
A(x, y)-nal és tetszőleges f,,gi, h/, k:-val, melyek között a (3) összefüggés 
fennáll. Erről úgy győződhetünk meg, hogy (2)-t ( l)-be helyettesítjük: 
A[A(fg,x, h,k,y), h,,k,z\ A[fg,x, A(fg,y, fuk2z)], 
és bevezetjük az 
" =figi x, V = h,k,y =fg-.y, w = h,k,z 
jelölést. Ezáltal az 1. tételt bebizonyítottuk. 
Megjegyzések: 
1. A bizonyítás F,G,H,K invertálhatóságát csak az x=- a, ill. y = a 
helyen használja fel lényegében ; így a feltételek enyhítésével a tétel megfelelő 
módon általánosítható. Ekkor A(x,y) asszociatív, de nem feltétlen invertál-
ható minden rögzített x, ill. y helyen, tehát QT csupán egy félcsoport izo-
tópja.-
2. Helyettesítsünk x==«gW, y - « 4r , z = «r,w-t, akkor (l)-et az 
axF\a2a^x G (щи, аре), a:,w] a, H[a.u, a,lagiK(aiv, a-,w) ] 
alakban írhatjuk fel. E képlet 
(5) A(x, y) = a, F(a,x, aby) = ay1G(a;x, a-,y) «,Н(алх, aBy) - «ë1 K(axx, ar,y) 
asszociativitását fejezi ki ; minthogy F, G, H, К között fenn kell állni a (4) 
összefüggéseknek, Q' közös csoport izotópjának müveletét kaphatjuk az (5) 
képlet alapján, ha «, kielégíti az 
«2«! = / r ' , a,a,, a,a~7 = kf k,, 
«с«г, ' = k2, «.,«., ' gi, аваг = h. ' 
egyenlet rendszert. E rendszer biztosan megoldható, pl. az 
a^x — x, a 2 — f j \ ... 
- A Q halmazt az (invertálható) I(x,y) (QXQ-Q) műveletre nézve Q' kvázicso-
portnak nevezzük. Q1 az SJ izotópja, ha van olyan invertálható x - z x , ipx, 4>x ( Q - ^ S ) 
leképezés, mellyel fennáll 
z/(x, y) - J ( f x , tpy), (x, y Ç Q). 
Ebből a z <P Ф speciális esetben az izomorfizmus értelmezését nyerjük. 
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választással a (2) alatti esethez jutunk. Minthogy a csoport tulajdonságok 
izomorf invariánsok, egy megoldás létezése maga után vonja végtelen sok 
megoldás létezését. A rendszer megoldhatóságának szükséges és elégséges 
feltétele éppen (3). 
2. §. 
A továbbiakban néhány alkalmazást mutatunk be. Ismeretes, hogy az 
aránypárok beltagjai felcserélhetök. Kérdés, milyen kvázicsoporton érvényes 
hasonló felcserélhetöség ? Ezzel kapcsolatban a következő tételeket bizo-
nyítjuk be : 
2. T É T E L : Bármely Q° kvázicsoport, amely kielégíti a 
(6) X о y It о r ^ X о и — у о г, (х, у, и, Г ( Q) 
összefüggést, egy Abel-féle csoport izotópja, és 
xoy = a(x—y), (x,y(Q), 
ahol x—>-ax (Q-+Q) invertálható leképezés, míg x—у egy kommutatív cso-
port művelet inverze. 
3. TÉTEL : Bármely Q* kvázicsoport, amely kielégíti a 
(7) x*y u*r~±x*v= u*y, (x,y,u,v(Q) 
összefüggést, egy 2 periódusú csoport izotópja, azaz olyané, amelyben minden 
elem megegyezik saját inverzével. 
BIZONYÍTÁS: Értelmezzük az x — zoy művelet inverzét ezen egyenlet 
z — xoy-1 megoldásaként. Ez kielégíti az ( x o y - f o y (x о yj о y~l = x 
összefüggést. Akkor (6)-ot a következő alakban írhatjuk fel : 
f(u о v) о у-1] о и у or, 
(и О о) о у-1 = (у о г) о . 
Ez utóbbi (1) speciális esete, midőn 
F(x, y) = H(y, x) = x о у-1, G(x, y) - K(y, x) = x о y, 
tehát az 1. tétel szerint 
xoy y x (cpx-cpy), 
ahol x y csoport művelet. Eszerint fennáll 
rpxipy <pucpvfTq>x-cf>u = cpy-cpv. 
Válasszuk y és u-t úgy, hogy ipy—cpv=--e az egységelem legyen, akkor ipx—cpu, 
és látható, hogy tpu = (cpu)~1a, ahol a — <py rögzített elem. így érvényes 
<px (cpy)~^ а ц а\ц.Г) ' Й jZ срх-(сри) 1 а cpy (<pv)~J а, . 
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ami tetszőleges x, y, и, v mellett csak úgy lehet, ha 
х-у
_ 1
 = «-?г" 1 фх-и - 1 =y-v~l, 
x-u~
1
 = y-u~1-x-y~l, 
következőleg, ha и = e-t teszünk, 
x y = y x 
teljesül, vagyis x y kommutatív. Tehát 





míg x — у az 
x + y~<p-'(cpx-<py) 
kommutatív csoport müvelet inverze. 
A 3. tétel hasonló módon bizonyítható, s ott is fennáll 
x*y = X"x(<pxihy), 
csakhogy most 
(pxipy — <pllipvfl(f>x-ipv = <pit- гру, 
azaz 
X }' = U - v f l X V — и у 
érvényes. így 
x-y = w-x~'«-y, 
ami x=x 1 -et szolgáltatja, ha y = « az egységeiem. 
Viszont egyszerűen meg lehet győződni arról, hogy az ilyen alakú x o y 
és x * y ki is elégíti (6)-ot, illetve (7)-et. 
Megjegyzés: Az x о у műveletre nem tudunk felirni olyan jellemző függ-
vényegyenletet, mely csupán az x о у müveletet tartalmazza ; ezzel szemben 
az x о у - 1 inverz műveletre lehet találni ilyen belső jellemzést : ha (8)-ban 
u = s o v~\ y — t o ? - l - e t helyettesítünk, akkor 
s о (t о -< = t о (s о v - 1 ) - 1 
-et nyerjük, s ez az asszociatív törvény egy változata (lásd [2,5J). 
3. §• 
Egy előző dolgozatomban foglalkoztam a 
(9) F[G (x, y). H(u, v)] = K[M(x, u), N (y, v)\, (x, y, u,vf Q) 
függvényegyenlettel és ennek néhány speciális esetével [3]. Az 1. tétel alap-
ján könnyen következik a 
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4 . T É T E L : A ( 9 ) függvényegyenlet legáltalánosabb invertálható megoldása 
F(x,y) = ccx + ßy, 
G(x,y) = ci-1((fx + ij>y), 
H(x,y) = ß-\ox + o?y), 
1
 ' K(x,y) = yx + ôy, 
M(x, у) у-\ч>х + оу), 
N(x, у) = сГ' (Фх + о> у), 
ahol x + у tetszőleges kommutatív csoport müvelet, míg 
a, ß, y, à, cp, Ф, <y, с» 
tetszőleges invertálható leképezések Q-n. 
BIZONYÍTÁS: A Z u = a r ö g z í t é s s e l l á t h a t ó , h o g y 
F[x,H(a,yj\, G(x, y), K[M(x,a),y\, N(x,y) 
k i e l é g í t i ( l ) - e t , t e h á t a z 1 . t é t e l s z e r i n t 
F(x,y) = ax + ßy, 
H e l y e t t e s í t s ü k e z e k e t v i s s z a ( 9 ) - b e : 
cpx +1fjy + + XV = fix + ли + vy ÇV. 
A v á l t o z ó k a l k a l m a s r ö g z í t é s é v e l l á t h a t ó , h o g y 
ux = cpx + a, XV = b + or, 
t e h á t cpx é s o r - v e l e g y s z e r ü s í t y e 
?fjy + yu + b af-nu-f vy. 
E z u t á n Фу, i l l e t v e у u-i az e g y s é g e l e m n e k v á l a s z t v a 
yu — a-\-ли~Ec, i l l . vy—d+ipy + b 
a d ó d i k . V a g y i s f e n n á l l 
ipy + а + -ли -\-с—а + ли -\-d + f>y, 
a m i t m á s j e l ö l é s e k k e l a z 
y+u+c—u+d+y 
a l a k b a n i s f e l í r h a t u n k . Н а и az e g y s é g e l e m , a k k o r y + d + y k ö v e t k e z i k , 
G(x, у) — а-'(срх + Фу), f 
K(x, y) = yx + ôy, t 
N(x,y) = d~\vx + oy), ) 
H a s o n l ó a n s z i m m e t r i a o k o k m i a t t 
H(x,y) = ß \yx + xy), 
M(x, y) = y-[(ux + лу). 
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a m i m i n d e n y e s e t é n c s a k ú g y á l l h a t , h a с d a Q + c e n t r u m á b a e s i k ; i g y 
c - v e l e g y s z e r ű s í t v e 
y + í / = - « + y 
t e l j e s ü l , a z a z Q + k o m m u t a t í v . K ö v e t k e z ő l e g a z t í r h a t j u k , h o g y 
N ( x , y ) = ő~'(vx T p y ) ô~\ifjx + d+b+çy) = 0~\грх-\-шу), 
H(x, y) + \a + irx + c + b + py) = ß \ox + wy), 
м ( x , y ) = y-1(f*x + ny) = у-1 (срх + а-\- л y) = у ' « x + о y). 
V i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y ( 1 0 ) tetszőleges a, ß,... i n v e r t á l h a t ó f ü g g -
v é n n y e l k i e l é g í t i ( 9 ) - e t , h a x + y a s s z o c i a t í v é s k o m m u t a t í v m ű v e l e t . 
Megjegyzés: H a ( 9 ) f o l y t o n o s m e g o l d á s a i t k e r e s s ü k , a k k o r a ( 1 0 ) m e g -
o l d á s b a n s z e r e p l ő f ü g g v é n y e k i s f o l y t o n o s a k , é s a z x - f - y c s o p o r t m ű v e l e t i s 
f o l y t o n o s . M i n t h o g y m i n d e n e g y t a g ú f o l y t o n o s c s o p o r t i z o m o r f a v a l ó s a d d i t í v 
c s o p o r t t a l , a z 
F(x, y ) = K(x, y ) , G = M = Ф , H------ N = <P, 
ПУ, F(x, y ) ] = x , Ф [ С ( х , y ) , x ] = y 
s p e c i á l i s e s e t b e n a 4 . t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l a h a t s z ö g ü s z ö v e t e k a l a p t é t e l é n e k 
e g y ú j b i z o n y í t á s á t n y e r t ü k . U g y a n i s e k k o r Ф é s lP é r t e l m e z é s é t f i g y e l e m b e 
v é v e 
С [ Ф ( х , у ) , Щи, v)] = С [ Ф ( х , и), Щу, с ) ] 
a z x = уi, v = x , , у 2 = Ф ( у , х , ) , х 2 = Ф ( у , , у ) , у3 = Щи, х , ) , Х з - Ф ( у 1 ; и) 
j e l ö l é s s e l m á s k é n t a z 
у = F(x,, у 2 ) = С ( х 2 , у , ) , и = - С ( х , , у з ) = С ( х 3 , у , ) С ( х , , у 3 ) = F(x,, у 2 ) 
a l a k b a n í r h a t ó , a m i a T h o m s e n - f é l e á b r a z á r á s á v a l e g y e n é r t é k ű [4 ] . A z e g y -
t a g ú f o l y t o n o s c s o p o r t o k e l ő á l l í t á s á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l e g y é b s z ö v é s g e o m e t r i a 
t é t e l e k b i z o n y í t á s á r a i s f e l h a s z n á l h a t ó a z 1. t é t e l . 
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KOMPLEMENTUMOS HÁLÓK SZERKEZETÉRŐL 
írta: SZÁSZ GÁBOR (S/.eged) 
A h á l ó k k ü l ö n f é l e s p e c i á l i s o s z t á l y a i k ö z ü l a h á l ó e l m é l e t e n b e l ü l i s , d e 
m é g i n k á b b a n n a k a m a t e m a t i k a m á s á g a i b a n v a l ó a l k a l m a z á s a i t e r é n , k i -
e m e l k e d ő s z e r e p e t j á t s z a n a k a k o m p l e m e n t u m o s é s a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó k . E n n e k m e g f e l e l ő e n s z á m o s k u t a t ó f o g l a l k o z o t t a z i l y e n h á l ó k s z e r k e z e -
t é n e k v i z s g á l a t á v a l , t o v á b b á o l y a n t e r m é s z e t ű p r o b l é m á k k a l , h o g y b i z o n y o s 
t í p u s ú h á l ó k k o m p l e m e n t u m o s v a g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s v o l t á r a m i l y e n 
m á s ( b i z o n y o s e s e t e k b e n e g y s z e r ű b b e n k i m u t a t h a t ó ) s z ü k s é g e s , e l e g e n d ő , 
i l l e t v e s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e k a d h a t ó k m e g . E z a d o l g o z a t i s i l y e n 
t e r m é s z e t ű k é r d é s e k e t t á r g y a l . 
A z 1. f e j e z e t a t á r g y a l á s s z e m p o n t j á b ó l l e g f o n t o s a b b d e f i n í c i ó k a t t a r t a l -
m a z z a . 
A 2 . f e j e z e t e l ő s z ö r NEUMANN e g y k l a s s z i k u s t é t e l é n e k b i z o n y o s é r t e l m ű 
m e g f o r d í t á s á v a l f o g l a l k o z i k . E z a m e g f o r d í t á s l é n y e g i l e g e g y s p e c i á l i s a l a k ú , 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k f e l e t t i e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k 
k i m u t a t á s á t j e l e n t e n é ; k ö z b e n a z o n b a n t ö b b r e j u t u n k a b b a n a t e k i n t e t b e n , h o g y 
a z 1 . t é t e l b e n e g y o l y a n e l j á r á s t a d u n k m e g , a m e l y a f e l v e t ő d ö t t e g y e n l e t -
r e n d s z e r ö s s z e s m e g o l d á s a i n a k m e g h a t á r o z á s á r a a l k a l m a s , m é g p e d i g n e m c s a k 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s , h a n e m t e t s z é s s z e r i n t i k o r l á t o s r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m o s h á l ó k e s e t é b e n i s . A t é t e l e r e j é t m u t a t j a , h o g y b e l ő l e , i l l . f e l h a s z n á l á -
s á v a l s z á m o s m á s e r e d m é n y a d ó d i k . í g y , a f e j e z e t h á t r a l e v ő r é s z é b e n , a 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó a p r ó b b a l k a l m a z á s o k o n k í v ü l , 
e t é t e l r e t á m a s z k o d v a i g e n e g y s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k a r r a a z i s m e r t t é t e l r e , 
h o g y m i n d e n e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó d i s z t r i b u t í v . 
A 3 . f e j e z e t b e n p e d i g e g y DiLWORTH-től s z á r m a z ó s a k e t t ő s v é g e s -
s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l a r i t á s á r a 
v o n a t k o z ó k r i t é r i u m é r v é n y e s s é g é t e t é t e l s e g í t s é g é v e l a k o r l á t o s r e l a t í v k o m p -
l e m e n t u m o s h á l ó k o s z t á l y á r a i s k i t e r j e s z t j ü k . E b b ő l a d ó d i k a 6 . t é t e l , a m e l y 
s z e r i n t e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s n e m m o d u l á r i s h á l ó n e m l e h e t r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m o s . U g y a n c s a k a 3 . f e j e z e t b e n m é g e g y s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő 
f e l t é t e l t a d u n k k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l á r i s v o l t á r a v o n a t k o z ó l a g . 
A 4 . f e j e z e t p r o b l é m á j a a 3 . f e j e z e t e l s ő § - á b a n i s m e r t e t e t t D i l w o r t h -
f é l e t é t e l h e z a n a l ó g t é t e l f e l á l l í t á s a ( k ö z e l e b b r ő l , e g y b i z o n y o s t í p u s ú r é s z h á l ó 
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l é t e z é s é n e k k é r d é s e ) k o n i p l e m e n t u m o s n e m d i s z t r i b u t í v m o d u l á r i s h á l ó k r a . E g y -
s z e r ű p é l d á k m u t a t j á k , h o g y a p o n t o s a n a l ó g i a n e m é r v é n y e s ; e n n e k m e g f e -
l e l ő e n s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t a d u n k a k í v á n t t í p u s ú r é s z h á l ó l é t e z é -
s é r e ( 8 . t é t e l ) . A t é t e l b ő l r ö g t ö n a d ó d i k e g y p r o j e k t í v g e o m e t r i a i j e l l e g ű e r e d -
m é n y o l y a n p á r o n k é n t i d e g e n l i n e á r i s a l t é r h á r m a s o k l é t e z é s é r ő l , i l l . n e m l é t e -
z é s é r ő l , a m e l y e k k ö z ü l b á r m e l y k e t t ő k i f e s z í t i a t e r e t . A t é t e l é r d e k e s s é g e , 
h o g y a f e n t n e v e z e t t t í p u s ú h á l ó k d i r e k t f e l b o n t á s á b a n s z e r e p l ő k o m p o n e n s e k 
h o s s z ú s á g á n a k p á r o s v a g y p á r a t l a n v o l t á v a l k a p c s o l a t o s . 
A z 5 . f e j e z e t f ő e r e d m é n y e a z , h o g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó b á r m e l y e l e m é n e k m a x i m á l i s f é l k o m p l e m e n t u m a i e g y b e n a z i l l e t ő e l e m 
k o m p l e m e n t u m a i ( 9 . t é t e l ) . K ö v e t k e z m é n y e k é n t e g y e l e g e n d ő f e l t é t e l a d ó d i k 
a r r a , h o g y e g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k o m p l e m e n t u m o s 
l e g y e n . ( I l y e n k é r d é s e k k e l a s z e r z ő m á r r é g e b b e n i s f o g l a l k o z o t t ; a j e l e n l e g i 
e r e d m é n y a r é g e b b i e k e t i s m a g á b a n f o g l a l j a . ) T é t e l ü n k e t r ö g t ö n a l k a l m a z z u k 
o l y a n v é g t e l e n h o s s z ú s á g ú f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k r a , a m e l y e k -
n e k v a l a m e n n y i , a h á l ó e s e t l e g l é t e z ő l e g n a g y o b b e l e m é t n e m t a r t a l m a z ó r é s z -
h á l ó j a m á r v é g e s h o s s z ú s á g ú . 
1. Definíciók 
A z a b s z t r a k t a l g e b r á b a n á l t a l á n o s a n h a s z n á l t f o g a l m a k a t i l l e t ő l e g [ 1 0 ] - r e 
u t a l u n k . 
1.1. Háló és rendezése. E g y L h a l m a z o n l e g y e n é r t e l m e z v e k é t m ű -
v e l e t , m e l y e k e t egyesítésnek é s metszésnek n e v e z ü n k , s w , i l l . гл j e l l e l f e j e -
z ü n k k i . L - e t hálónak n e v e z z ü k , h a m i n d k é t m ű v e l e t a s s z o c i a t í v é s k o m -
m u t a t í v , t o v á b b á L b á r m e l y a, b e l e m p á r j á r a t e l j e s ü l n e k a z a w ( a r x ö ) = o , 
а n> (a\~>b) a e l n y e l é s i a z o n o s s á g o k . 
M i n d e n h á l ó b a n b e v e z e t h e t ő e g y r e n d e z é s i r e l á c i ó a k ö v e t k e z ő d e f i n í -
c i ó v a l : a h á l ó a, b e l e m p á r j á r a l e g y e n a s b a k k o r é s c s a k a k k o r , h a a = ű ^ é 
( v a g y , a m i e z z e l e k v i v a l e n s , h a a w ó = ó ) . A t o v á b b i a k b a n m i n d i g e r r ő l a 
r e n d e z é s r ő l v a n s z ó . 
A z L h á l ó a, b e l e m p á r j á t összehasonlíthatónak n e v e z z ü k , h a v a g y a^b 
v a g y аШЬ t e l j e s ü l ; e l l e n k e z ő e s e t b e n a z t m o n d j u k , h o g y a, b összehasonlít-
hatatlanok, s e z t a z a\\b j e l l e l f e j e z z ü k k i . 
H a a z L h á l ó v a l a m e l y a, b e l e m p á r j á r a a<b, d e e g y e t l e n o l y a n x(£L) 
e l e m s i n c s , a m e l l y e l a<x<b t e l j e s ü l n e , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y a - t követi b, 
s e z t а t é n y t a z a ^ b j e l l e l f e j e z z ü k k i . 
H a e g y h á l ó n a k v a n o l y a n e l e m e , a m e l y m i n d e n m á s e l e m n é l k i s e b b 
( i l l . n a g y o b b ) , a k k o r e z t a z e l e m e t a h á l ó legkisebb ( i l l . legnagyobb) elemének 
n e v e z z ü k , s o - v a l ( i l l . / - v e i ) j e l ö l j ü k . A z o,i e l e m e k e t e b b e n a d o l g o z a t b a n 
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a h á l ó korlátelemeinek, m i n d e n m á s e l e m é t p e d i g belső elemnek f o g j u k n e v e z n i . 
A z L b e l s ő e l e m e i n e k h a l m a z á r a b e v e z e t j ü k a z § ( L ) j e l ö l é s t . 
E g y L h á l ó t alulról ( i l l . felülről) korlátosnak m o n d u n k , h a v a n о ( i l l . I) 
e l e m e . A m i n d k é t o l d a l r ó l k o r l á t o s h á l ó r a a korlátos háló e l n e v e z é s t h a s z -
n á l j u k . A l u l r ó l k o r l á t o s h á l ó v a l a m e l y / ? ( ф о ) e l e m é t pontnak v a g y i r t o m n a k 
n e v e z z ü k , h a o ^ p . 
E g y k o r l á t o s L h á l ó t atomosnak n e v e z ü n k , h a a z L m i n d e n х ( ф о , / ) 
e l e m é h e z t a l á l h a t ó o l y a n p,m{fL) e l e m p á r , h o g y o-<pgkx^m^i. 
1. 2. Háló hosszúsága, elem magassága. A h á l ó részláncaxn a h á l ó 
r e n d e z e t t r é s z h a l m a z a i t é r t j ü k . A láncok hosszúságát a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i -
n i á l j u k : v é g e s x 0 < x i < - - - < x „ l á n c e s e t é n a l á n c h o s s z a a z n s z á m , v é g t e l e n 
s o k e l e m b ő l á l l ó l á n c e s e t é n p e d i g a z e l e m e k h a l m a z á n a k s z á m o s s á g a . 
Maximálisnak n e v e z z ü k a z R l á n c o t ( L - b e n ) , h a R a z L e g y e t l e n r é s z -
l á n c á n a k s e m v a l ó d i r é s z h a l m a z a . A z L á l t a l t a r t a l m a z o t t ö s s z e s m a x i m á l i s 
l á n c o k h o s s z ú s á g á n a k f e l s ő h a t á r a a háló hosszúsága. A s z e r i n t , h o g y e z v é g e s - e 
v a g y v é g t e l e n , véges hosszúságú é s végtelen hosszúságú h á l ó k r ó l b e s z é l ü n k . 
A l u l r ó l k o r l á t o s L h á l ó v a l a m e l y a e l e m é n e k magasságát a z ö s s z e s 
хша ( x £ L ) e l e m e k á l t a l a l k o t o t t r é s z h á l ó h o s s z ú s á g á v a l d e f i n i á l j u k , s d(a)-
v a l j e l ö l j ü k . H a e z v é g e s , a k k o r я - t véges magasságú elemnek n e v e z z ü k . 
1.3. Végességi követelmények. L e g y e n c0 e g y L h á l ó t e t s z é s s z e r i n t i 
e l e m e , s d e f i n i á l j u k L-nek e g y r é s z l á n c á t a k ö v e t k e z ő m ó d o n : a r é s z l á n c 
! l e g n a g y o b b ! e I e m e 1 е § У е п c«> e g y é b k é n t P e d i g ^ = l e g y e n L v a l a m e l y 
o l y a n e l e m e , a m e l y ^ ^ ь ' ^ 3 ' 3 ! о , i - n é l . H a b á r m e l y c „ - b ó l k i i n d u l v a , m i n d e n 
í g y k é p e z e t t l á n c v é g e s h o s s z ú s á g ú , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y L eleget tesz a 
Icsökkenői ^ncok végességi követelményének. H a e g y h á l ó b a n m i n d k é t v é g e s -
s é g i k ö v e t e l m é n y é r v é n y e s , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y kettős végességi követel-
ménynek tesz eleget. 
1.4. Félkomplementum, komplementum, relatív komplementum. 
L e g y e n L a l u l r ó l k o r l á t o s h á l ó . A z L v a l a m e l y a e l e m é n e k félkomplementumán 
é r t j ü k a z L m i n d e n o l y a n x e l e m é t , a m e l y r e 
(1) аглх^о. 
H a e m e l l e t t х ф о , a k k o r x a z а valódi félkomplementumá. H a L m i n d e n b e l s ő 
e l e m é n e k v a n v a l ó d i f é l k o m p l e m e n t u m á , a k k o r L - e t félkomplementumos háló-
nak n e v e z z ü k . 
L e g y e n e z u t á n L ( n e m c s a k a l u l r ó l , h a n e m f e l ü l r ő l i s ) k o r l á t o s , s а a z L 
v a l a m e l y e l e m e . E k k o r a z а komplementumán é r t j ü k a z L m i n d e n o l y a n x 
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e i e m é t , a m e l y (1) m e l l e t t a z a ^x=- i e g y e n l e t e t i s k i e l é g í t i . H a L b á r m e l y 
e l e m é n e k v a n l e g a l á b b e g y k o m p l e m e n t u m a , a k k o r L - e t komplementumos háló-
nak, h a p e d i g L m i n d e n e l e m é n e k p o n t o s a n e g y k o m p l e m e n t u m a v a n , a k k o r 
egyértelműen komplementumos hálónak n e v e z z ü k . 
L e g y e n a, b e g y t e t s z é s s z e r i n t i L h á l ó o l y a n e l e m p á r j a , a m e l y r e a â b. 
E k k o r a z a ^ r ^ b ( r £ L ) f e l t é t e l e k n e k e l e g e t t e v ő r e l e m e k h a l m a z a L - n e k 
r é s z h á l ó j a , a m e l y e t a z a, b e l e m p á r á l t a l m e g h a t á r o z o t t intervallumnak n e v e z ü n k 
s [а, ft]-vel j e l ö l ü n k . A z L v a l a m e l y s e l e m é r ő l a k k o r m o n d j u k , h o g y a z r 
relatív komplementuma [ a , b]-ben ( v a g y : r - n e k [a, 6 ] - b e l i r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m a ) , h a rr^s a,r^js = b. ( K ö v e t k e z ő l e g , S£[Ű, 6 ] . ) H a L m i n d e n e g y e s 
a,b,r (a^r^b) e l e m h á r m a s a e s e t é n v a n r - n e k l e g a l á b b e g y r e l a t í v k o m p l e -
m e n t u m a [<7, 6 ] - b e n , a k k o r L - e t relatív komplementumos háló n a k n e v e z z ü k . 
1.5. A hálók legfontosabb típusai. E g y h á l ó t disztributivnak n e v e -
z ü n k , h a b á r m e l y i k m ű v e l e t e a m á s i k r a n é z v e d i s z t r i b u t i v . A k o m p l e m e n t u -
m o s d i s z t r i b u t i v h á l ó k a t Boole-algebráknak s z o k á s n e v e z n i . 
E g y h á l ó t modulárisnak n e v e z ü n k , h a b e n n e ашс e s e t é n m i n d e n b-re 
( 2 ) ( ű u / » ) o c = a u ( b c ) . 
V é g ü l , e g y L h á l ó t (CROISOT n y o m á n , 1 . [6] , 8 5 . O.) féligmodulárisnak 
n e v e z ü n k , h a a z L m i n d e n o l y a n a , b , с e l e m h á r m a s á h o z , a m e l y r e 
Ьглс<а<с<а^Ь,  
t a l á l h a t ó L - n e k l e g a l á b b e g y o l y a n t e l e m e , a m e l y r e 
br\c<t^b 
é s 
(a ^t)r\c — а. 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y m i n d e n d i s z t r i b u t i v h á l ó e g y s z e r s m i n d m o d u l á r i s , s m i n -
d e n m o d u l á r i s h á l ó e g y s z e r s m i n d f é l i g m o d u l á r i s ( f l j , 134. o . ; [6], 84. o . ) -
2. Komplementum és relatív komplementum 
korlátos relatív komplementumos hálókban 
2. 1. Neumann tétele. A k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k e l m é l e t é n e k 
m e g a l a p o z á s a é s k i é p í t é s e t e r é n i g e n n a g y é r d e m e i v a n n a k NEUMANN JÁNOS-
n a k . A z ő n e v é h e z f ű z ő d i k , t ö b b e k k ö z ö t t , a z a l á b b i , b á r m a j d n e m t r i v i á l i s a n 
b i z o n y í t h a t ó , m é g i s i g e n f o n t o s t é t e l , a m e l y e t — c é l u n k n a k m e g f e l e l ő e n — 
a z e r e d e t i t ő l ([9j, 6. o . ) e l t é r ő s z ö v e g e z é s s e l , d e l é n y e g i l e g v á l t o z a t l a n u l a 
k ö v e t k e z ő k é p p e n f o g a l m a z u n k m e g : 
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Neumann tétele: Legyen L komplementunios moduláris háló, r az 
L tetszés szerinti eleme, a és b pedig az L olyan, egyébként tetszés szerinti 
elemei, amelyekre 
( 3 ) a ^ r ^ b 
teljesül. Akkor, az r akármelyik komplementumát jelöli is t, az 
( 4 )
 s = ( ú w í ) A é = a ^ ( í n é ) 
elem az r (egyik) relatív komplementuma [a, b\-ben." 
Következőleg, minden kompiémentumos moduláris háló relatív komple-
mentumos. 
A d o l g o z a t n a k e b b e n a f e j e z e t é b e n a t é t e l e g y b i z o n y o s é r t e l m ű m e g -
f o r d í t á s á n a k p r o b l é m á j á v a l s a z í g y n y e r t e r e d m é n y n é h á n y a l k a l m a z á s á v a l 
f o g l a l k o z u n k . 
2 . 2 . Neumann tételének megfordítása. M i n d e n e k e l ő t t n é h á n y s z ó t 
s z ó l u n k a r r ó l , h o g y a t é t e l m i l y e n é r t e l m ű m e g f o r d í t á s á r a g o n d o l u n k . A t é t e l , 
m i n t l á t t u k , k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a — a m e l y e k t e r m é s z e t e s e n 
k o r l á t o s a k é s é p p e n a t é t e l s z e r i n t r e l a t i v k o m p l e m e n t u m o s a k — k i m o n d j a , 
h o g y h a r e l e g e t t e s z ( 3 ) - n a k , t p e d i g a z r k o m p l e m e n t u m a , a k k o r m i n d e n e g y e s 
( 4 ) s z e r i n t i s e l e m a z r r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [« , / ; ] - b e n . F e l v e t ő d i k a p r o b -
l é m a , h o g y v i s z o n t e l ő á l l - e r m i n d e n \a, ó ] - b e l i s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a e z e n 
a m ó d o n ; a z a z , a z r b á r m e l y [ n , ô ] - b e l i .s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m á h o z m e g a d -
h a t ó - e a z r - n e k e g y / k o m p l e m e n t u m a ú g y , h o g y t k i e l é g í t s e a ( 4 ) e g y e n l e t e t . 
M e g m u t a t j u k , h o g y e p r o b l é m á r a a v á l a s z i g e n l ő , s ő t h o g y e z a m e g -
f o r d í t á s b i z o n y o s n e m m o d u l á r i s h á l ó k r a i s é r v é n y e s . 
N e u m a n n t é t e l é n e k e z t a m e g f o r d í t á s á t a z 1 . t é t e l 1. k ö v e t k e z m é n y e 
f o g j a t a r t a l m a z n i . M a g a a t é t e l p e d i g n e m c s a k a k í v á n t t u l a j d o n s á g ú / e x i s z -
t e n c i á j á t f o g j a i g a z o l n i , h a n e m e l j á r á s t i s a d a z ö s s z e s i l y e n t e l e m e k m e g -
h a t á r o z á s á r a . A t é t e l 2 . k ö v e t k e z m é n y e k e v é s b é é r d e k e s ; i n k á b b c s a k a 3 . 
t é t e l e l ő k é s z í t é s e é r d e k é b e n f o g a l m a z z u k m e g . 
1. T É T E L : Legyen L korlátos relativ komplementumos háló, a és b az L 
olyan elemei, amelyekre aëb teljesül, r és s pedig az [a, b\ olyan elemei, 
amelyek egymásnak relatív komplementumai fa, b]-ben. Ekkor az 
rr^t = o 
r^Jt — i 
1
 A (4)-beli két kifejezés egyenlő volta a moduiari tásbói következik; 1.(2). — Félre-
értések elkerülése végett hangsúlyozni kívánjuk, hogy a „Neumann té te le" kifejezést csak 
a későbbiek megfogalmazásának könnyítése érdekében használjuk, tehát nem azért, mintha 
e tétel N E U M A N N nagyon ér tékes munkásságában jelentős helyet foglalna el. 
I 
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egyenletrendszer t-re nézve megoldható, s a rendszer összes megoldásai elő-
állnak a következő módon : Vesszük 
1. az a összes [о, s]-beli relatív komplementumainak Y halmazát, 
2 . a b összes [s, i]-beli relatív komplementumainak Z halmazát, 
3 . végül, minden egyes y,z (y(V, z(Z) elempárhoz az s összes [y,z\-
beli relatív komplementumainak (y-tól és z-től függő) T,JZ halmazát. 
Az ( 5 ) egyenletrendszer összes megoldásai éppen a T- | J Tv, halmaz 
elemeié 
1 . KÖVETKEZMÉNY ( N e u m a n n t é t e l é n e k m e g f o r d í t á s a ) : Legyen L korlátos 
relatív komplementumos háló, a, b, r pedig L olyan elemei, amelyekre a^ryb 
teljesül. Akkor az r bármely [a, b]-beli s relatív komplementumához megadható 
r-nek legalább egy olyan t komplementuma, amely kielégíti a ( 4 ) egyenleteté 
2 . KÖVETKEZMÉNY: A tétel feltevései mellett az ( 5 ) egyenletrendszer bár-
mely t megoldása előállítható 
(6) t = ((а' гл s) w s') л (s y—y b') = (a' r> s) w (s' r > « w bj) 
alakban, ahol a', b', s' rendre az a, b, s elemek egy-egy alkalmasan választott 
komplementumát jelentik. 
A t é t e l n e k é s k ö v e t k e z m é n y e i n e k b i z o n y í t á s a e l ő t t n é h á n y m e g j e g y z é s t 
t e s z ü n k . 
1. MEGJEGYZÉS : L á t j u k , h o g y a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a i n a k T 
h a l m a z a c s a k a z a, b, s e l e m e k t ő l f ü g g , r - t ő l a z o n b a n f ü g g e t l e n . H a t e h á t r, 
é s r 2 m i n d k e t t e n a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a i [a, ö ] - b e n , a k k o r a z ( 5 ) - b ő l 
r a é s r = r2 h e l y e t t e s í t é s s e l e l ő á l l ó k é t e g y e n l e t r e n d s z e r n e k p o n t o s a n u g y a n -
a z o k a t e l e m e k a m e g o l d á s a i ; k ö v e t k e z ő l e g , e b b e n a z e s e t b e n A-nek é s r 2 -
n e k v a n ( l e g a l á b b e g y ) k ö z ö s k o m p l e m e n t u m a . 
2 . MEGJEGYZÉS : A t é t e l b e n a d o t t e l j á r á s m i n d e n e g y e s t m e g o l d á s t p o n -
t o s a n e g y s z e r á l l í t e l ő , m e r t h a p l . у г ф у , ( У и У ^ ^ У ) , a k k o r = é s 
sr^t = y, e g y i d e j ű l e g L e g y e t l e n t e l e m é r e s e m t e l j e s ü l h e t . 
3 . MEGJEGYZÉS: V é g ü l m e g j e g y e z z ü k , h o g y a t é t e l á l t a l á n o s a b b a n i s 
f o g a l m a z h a t ó . A h e l y e t t u g y a n i s , h o g y k i k ö t j ü k L r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s v o l t á t , 
2
 A tételnek egy nagyon speciális esete az [1], 8. fejezet 1. §-ának 2. gyakorló-
feladata. 
3
 Látjuk, hogy az 1. következmény nem más, mint a tételben szereplő, s a tekintett 
egyenletrendszer megoldhatóságára vonatkozó részletállítás stiláris átfogalmazása. Hogy 
mégis külön kimondjuk, annak két oka is van. Egyrészt az 1. következmény állítása önma-
gában is érdekes, másrészt ezáltal válik világossá a tételnek a Neumann-féle tétellel való 
kapcsolata. 
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e l e g e n d ő f e l t e n n i , h o g y ( a z Y é s Z h a l m a z o k n e m ü r e s e k s ) l é t e z i k l e g a l á b b 
e g y o l y a n y,z (y£Y,z£Z) e l e m p á r , h o g y Tys n e m ü r e s . 
E z e k u t á n r á t é r ü n k a t é t e l n e k é s k ö v e t k e z m é n y e i n e k b i z o n y í t á s á r a . 
BIZONYÍTÁS : A t é t e l f e l t e v é s e i m i a t t a z Y, Z, T,,- h a l m a z o k e g y i k e s e m 
ü r e s . H a t e h á t k i m u t a t j u k , h o g y a T h a l m a z e l e m e i v a l ó b a n k i e l é g í t i k a z ( 5 ) 
e g y e n l e t r e n d s z e r t , a k k o r e z z e l a r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á t ( t e h á t a z 1. k ö v e t -
k e z m é n y á l l í t á s á t ) i s b e b i z o n y í t o t t u k . E n n e k m e g f e l e l ő e n e l ő s z ö r é p p e n e z t 
m u t a t j u k m e g . 
L e g y e n t a T h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e . E k -
k o r , а Г d e f i n í c i ó n á l f o g v a , t a l á l h a t ó k o l y a n yt(£Y), 
z , ( £ Z ) e l e m e k , a m e l y e k r e é r v é n y e s e k a k ö v e t k e z ő 
e g y e n l e t e k : 
( 7 ) arsyt~o, asjyt = s, 
(8) brszt = s, b^JZt — i, 
( 9 ) s n f = y , s t = Zt. 
T o v á b b á , a t é t e l f e l t e v é s e i s z e r i n t 
(10) rr^s = a, 
E z e k e t f e l h a s z n á l v a , e g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m u t a t j u k m e g , h o g y m i n d e n e g y e s 
t e l e m a z r k o m p l e m e n t u m a . U g y a n i s 
r r s t = ( r n > b ) r ^ ( z t r s t ) = [ ( 1 0 ) - b ő l é s ( 9 ) - b ő l ] 
= rr\(brszt)r\t = 
= r r s s r s t = ( r r ^ s ) r ^ s r s t — [ ( 8 ) - b ó l J 
= a r^ s r^t= [ ( 1 0 ) - b ő l ] 
^ a r s y t = o [ ( 9 ) - b ő l é s ( 7 ) - b ő l ] , 
s d u á l i s a n r ^ y t = i . 
T o v á b b á , t k i e l é g í t i a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r u t o l s ó k é t e g y e n l e t é t i s . 
U g y a n i s 
[ ( 9 ) - b ö l ] 
= f ( 7 ) - b ő l ] 
=
 Zirsb = s [ ( 9 ) - b ő l é s ( 8 ) - b ó l ] , 
s h a s o n l ó a n a^y(irsb) = s. 
E z z e l b e f e j e z t ü k a n n a k k i m u t a t á s á t , h o g y a T t e t s z é s s z e r i n t i t e l e m e a z 
( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a . 
F o r d í t v a , t e g y ü k f e l , h o g y t az ( 5 ) e g y i k m e g o l d á s a . D e f i n i á l j u n k k é t 
e l e m e t , y - t é s z - t ( L - b e n ) a z 
y = srst, Z — S^t 
e g y e n l e t e k k e l . E k k o r , m i n d e n e k e l ő t t , t a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [y, z]-ben. 
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T o v á b b á , f i g y e l e m b e v é v e ( 5 ) u t o l s ó k é t e g y e n l e t é t , 
y = xгл t — (a Vл t)r- br\t = brt, 
z = SKjt = a^j(tr\b)^t = a t. 
E l ő b b i b ő l a t é t e l f e l t e v é s e i k ö z ö t t s z e r e p l ő а ш Ь é s a z /• d e f i n í c i ó j á b ó l a d ó d ó 
a ^ r e g y e n l ő t l e n s é g , v a l a m i n t ( 5 ) e l s ő e g y e n l e t e m i a t t 
аглу = ar\(br\t) — (a^b)r\'t = 
s u g y a n e b b ő l , a z ( 5 ) u t o l s ó e g y e n l e t e m i a t t , 
D u á l i s a n a d ó d i k , h o g y 
b л 2 = /, br\z s. 
E z e k s z e r i n t у a z a - n a k r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [o, s ] - b e n , г p e d i g a ö - n e k 
r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [s , z ' ] - b e n . 
T e h á t , a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r t e t s z é s s z e r i n t i t m e g o l d á s a , y — sr\t é s 
z = s ó i v á l a s z t á s s a l , v a l ó b a n e l ő á l l a t é t e l b e n l e í r t m ó d o n . E z z e l a t é t e l 
b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
V é g ü l m e g m u t a t j u k , h o g y a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s a l e v e z e t h e t ő a t é t e l -
b ő l . L á t t u k , h o g y m i n d e n e g y e s , a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s á b a n s z e r e p l ő t 
m e g e g y e z i k a t é t e l b e n s z e r e p l ő T h a l m a z v a l a m e l y i k e l e m é v e l . A z o n b a n , 
u g y a n c s a k a t é t e l ( v a g y m é g e g y s z e r ű b b e n , a n n a k 1 . k ö v e t k e z m é n y e ) s z e r i n t , 
Y b á r m e l y y, i l l . Z b á r m e l y z e l e m e e l ő á l l 
( 1 1 ) y = o v j (u ' r -N s ) = ű r~\ s, 
i l l . 
( 1 2 ) z = ( s w b') r\i = s^b' 
a l a k b a n , a h o l a', i l l . b' a z a, i l l . b e l e m a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t k o m p l e m e n t u m a . 
U g y a n í g y , a z y, z e l e m e k a k á r m i l y e n v á l a s z t á s a e s e t é n i s , T,r m i n d e n e g y e s 
t e l e m e e l ő á l l 
( 1 3 ) t = ( y y ^ s ' ) r \ z ^ y ^ ( s ' r ^ z ) 
a l a k b a n , a h o l s' a z s a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t k o m p l e m e n t u m a . L á t h a t ó , h o g y a 
( 1 1 ) — ( 1 3 ) e g y e n l e t e k k ö z v e t l e n ü l a d j á k a 2 . k ö v e t k e z m é n y á l l í t á s á t . 
2.3. Alkalmazás moduláris hálókra. A 2 . 2 . § - b a n k a p o t t e r e d m é -
n y e k e t m o s t m o d u l á r i s h á l ó k r a f o g j u k a l k a l m a z n i . NEUMANN t é t e l é b ő l t u d j u k , 
h o g y e b b e n a z e s e t b e n a k o r l á t o s s á g é s a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s s á g e g y ü t t 
e k v i v a l e n s a k o m p l e m e n t u m o s s á g g a l ; e z é r t a z e l ő z ő § e r e d m é n y e i b á r m e l y 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó r a a l k a l m a z h a t ó k . 
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E l ő s z ö r e g y s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k a k ö v e t k e z ő i s m e r t t é t e l r e : 
2 . T É T E L : Minden egyértelműen komplementumos moduláris háló diszt-
ributiv. 
BIZONYÍTÁS : L e g y e n e k a, b, r e g y k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s ( t e h á t , 
NEUMANN t é t e l e s z e r i n t e g y s z e r s m i n d r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s ) L h á l ó o l y a n , 
e g y é b k é n t t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e i , h o g y a ^ r ^ b . A z 1 . t é t e l 1. k ö v e t k e z m é n y e 
é s NEUMANN t é t e l e s z e r i n t a z r e l e m [a, ö ] - b e l i s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a i 
é p p e n a z ö s s z e s s — (aw T)r\b a l a k ú e l e m e k , a h o l r' b e f u t j a a z r ö s s z e s 
k o m p l e m e n t u m a i t . H a t e h á t L e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s i s , a k k o r m i n d e n 
e g y e s r e l e m é n e k b á r m e l y a z t t a r t a l m a z ó [a, 6 ] - b e n p o n t o s a n e g y r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m a v a n , e z p e d i g , e g y i s m e r t t é t e l ([1], 134. o . ) s z e r i n t a z t j e l e n t i , 
h o g y L d i s z t r i b u t í v . 
A z 1. t é t e l 2 . k i e g é s z í t é s é v e l k a p c s o l a t b a n t e r m é s z e t e s e n v e t ő d i k f e l a 
k é r d é s , m i l y e n t o v á b b i f e l t é t e l e k n e k k e l l a s z ó b a n f o r g ó L h á l ó t a l á v e t n ü n k 
a h h o z , h o g y L m i n d e n e g y e s ( 6 ) a l a k ú / e l e m e a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g -
o l d á s a l e g y e n . K ö v e t k e z ő t é t e l ü n k b e n k i m u t a t j u k , h o g y e h h e z e l e g e n d ő f e l -
t e n n i L m o d u l a r i t á s á t . 
3. T É T E L : Legyen L komplementumos háló, a és b az L olyan elemei, 
amelyekre a ^ b teljesül, r és s pedig az [ö, b] olyan elemei, amelyek egymás-
nak relativ komplementumai [a, b]-ben. Továbbá a', b', ill. s' legyenek az a, b, 
ill. s elemek tetszés szerinti komplementumai. Ha L moduláris, akkor minden 
egyes (6) alakú t elem az (5) egyenletrendszer megoldása (s így, speciálisan, 
az r komplementuma). 
BIZONYÍTÁS: A b i z o n y í t á s , A f e l t é t e l e k f e l h a s z n á l á s á v a l , a z R U Í , rr\t, 
( a K J t ) r \ b , a ^ j ( t r \ b ) k i f e j e z é s e k é r t é k é n e k k ö z v e t l e n k i s z á m í t á s a ú t j á n i s 
e l v é g e z h e t ő , a z 1. t é t e l a l a p j á n a z o n b a n c s a k n e m s z á m o l á s n é l k ü l a d ó d i k a z 
a l á b b i m e g g o n d o l á s s a l ( a m e l y e g y é b k é n t n e m m á s , m i n t a z 1. t é t e l 2 . k ö v e t -
k e z m é n y é n e k b i z o n y í t á s á n á l l á t o t t g o n d o l a t m e n e t m e g f o r d í t á s a ) . 
F e l t e v é s ü n k s z e r i n t a z L h á l ó m o d u l á r i s . D e a k k o r , NEUMANN t é t e l é n e k 
é r t e l m é b e n , a z a', b', s' t e t s z é s s z e r i n t i v á l a s z t á s a e s e t é n i s a z 
y = tí*^(a'r s) = a' r-, s 
e l e m a z a r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a [о , s ] - b e n , a 
z = - s ууЬ' 
e l e m a b r e l a t i v k o m p l e m e n t u m a [s, / ] - b e n , s v é g ü l a 
t = ((a' sj n(so bj = 
= (a' r\ s) w (s' о, (s w bj) 
e l e m a z s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m a a z [y, z] = [a'rNS, s u i ' ] i n t e r v a l l u m b a n . 
5 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i IX/1 
6 6 SZÂSZ G . 
T e h á t , a z 1. t é t e l f i g y e l e m b e v é t e l é v e l , t v a l ó b a n a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g -
o l d á s a , f ü g g e t l e n ü l a t t ó l , h o g y a', b', i l l . s' az cj, b, i l l . s e l e m m e l y i k k o m p -
l e m e n t u m á t j e l e n t i . 
A k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó a n m é g e g y o l y a n e r e d -
m é n y t a k a r u n k m e g e m l í t e n i , a m e l y a z 1. t é t e l b ő l a d ó d i k . E z a z e r e d m é n y 
u g y a n NEUMANN t é t e l é n e k é s 1. t é t e l ü n k n e k e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e , t a r t a l -
m á n á l f o g v a a z o n b a n — m i n t a 3 . t é t e l t e r m é s z e t e s k i e g é s z í t é s e — m é g s e m 
é r d e k t e l e n . 
4 . TÉTEL : Legyen L komplementumos moduláris háló, a, b, r pedig az L 
olyan elemei, amelyekre a r S b teljesül. Akkor az r bármely t komplemen-
tumához található r-nek olyan [a, b]-beli s relativ komplementuma, valamint az 
a, b, s elemeknek egy-egy olyan a', b', s' komplementuma, hogy az a', b', s, s', t 
elemekre (6) teljesül. 
BIZONYÍTÁS: NEUMANN t é t e l e s z e r i n t a z (a^t)r\b - a^j(t b) e l e m r 
r e l a t i v k o m p l e m e n t u m a \a, ó ] - b e n ; v á l a s s z u k e z t s - n e k . E z z e l a z s - s e l t e g y 
( 5 ) a l a k ú e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a , s i g y — a z 1. t é t e l 2 . k ö v e t k e z m é n y e 
s z e r i n t — v a l ó b a n e l ő á l l í t h a t ó a 4 . t é t e l b e n k i m o n d o t t m ó d o n . 
3. Komplementumos hálók modularitására 
vonatkozó feltételek 
3 . 1 . Dilworth modularitási tétele. I s m e r e t e s , h o g y DEDEKIND ( [ 3 ] , 
3 8 9 . o . ) h á l ó k m o d u l á r i s v o l t á r a a k ö v e t k e z ő s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t 
a d t a : 
D e d e k i n d t é t e l e : Egy háló akkor és csak akkor moduláris, ha 
nincs a 
q 
( 1 4 ) 
P 
a 
hálóval izomorf részhálója. 
DEDEKIND t é t e l é t k e t t ő s v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő h á l ó k e s e -
t é r e DILWORTH [ 4 ] l é n y e g e s e n é l e s í t e t t e . T é t e l é n e k i d é z é s e e l ő t t á l l a p o d j u n k 
m e g a k ö v e t k e z ő e l n e v e z é s b e n : e g y k o r l á t o s L h á l ó v a l a m e l y R r é s z h á l ó j á t 
Dilworth-féle részhálónak m o n d j u k , h a R t a r t a l m a z z a a z L k o r l á t e l e m e i t é s i z o m o r f 
( 1 4 ) - g y e l . E z z e l a z e l n e v e z é s s e l DILWORTH t é t e l e a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a n g z i k : 
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D i l w o r t h m o d u l a r i t á s i t é t e l e : Kettős végességi követelmény-
nek eleget tevő komplementumos háló okkor és csak akkor moduláris, ha nincs 
Dilworth-féle részhálója. 
A f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g e DEDEKIND t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k ; e l e g e n d ő s é g e 
v i s z o n t h o s s z a s s z á m o l á s t i g é n y e l , s a z e g y e s l é p é s e k i g e n l é n y e g e s e n k i h a s z -
n á l j á k a v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y e k f e n n á l l á s á t . A k ö v e t k e z ő § - b a n t á r g y a l a n d ó 
5 . t é t e l , v a l a m i n t McLAUGHLiN-nek e d o l g o z a t l e z á r á s a u t á n m e g j e l e n t e r e d -
m é n y e ( „ A t o m o s k o m p l e m e n t u m o s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r m o d u l á r i s , h a 
n i n c s D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a " ; 1. [8 ] ) a z o n b a n m u t a t j á k , h o g y m é g s e m e g y 
„ v é g e s j e l l e g ű " t é t e l r ő l v a n s z ó . 
3.2. Dilworth tételének kiterjesztése relativ komplementumos 
hálókra. A z e l ő b b m o n d o t t a k n a k m e g f e l e l ő e n k i m u t a t j u k , h o g y é r v é n y e s a 
k ö v e t k e z ő : 
5. T É T E L : Korlátos relatív komplementumos háló akkor és csak akkor 
moduláris, ha nincs Dilworth-féle részhálója. 
BIZONYÍTÁS : A f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g e i s m é t t r i v i á l i s a n k ö v e t k e z i k DEDEKIND 
t é t e l é b ő l ; e l e g e n d ő s é g é t a z 1. t é t e l a l a p j á n b i z o n y í t j u k b e . 
H a e g y k o r l á t o s r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s L h á l ó n e m m o d u l á r i s , a k k o r 
DEDEKIND t é t e l e s z e r i n t v a n l e g a l á b b e g y 
/ b 
d i a g r a m o s r é s z h á l ó j a . E b b e n s - n e k rx é s г., i s [ a , 6 ] - b e I i r e l a t í v k o m p l e m e n -
t u m a , s í g y a z 1. t é t e l u t á n i 1. m e g j e g y z é s s z e r i n t v a n o l y a n t e l e m , a m e l y 
r j - n e k é s r 2 - n e k i s k o m p l e m e n t u m a . K ö v e t k e z ő l e g , a z o, rx, r.,, t, i e l e m e k L-
n e k D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . E z e k s z e r i n t , h a e g y k o r l á t o s r e l a t í v 
k o m p l e m e n t u m o s h á l ó n a k n i n c s D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a , a k k o r a z a h á l ó 
s z ü k s é g k é p p e n m o d u l á r i s . 
E r e d m é n y ü n k e t r ö g t ö n f e l h a s z n á l j u k a r r a , h o g y b e p i l l a n t á s t n y e r j ü n k a z 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k s z e r k e z e t é b e . R é g e b b e n a z t s e j t e t t é k 
(1. p l . [2 ] ) , h o g y m i n d e n i l y e n h á l ó d i s z t r i b u t i v ; DILWORTH a z o n b a n 1 9 4 5 - b e n 
( a z [5 ] d o l g o z a t b a n ) e z t a s e j t é s t m e g c á f o l t a , k i m u t a t v á n , h o g y m i n d e n h á l ó 
b e á g y a z h a t ó e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s h á l ó b a . 4 M á s r é s z t a 2 . t é t e l s z e -
4
 Ez az eredmény azért cáfolja meg a sej tést , mert disztributiv háló minden r é s z -
hálója is disztributiv. 
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r i n t e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó d i s z t r i b u t í v i s ; t e h á t a z 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ' h á l ó k k é t o s z t á l y b a s o r o l h a t ó k , ú g y m i n t a 
B o o l e - a l g e b r á k é s a z e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s n e m m o d u l á r i s h á l ó k 
o s z t á l y á b a . A z u t ó b b i a k s z e r k e z e t é n e k f e l t á r á s a t e r é n ú j l é p é s t j e l e n t a 
6 . T É T E L : Egyértelműen komplementumos nemmoduláris háló nem lehet 
relatív komplementumos. 
BIZONYÍTÁS : A t é t e l k ö z v e t l e n ü l a d ó d i k a z e l ő z ő t é t e l b ő l . H a u g y a n i s 
a k o r l á t o s L h á l ó n e m m o d u l á r i s , d e r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s , a k k o r a z 5 . t é t e l 
s z e r i n t v a n D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j a . K ö v e t k e z ő l e g , L e k k o r n e m e g y é r t e l m ű e n 
k o m p l e m e n t u m o s . 
3 . 3 . Egy modularitási feltétel. D i l w o r t h m o d u l a r i t á s i t é t e l e , s u g y a n -
c s a k a z á l t a l u n k b e b i z o n y í t o t t 5 . t é t e l s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t t a r t a l m a z 
b i z o n y o s t í p u s ú k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k m o d u l a r i t á s á r a . M o s t , a z e m l í t e t t t é t e -
l e k r e t á m a s z k o d v a , e g y t o v á b b i m o d u l a r i t á s i f e l t é t e l t a d u n k . 
7 . TÉTEL : Legyen L olyan korlátos háló, amely a következő (A) , (B) tulaj-
donságok közül legalább az egyikkel rendelkezik: 
( A ) L atomos és komplementumos ; 
(B) L relatív komplementumos. 
Akkor L moduláris voltának szükséges és elegendő feltétele az, hogy L 
bármely a, b, с elemhármasára az 
( 1 5 ) ayc = i 
(16) аглс = о 
( 1 7 ) Ьглс = о 
egyenletek fennállásából vagy b^ka, vagy b\\a következzék. 
A b i z o n y í t á s h o z a k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l t b o c s á t j u k e l ő r e : 
SEGÉDTÉTEL : Korlátos L háló csak akkor moduláris, ha bármely a, b, с 
elemhármasára a ( 1 5 ) , ( 1 7 ) egyenletek fennállásából vagy Ьша, vagy b\\a 
következik. 
M e r t h a e g y k o r l á t o s h á l ó b a n t a l á l h a t ó o l y a n a, b, с e l e m h á r m a s , a m e l y r e 
a ( 1 5 ) , ( 1 7 ) e g y e n l e t e k m e l l e t t b>a i s t e l j e s ü l , a k k o r ( 1 5 ) s z e r i n t ftocg 
= ( 1 7 ) s z e r i n t p e d i g аглс^Ьг-.с = о, s í g y a z o,a,b,c,i e l e m e k 
L - n e k D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . K ö v e t k e z ő l e g , DEDEKIND m o d u l a r i t á s i 
t é t e l e s z e r i n t e k k o r L n e m m o d u l á r i s . 
R á t é r ü n k a 7 . t é t e l b i z o n y í t á s á r a . A s e g é d t é t e l s z e r i n t a t é t e l b e n m e g -
a d o t t f e l t é t e l s z ü k s é g e s ; k i m u t a t j u k , h o g y e l e g e n d ő i s . E c é l b ó l t e k i n t s ü n k 
e g y o l y a n k o r l á t o s L h á l ó t , a m e l y b e n (A) , i l l . (В) t e l j e s ü l . H a L n e m m o d u -
l á r i s , a k k o r — (A) t e l j e s ü l é s e e s e t é n MCLAUGHLIN [ 8 ] - b e l i f e n t e b b i d é z e t t 
KOMPLEMENTUMOS HÁLÓK S Z E R K E Z E T É R Ő L 6 9 
e r e d m é n y e , (B) t e l j e s ü l é s e e s e t é n p e d i g 5 . t é t e l ü n k s z e r i n t — t a r t a l m a z 
D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó t ; e n n e k b e l s ő e l e m e i t j e l ö l j ü k a-, b-, c - v e l , m é g p e d i g 
l e g y e n é p p e n o<a<b<i é s o<c<i. A D i l w o r t h - f é l e r é s z h á l ó d e f i n í c i ó j á b ó l 
(1. ( 1 4 ) - e t a,b,p,q,s h e l y e t t r e n d r e o, i, a, b, c - v e l ) r ö g t ö n l á t h a t ó , h o g y e r r e 
a z a, b, с e l e m h á r m a s r a ( 1 5 ) , ( 1 6 ) é s ( 1 7 ) t e l j e s ü l ; e n n e k e l l e n é r e b>a. E z z e l 
a f e l t é t e l e l e g e n d ö s é g é t i s i g a z o l t u k . 
A f e n t i e k b ő l l á t h a t ó , h o g y a 7 . t é t e l b e n a z (A), i l l . (В) t u l a j d o n s á g b á r -
m e l y o l y a n (T) t u l a j d o n s á g g a l h e l y e t t e s í t h e t ő , a m e l y r e f e n n á l l a z , h o g y (T) 
t u l a j d o n s á g ú k o m p l e m e n t u m o s h á l ó c s a k a k k o r m o d u l á r i s , l ia n i n c s D i l w o r t h -
f é l e r é s z h á l ó j a . 
4. Véges hosszúságú komplementumos moduláris hálók szerkezetéről 
4.1. A probléma felvetése. I s m e r e t e s ( [ 1 ] , 1 3 4 . o . ) , h o g y e g y m o d u -
l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r d i s z t r i b u t í v , h a n e m t a r t a l m a z a 
b 
h á l ó v a l i z o m o r f r é s z h á l ó t . D E D E K I N D é s D I L W O R T H m o d u l a r i t á s i t é t e l e i r e v i s z -
s z a g o n d o l v a , ö n k é n t v e t ő d i k f e l a k ö v e t k e z ő k é r d é s : n e m i g a z - e D I L W O R T H 
t é t e l é n e k o l y a n a n a l o g o n j a , h o g y k e t t ő s v é g e s s é g i k ö v e t e l m é n y n e k e l e g e t t e v ő 
— v a g y , a m i m o d u l á r i s h á l ó k e s e t é n e z z e l e k v i v a l e n s , v é g e s h o s s z ú s á g ú — 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r d i s z t r i b u t í v , h a n e m 
t a r t a l m a z o l y a n , a ( 1 8 ) - c a l i z o m o r f r é s z h á l ó t , a m e l y b e n a - n a k a h á l ó l e g k i s e b b , 
Л - n e k p e d i g a h á l ó l e g n a g y o b b e l e m e f e l e l m e g . 
E g y s z e r ű e l l e n p é l d a m e g g y ő z a r r ó l , h o g y a z á l l í t á s „ a k k o r " r é s z e á l t a -
l á b a n n e m i g a z . T e k i n t s ü n k p é l d á u l e g y p r o j e k t í v s i k o t , s a z ? ö s s z e s l i n e -
á r i s a l t e r e i n e k t a r t a l m a z á s s z e r i n t r e n d e z e t t ( m o d u l á r i s , d e n e m d i s z t r i b u t í v ) 
E h á l ó j á t , a z ü r e s h a l m a z t i s C - h e z s z á m í t v a . K ö n n y ű l á t n i , h o g y C - b e n 
n i n c s o l y a n ( 1 8 ) - c a l i z o m o r f r é s z h á l ó , a m e l y E m i n d k é t k o r l á t e l e m é t t a r t a l -
m a z n á . ( A p, q, r e l e m e k h e l y é b e u g y a n i s a z e b i z o n y o s p o n t j a i t , i l l e t v e e g y e -
n e s e i t k e l l e n e h e l y e t t e s í t e n i ; d e a k k o r a p, q, r e l e m e k k ö z ö t t 
1. v a g y k é t p o n t n a k k e l l e n e e l ő f o r d u l n i a , a m i k o r i s e z e k C - b e l i e g y e -
s í t e t t j e a z í - n a k e g y e g y e n e s e , n e m p e d i g m a g a a z t ; 
2 . v a g y k é t e g y e n e s n e k k e l l e n e e l ő f o r d u l n i a , a m i k o r i s e z e k C - b e l i m e t -
s z e t e a z f - n a k e g y p o n t j a , n e m p e d i g a z ü r e s h a l m a z . ) 
(18) 
a 
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A h á r o m d i m e n z i ó s p r o j e k t í v t é r ö s s z e s l i n e á r i s a l t e r e i n e k h á l ó j á b a n v i s z o n t 
— a m e l y u g y a n c s a k m o d u l á r i s , d e n e m d i s z t r i b u t í v — m á r v a n n a k o l y a n 
( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó k , a m e l y e k b e n a = o é s b i: i l y e t a l k o t , a z ü r e s 
h a l m a z é s a t e l j e s t é r h o z z á v é t e l é v e l , b á r m e l y h á r o m p á r o n k é n t k i t é r ő e g y e n e s . 
F e l v e t j ü k t e h á t a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á t : m i a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e a n n a k , h o g y e g y v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e m e n t u m o s n e m d i s z t r i b u t í v 
m o d u l á r i s h á l ó n a k l e g y e n o l y a n ( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó j a , a m e l y b e n a = o 
é s b = i. A f e n t i k é t p é l d a a l a p j á n v á r h a t ó , h o g y e z a f e l t é t e l k a p c s o l a t b a n 
l e s z a h á l ó h o s s z ú s á g á v a l . 
4.2. Előkészületek. M á r a f e l v e t e t t p r o b l é m a m e g o l d á s á t t a r t a l m a z ó t é t e -
l ü n k m e g f o g a l m a z á s á h o z i s s z ü k s é g ü n k v a n a k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s 
h á l ó k e l m é l e t é b e n i s m e r e t e s b i z o n y o s e r e d m é n y e k i d é z é s é r e . A t á r g y a l á s f o l y a -
m a t o s s á g a é r d e k é b e n e g y s z e r s m i n d a b i z o n y í t á s b a n a l k a l m a z á s r a k e r ü l ő e r e d -
m é n y e k e t i s m á r m o s t i s m e r t e t j ü k . M i n d e z e k e t a z e r e d m é n y e k e t s e g é d t é t e l e k 
f o r m á j á b a n f o g a l m a z z u k m e g . 
M i n d e n e k e l ő t t k é t s e g é d t é t e l t m o n d u n k k i a v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e -
m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k s z e r k e z e t é r ő l : 
1. SEGÉDTÉTEL: Bármely véges hosszúságú komplementumos moduláris 
L háló egyértelműen előállítható egy Pu Boole-algebra és véges számú P , , . . . , P, 
egyszerű5 komplementumos nemdisztributív moduláris háló 
( 1 9 ) L Pu Pt ••• Pt (t véges) 
direkt összetételeként.' 
2 . SEGÉDTÉTEL: Véges hosszúságú komplementumos nemdisztributív mo-
duláris háló akkor és csak akkor egyszerű, ha bármely p, q (p =J= <7) pontpár-
jához található legalább egy olyan r(=\=p,q) további pont, hogy r<p-uq. 
A z 1. s e g é d t é t e l a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y ( [1 ] , 1 2 0 . 0 . , L e m m a 2 é s 
T h e o r e m 6 ) m i n d e n v é g e s h o s s z ú s á g ú k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó e g y -
é r t e l m ű e n e l ő á l l í t h a t ó e g y s z e r ű ( v é g e s h o s s z ú s á g ú ) k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s 
h á l ó k d i r e k t ö s s z e t é t e l e k é n t ; a s e g é d t é t e l b e l i Pv a d i s z t r i b u t í v k o m p o n e n s e k 
d i r e k t ö s s z e t é t e l e . A 2 . s e g é d t é t e l r e n é z v e 1. [7] , 8 9 . o . 
3 . SEGÉDTÉTEL ( [ Í J , 6 7 . o . ) : Legyen L véges hossúságú moduláris háló, 
s d(x) (xÇ L) jelentse az x elem magasságát L-ben. A d(x) függvény értéke 
akkor és csak akkor 0, ha x = о ; továbbá, L bármely a, b elempárjára 
(20) d(a^b) + d(ar^b) = d(a) + d(b). 
5
 Egy L hálót egyszerűnek nevezünk, ha minden egyes homomorf képe vagy egy-
elemü háló vagy magával L-lel izomorf. 
i;
 Természetesen akár a Pq, akár az összes Pp (к 1 h á l ó k lehetnek egyelemű 
hálók is ; ez utóbbi esetben — és csak akkor — L disztributív. 
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DEFINÍCIÓ ( [7 ] , 1 0 4 . О . ) : Alulról korlátos moduláris háló valamely 
\pu..., pm\ (m véges) ponthalmazát függetlennek (s a px, ...,pm pontokat 
1 
egymástól függetleneknek) nevezzük, ha7 ( (J p,.)r\p,A — o (l \,..., m—1). 
l 1 
K i m u t a t h a t ó ( [ Í J , 1 0 4 . o . ) , h o g y e d e f i n í c i ó — f o r m á j a e l l e n é r e — a 
p o n t o k a d o t t s o r r e n d j é t ő l f ü g g e t l e n ; e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y független pont-
halmaz minden részhalmaza is független. 
4. S E G É D T É T E L : Alulról korlátos moduláris L háló pontjainak bármely 
{/?,,..pm) halmazára p,n)^m, s egyenlőség pontosan akkor áll, 
ha a {Pi,...,pm} ponthalmaz független. 
A z m = 2 e s e t b e n a 4 . s e g é d t é t e l t r i v i á l i s , a z m > 2 e s e t r e p e d i g t e l j e s 
i n d u k c i ó v a l i g a z o l h a t ó a k ö v e t k e z ő k é p p e n . F e l t e s s z ü k , h o g y a 4 . s e g é d t é t e l 
m i n d e n l e g f e l j e b b m — 1 e l e m b ő l á l l ó p o n t h a l m a z r a i g a z . E k k o r a 3 . s e g é d -
t é t e l b e l i ( 2 0 ) f o l y t á n 
(21) d(px w- • -^jpm) - d(pxxj- • -кjpm_,) + d(pm) — d((px\-v- • -^р,„1)глрт). 
Az i n d u k c i ó f e l t e v é s m i a t t ( 2 1 ) j o b b o l d a l a m i n d i g k i s e b b v a g y e g y e n l ő m i n t 
(m—1)+1 — 0 = m. S p e c i á l i s a n , {pu...,pm} a k k o r é s c s a k a k k o r f ü g g e t l e n , 
h a { / ? ! , . ..,pmA) f ü g g e t l e n é s (ргу• • •^Jpm+i)r^pm = о, v a g y i s h a ( 2 1 ) j o b b -
o l d a l a é p p e n e g y e n l ő ( m — 1 ) + 1 — 0 = m - m e l . 
A 4 . s e g é d t é t e l b ő l r ö g t ö n k ö v e t k e z i k , h o g y w - h o s s z ú s á g ú m o d u l á r i s 
h á l ó p o n t j a i b ó l a k k o r é s c s a k a k k o r v á l a s z t h a t ó k i m - e l e m ü f ü g g e t l e n p o n t -
h a l m a z , l i a a h á l ó l e g n a g y o b b e l e m e e l ő á l l í t h a t ó p o n t o k e g y e s í t e t t j e k é n t . M i v e l 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k e s e t é n e z m i n d i g l e h e t s é g e s ( [ 1 ] , 1 0 5 . o . 
T h e o r e m 6 ) , e z é r t é r v é n y e s a z 
5 . S E G É D T É T E L : Ha az L komplementumos moduláris háló hossza m 
(ahol m véges), akkor L legnagyobb eleme előállítható m száméi egymástól 
független pont egyesítettjeként. 
4 . 3 . A t é t e l é s b i z o n y í t á s a . M o s t m á r m e g f o g a l m a z h a t j u k a 4 . 1 v é g é n 
f e l v e t e t t p r o b l é m a m e g o l d á s á t . 
8 . TÉTEL : Véges hosszúságú komplementumos moduláris L háló akkor 
és csak akkor tartalmaz olyan (18) diagramos részhálót, amelynek legkisebb 
eleme az L legkisebb elemével, legnagyobb eleme pedig az L legnagyobb ele-
mével egyezik meg, ha a ( 1 9 ) szerinti direkt felbontásában P „ az egyelemií 
háló, s minden egyes Pl; (k = \,...,t) hosszúsága páros. 
1 1 
7
 Az (J sz imbólum jelentése : U Р/. = • -Vyр / . 
I;— 1 7; = 1 
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BIZONYÍTÁS: AZ 1. s e g é d t é t e l s z e r i n t i f e l b o n t á s n a k m e g f e l e l ő e n a z L 
t e t s z é s s z e r i n t i a, b, с e l e m e i r e p r e z e n t á l h a t o k 
i a = (a0> « ! , . . . , at) i 
( 2 2 ) b = (ti, A,..., ßt) (ak, ßu, 7 , é Р,- к 0 , 1 , . . . , 0 
( с = (/,„ /,,..., yt) 
a l a k b a n . T o v á b b á , h a a),, é s ik j e l e n t i a Pk (k — 0,\,...,t) l e g k i s e b b , ill., 
l e g n a g y o b b e l e m é t , a k k o r a z 
( 2 3 ) а ^ Ь = Ь г л с ^ с г л а = о 
( 2 4 ) a^jb a=i 
e g y e n l e t e k a z a, b, с e l e m e k r e a k k o r é s c s a k a k k o r t e l j e s ü l n e k , h a a z a, b, с 
e l e m e k ( 2 2 ) s z e r i n t i k o m p o n e n s e i r e f e n n á l l n a k a z 
( 2 5 ) ak r\ ßk = ßk yk = уk u,; = юк 
(26) cck w ßk = ßk w у к = у к w ('-h- = «к 
e g y e n l e t e k . 
A f e n t i e k r e t á m a s z k o d v a , e l ő s z ö r a z t m u t a t j u k m e g , h o g y a t é t e l b e n f e l -
s o r o l t f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s e k . E b b ő l a c é l b ó l t e g y ü k f e l , h o g y L - n e k v a n o l y a n 
a, b, с e l e m h á r m a s a , a m e l y e l e g e t t e s z a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) e g y e n l e t e k n e k , s í g y e z e k -
n e k a z e l e m e k n e k k o m p o n e n s e i e l e g e t t e s z n e k ( 2 5 ) — ( 2 6 ) - n a k . 
E b b e n a z e s e t b e n a P„ d i s z t r i b u t í v h á l ó a0,ß0,y0 e l e m e i e g y m á s n a k 
p á r o n k é n t i k o m p l e m e n t u m a i . D i s z t r i b u t í v h á l ó m i n d e n e l e m é n e k a z o n b a n l e g -
f e l j e b b e g y k o m p l e m e n t u m a l e h e t ( [ 1 ] , 1 3 4 . o . ) . E z é r t « „ , ßa, y0 n e m l e h e t n e k 
m i n d k ü l ö n b ö z ő k ; n y i l v á n a z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , , 
h o g y é p p e n a0 = ß0. E b b ő l a z o n b a n , ( 2 5 ) — ( 2 6 ) m i a t t , 
ra„ = a0 r\ ß„ = а0гл «„ = a„ = a„ w aa = aü\J ß0 = t0 
k ö v e t k e z i k ; e z p e d i g é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y P , v a l ó b a n e g y e t l e n e l e m b ő l á l l . 
T e k i n t s ü k e z u t á n a P k ( к = 1 , . . . , / ) k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k a t . 




) e l e m m a g a s s á g á t , a 3 . s e g é d t é t e l , v a l a m i n t 
( 2 5 ) é s ( 2 6 ) m i a t t , 
d(ak) + d{ßk) = d(ik) + d(cok) = d(ilc) ) 
d(ß,f + d(yk) = d(ik) + d(Шк) = d(ik) (k — ],..., t). 
d(yk) + d(cti) = d(i,c) + d(wk) == d(ik) ) 
Ö s s z e a d v a e z e k e t a z e g y e n l e t e k e t , a z t k a p j u k , h o g y 
2(d(cck) + d(ßk) + d{yk)) = 3 d(ik) (k },..., t). 
M i v e l p e d i g a z u t ó b b i e g y e n l e t b a l o l d a l á n p á r o s s z á m á l l , e z é r t a j o b b o l d a l á n 
i s p á r o s n a k k e l l á l l n i a ; a z a z , rf(«;,.)-nak ( m i n d e n k-ra) o s z t h a t ó n a k k e l l l e n n i e 
2 - v e l . 
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A f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s s é g é n e k b i z o n y í t á s á v a l t e h á t k é s z e n v a g y u n k . 
A f e l t é t e l e k e l e g e n d ő s é g é n e k b i z o n y í t á s á h o z , a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) é s ( 2 5 ) — ( 2 6 ) 
e g y e n l e t r e n d s z e r e k e k v i v a l e n c i á j a m i a t t , c s a k a z t k e l l m e g m u t a t n u n k , h o g y 
ha egy komplementumos nemdisztributív moduláris P háló páros (фО) hosz-
szúságú és egyszerit, akkor P-ben találhatók olyan a, b, с elemek, amelyek 
kielégítik a ( 2 3 ) — ( 2 4 ) egyenleteket. ( M i v e l P n e m a z e g y e l e m ű h á l ó , e z é r t a 
( 2 3 ) — ( 2 4 ) t e l j e s ü l é s e e s e t é n a, b, с m á r i s m i n d k ü l ö n b ö z ő k . ) 
E n n e k m e g f e l e l ő e n l e g y e n P o l y a n h á l ó , a m e l y n e k m e g v a n n a k a z ö s z -
s z e s m o s t f e l s o r o l t t u l a j d o n s á g a i . J e l ö l j ü k a P h o s s z ú s á g á t ( a n n a k k i f e j e z é s é r e , , 
h o g y e z k i k ö t é s e i n k s z e r i n t p á r o s s z á m ) 2 n - n e l , a h o l n>0 é s e g é s z . E k k o r , 
í / ( x ) - s z e l j e l ö l v e a z x((P) e l e m m a g a s s á g á t , 
( 2 7 ) d(i) = 2n. 
A z 5 . s e g é d t é t e l s z e r i n t t e h á t i e l ő á l l í t h a t ó 
(28) ( Ü Ú Qb) = i 
a l a k b a n , a h o l {pu ..pn,qu ..., qn} a P v a l a m e l y f ü g g e t l e n p o n t h a l m a z a . 
V á l a s s z u k я - п а к , i l l . 6 - n e k a z 
( 2 9 ) « = L ) A 
t - i 
( 3 0 ) 6 = 1 ) <7* 
jí=i 
e l e m e t ; e k k o r , ( 2 8 ) s z e r i n t , m á r i s 
( 3 1 ) ű u é = / . 
U g y a n a k k o r , a 3 . s e g é d t é t e l b e n f o g l a l t ( 2 0 ) e g y e n l e t , t o v á b b á ( 3 1 ) s z e r i n t 
d(a r: b) = d(a) + 6) = 
= d(a) + d(b)-d(i). 
A z o n b a n , a 4 . s e g é d t é t e l é s ( 2 7 ) s z e r i n t 
d(a) + d(b)—d(i) n + n — 2 / г = 0 . 
U t o l s ó k é t e g y e n l e t ü n k b ő l d(ar\b) = 0, azaz — a 3 . s e g é d t é t e l e l s ő á l l í t á s a 
f o l y t á n — 
( 3 2 ) аглЬ-о. 
T e k i n t s ü k e z u t á n P ö s s z e s ek = pk^qk ( к 1 , . . . , n) a l a k ú e l e m e i t . A P 
e g y s z e r ű s é g e f o l y t á n , a 2 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n , m i n d e n e g y e s c ; : - h o z v a n 




, qk) p o n t , h o g y rk^pkxjqk. M i v e l e g y r é s z t a 4 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t d(pkKjqk) = d(qk^r,.)--- •••d(rkоpk), m á s r é s z t rk^pk w q k  
m i a t t qk w rk, rk w pk ^ ph uqk, e z é r t 
( 3 3 ) ek = Pk V qk = qk w rk = rk w pk (k = l,...,n). 
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D e f i n i á l j u k e z u t á n c - t a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 
( 3 4 ) c = Ú t o 
fc=i 
E k k o r a ( 2 9 ) , ( 3 4 ) é s ( 3 3 ) e g y e n l e t e k s z e r i n t , 
a^JC^Pk^rk=^ek>qi. (L==l,..., n). 
E b b ő l é s ( 3 0 ) - b ó l , v a l a m i n t ( 3 1 ) - b ö l 
n ( 3 5 ) a v j c = ű o ( a u c ) Z ( i u ( (J q h ) = a y y b = i. 
k—1 
M á s r é s z t , a d(ar^b) k i s z á m í t á s a k o r m á r a l k a l m a z o t t g o n d o l a t m e n e t t e l , 
( 3 5 ) - ö t i s f e l h a s z n á l v a , 
d{a-\c) = d(a) + d(c)—d(a^jc) = 
= tf(a) + rf(c)-rf(/)3§ 
л + л — 2 л — 0, 
a h o n n a n 
(36) аглс = о. 
V é g ü l , a z a é s ű e l e m e k s z i m m e t r i k u s s z e r e p e m i a t t , a z e l ő b b i m e g -
g o n d o l á s o k k a l 
( 3 7 ) bvjc = i, 
( 3 8 ) br\c = o 
i s a d ó d i k . D e ( 3 1 ) , ( 3 2 ) , v a l a m i n t ( 3 5 ) — ( 3 8 ) s z e r i n t a z o,a,b,c,i e l e m e k L-
n e k ( 1 8 ) d i a g r a m o s r é s z h á l ó j á t k é p e z i k . 
E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
4.4 . A tétel projektív geometriai kapcsolatai. A k o m p l e m e n t u m o s 
m o d u l á r i s h á l ó k e l m é l e t e k a p c s o l a t b a n á l l a p r o j e k t í v t e r e k e l m é l e t é v e l : s z á -
m o s p r o j e k t í v g e o m e t r i a i t é t e l n e k m e g v a n a h á l ó e l m é l e t i m e g f e l e l ő j e , s a 
k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k r a v o n a t k o z ó e g y e s t é t e l e k b ő l é r d e k e s p r o -
j e k t í v g e o m e t r i a i e r e d m é n y e k i s a d ó d n a k . 
A 8 . t é t e l p r o j e k t í v g e o m e t r i a i m e g f e l e l ő j é t i g e n k ö n n y e n m e g f o g a l m a z -
h a t j u k . L e g y e n a z л - d i m e n z i ó s v a l ó s p r o j e k t í v t é r , P p e d i g а ö s s z e s 
l i n e á r i s a l t e r e i n e k t a r t a l m a z á s s z e r i n t r e n d e z e t t h á l ó j a ( a z ü r e s h a l m a z t i s a 
l i n e á r i s a l t e r e k k ö z é s z á m í t v a ) . E k k o r a P e g y (n + l ) - h o s s z ú s á g ú k o m p l e -
m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó . N e v e z z ü k a $ k é t X é s 3) l i n e á r i s a l t e r é t a ^ füg-
getlen generátorpárjának, h a e k é t a l t é r k ö z ö s e l e m n é l k ü l i s e g y ü t t k i f e s z í t i 
a t e r e t . E k k o r a 8 . t é t e l b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k , h o g y а projektív térben 
akkor és csak akkor találhatók olyan 31, 33, 6 lineáris alterek, melyek közül 
bármely kettő a iß-пек független generátorpárját alkotja, ha n páratlan. (A 
t é t e l t e h á t , s p e c i á l i s e s e t k é n t , m a g á b a n f o g l a l j a a 4 . 1 v é g é n , a p r o b l é m a f e l -
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v e t é s e l ő t t t á r g y a l t p é l d á k a t . ) A t é t e l b i z o n y í t á s á t m e g f i g y e l v e , a z i s k i d e r ü l , 
h o g y e k k o r v é g t e l e n s o k i l y e n t u l a j d o n s á g ú a l t é r h á r m a s l é t e z i k . 
A m o s t k i m o n d o t t p r o j e k t í v g e o m e t r i a i á l l í t á s t e r m é s z e t e s e n t i s z t á n p r o -
j e k t í v g e o m e t r i a i ( i l l e t ő l e g l i n e á r i s a l g e b r a i ) m ó d s z e r e k k e l i s b e b i z o n y í t h a t ó , 
m é g p e d i g é p p e n a 8 . t é t e l b i z o n y í t á s á n á l l á t o t t g o n d o l a t m e n e t t e l . E z a z o n b a n 
n e m m e g l e p ő , m e r t h i s z e n a t á r g y a l t b i z o n y í t á s m a g a i s e g y p r o j e k t í v g e o -
m e t r i a i g o n d o l a t á l t a l á n o s í t á s a . L e g y e n u g y a n i s a h á r o m d i m e n z i ó s p r o j e k -
t i v t é r , s e,f a J>3 k é t k i t é r ő e g y e n e s e . E k k o r e g y o l y a n g e g y e n e s , a m e l y 
m i n d a z e - h e z , m i n d a z / - h e z k é p e s t k i t é r ő , m e g h a t á r o z h a t ó ú g y , h o g y e l ő -
s z ö r k i j e l ö l ü n k k é t - k é t p o n t o t , Eu ЕЛ é s F,, F.A az e, i l l . / e g y e n e s e n , s 
e z u t á n . g - n e k v e s s z ü k a z EkFk (k = \,2) e g y e n e s e k v a l a m e l y G/. ( = j = £ ) , F f c ) 
p o n t j a i n a k ö s s z e k ö t ő e g y e n e s é t . 
5. Félkomplementum és komplementum féligmoduláris hálókban 
5 . 1 . Féligmoduláris háló maximális félkomplementumairól. D E D E -
KIND t é t e l é t k o r l á t o s m o d u l á r i s h á l ó k r a a l k a l m a z v a a z o n n a l a d ó d i k , h o g y e g y 
i l y e n h á l ó e g y e t l e n e l e m é n e k s e m l e h e t k é t k ü l ö n b ö z ő ö s s z e h a s o n l í t h a t ó k o m p -
l e m e n t u m a . E n n e k a l a p j á n p e d i g m á r t r i v i á l i s , h o g y l i a r e g y k o r l á t o s m o d u -
l á r i s h á l ó t e t s z é s s z e r i n t i e l e m e s / a z r v a l a m e l y k o m p l e m e n t u m a , a k k o r r - n e k 
n i n c s f - n é l n a g y o b b f é l k o m p l e n i e n t u m a s e m . 
Á l t a l á b a n , a l u l r ó l k o r l á t o s К h á l ó e s e t é n v a l a m e l y r ( f K ) e l e m maximális 
félkomplementumán a z r o l y a n m f é l k o m p l e m e n t u m á t f o g j u k é r t e n i , a m e l y r e 
a z rr\f o, f^m f e l t é t e l e k b ő l f = m k ö v e t k e z i k ( a z a z , a m e l y n é l n a g y o b b 
f é l k o m p l e m e n t u m a n i n c s r - n e k ) . H a e g y i l y e n гафо, a k k o r e z t a z e l e m e t 
a z r maximális valódi félkomplementumának f o g j u k n e v e z n i . 
E z z e l a z e l n e v e z é s s e l f e n t e b b i m e g j e g y z é s ü n k e t í g y f o g a l m a z h a t j u k : 
Korlátos moduláris háló bármely elemének összes komplementumai egyszersmind 
az illető elem maximális félkomplementumaif 
K i m u t a t j u k , h o g y a f é l k o m p l e m e n t u m o s s á g k i k ö t é s e m e l l e t t a z á l l í t á s 
m e g f o r d í t á s a i s é r v é n y e s , m é g p e d i g n e m c s a k m o d u l á r i s , h a n e m f é l i g m o d u l á r i s 
h á l ó k r a i s : 
9 . T É T E L : Ha egy féligmoduláris félkomplementumos L háló valamely r 
elemének van m maximális valódi félkomplementuma, akkor L-nek van legna-
gyobb eleme és m az r komplementuma. 
« Az állítás általában már féligmoduláris hálókra sem érvényes, mert hiszen korlátos 
féligmoduláris hálóban lehet olyan elem, amelynek van két összehasonlítható komplemen-
tuma (gondoljunk pl. az affin tér esetére vagy D I L W O R T H modularitási tételére és az 5. té-
telre), s ezek közül a kisebbik mint félkomplementum sem maximális. 
7 6 SZÁSZ О . 
KÖVETKEZMÉNY : Ha egy féligmoduláris háló mindegyik belső elemének 
van maximális valódi félkomplementuma, akkor a hálónak van legnagyobb 
eleme s a háló komplementumos. 
BIZONYÍTÁS : M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y A k ö v e t k e z m é n y A t é t e l -
b ő l t r i v i á l i s a n a d ó d i k , t e h á t c s a k m a g á v a l a t é t e l l e l k e l l f o g l a l k o z n u n k . 
A t é t e l b i z o n y í t á s a c é l j á b ó l t e k i n t s ü n k e g y f é l i g m o d u l á r i s f é l k o m p l e -
m e n t u m o s L h á l ó t , s e n n e k t e t s z é s s z e r i n t i r e l e m é t . M i v e l r =o-ra é s r=i-re 
( a m e n n y i b e n i l é t e z i k ) a z á l l í t á s n y i l v á n v a l ó a n i g a z , e z é r t a t o v á b b i a k b a n f e l -
t e h e t j ü k , h o g y r£3(L). ( A z S(L) j e l e n t é s é t i l l e t ő l e g 1 . l - r e u t a l u n k . ) 
E z e k u t á n v i l á g o s , h o g y e l e g e n d ő m e g m u t a t n i a k ö v e t k e z ő t : Ha r£$(L), 
és f az L olyan eleme, hogy 
( 3 9 ) rrsf=o é s / ф о , 
továbbá 
( 4 0 ) r^f(3(L), 
akkor r-nek van f-nél nagyobb félkomplementuma. E n n e k m e g f e l e l ő e n t e g y ü k 
f e l , h o g y a z r,f e l e m e k r e ( 3 9 ) é s ( 4 0 ) t e l j e s ü l s v e z e s s ü k b e a z 
( 4 1 ) /* w / = d 
j e l ö l é s t . ( 4 0 ) é s a z L f é l k o m p l e m e n t u m o s v o l t a m i a t t Я - п е к v a n v a l a m e l y x 
v a l ó d i f é l k o m p l e m e n t u m a , s a ( 4 1 ) - b ö I l e o l v a s h a t ó f ^ = d m i a t t x r s f - ^ x n d o . 
E z e k s z e r i n t 
( 4 2 ) xrsf=xr\d = o é s x = j = o . 
B i y o n y í t a n d ó á l l í t á s u n k a t m o s t a k ö v e t k e z ő k é t r é s z l e t á l l í t á s r a b o n t j u k f e l : 
1. Ha az L valamely z eleme eleget tesz az 
( 4 3 ) о<гшх 
( 4 4 ) ( z s j f ) r s d = f 
feltételeknek, akkor z s j f > f , és zw/ az r-nek (valódi) félkomplementuma; 
2. Ha r, f,d és x eleget tesznek a ( 3 9 ) — ( 4 2 ) feltételeknek, akkor meg-
adható L-nek olyan z eleme, amely kielégíti a ( 4 3 ) , ( 4 4 ) feltételeket. 
L á t j u k , h o g y e k é t á l l í t á s e g y ü t t é p p e n a f e n t e b b m e g f o g a l m a z o t t , b i z o -
n y í t a n d ó á l l í t á s t a d j a . 
A z 1. BIZONYÍTÁSA: E l ő s z ö r a z t m u t a t j u k m e g , h o g y z w / a z r f é l k o m p -
l e m e n t u m a : 
rrs(zsjf) = (rrsd)rs ( z w / ) [ ( 4 1 ) - b ő l ] 
= r w « w ( z w / ) ) = 
= г г л f = о [ ( 4 4 ) - b ő l é s ( 3 9 ) - b ö l j . 
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T o v á b b á 
zrsf^xrsf=0<z [ ( 4 3 ) - b ó l é s ( 4 2 ) - b ő l ] ; 
m á r p e d i g z r s f c z , m i n t t u d j u k , e k v i v a l e n s z w / > / - f e l . 
A 2 . BIZONYÍTÁSA : V e z e s s ü k b e A k ö v e t k e z ő j e l ö l é s t : 
( 4 5 ) (x w / ) r\d = r. 
E k k o r ( 4 1 ) s z e r i n t 
г = ( х и / ) л ( / г / л / = / , 
a z a z / is/. 
Н а V = / , a k k o r a v e l e m ( 4 5 ) - b e n a d o t t d e f i n í c i ó j a f o l y t á n ' 
( x ^ f ) - d / , 
t e h á t z = = х h e l y e t t e s í t é s s e l ( 4 4 ) m á r i s t e l j e s ü l . D e t e l j e s ü l e k k o r ( 4 3 ) i s , m e r t 
( 4 2 ) s z e r i n t 0 < : с ( = ? л : ) . 
H á t r a v a n a z a z e s e t , a m i k o r v>f. K i m u t a t j u k , h o g y e k k o r 
( 4 6 ) xrsv<f<r<xsjf. 
V a l ó b a n , 
xr\v = xr\(xsjf)r\d= [ ( 4 5 ) - b ő l j 
= x r ^ d = o < f [ ( 4 2 ) - b ö l é s ( 3 9 ) - b ő l j 
é s 
x s j f ^ ( x s j f ) r s d = v [ ( 4 5 ) - b ő l ] , 
d e xxjf—= V l e h e t e t l e n , m e r t b e l ő l e i s m é t ( 4 5 ) s z e r i n t 
x ^ x . y f = v = (xxjf)rsd^d, 
a z a z xrsd = x k ö v e t k e z n é k , s e z e l l e n t m o n d á s ( 4 2 ) - v e l . 
M o s t h a s z n á l j u k k i a z t , h o g y L f é l i g m o d u l á r i s . A z 1 . 5 - b e n i s m e r t e t e t t 
d e f i n í c i ó s z e r i n t ( 4 6 ) f e n n á l l á s a m a g a u t á n v o n j a o l y a n t((L) e l e m l é t e z é s é t , 
a m e l y r e 
( 4 7 ) xr\v<t^x 
é s 
A z e l ő b b i b ő l í w / s x w / , s e b b ő l t o v á b b , a z u t ó b b i é s ( 4 5 ) m i a t t , 
( 4 8 ) f = (t w/) ГЛ r = (t u f ) ГЛ (.X S j f ) rs d = 
= (f w / ) d. 
V é g e r e d m é n y b e n , ( 4 7 ) é s ( 4 8 ) s z e r i n t z—t-re ( 4 3 ) é s ( 4 4 ) i s t e l j e s ü l . E s z e r i n t 
a 2 . r é s z l e t á l l í t á s t i s b e b i z o n y í t o t t u k . 
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Tételünkhöz és ennek következményéhez egy-egy megjegyzést füzünk. 
Először is, nem féligmoduláris hálókra az állítás már nem érvényes. így 
például, az 
i 
hálóban m az r maximális félkomplementuma, s mégsem komplementuma. 
A következménnyel kapcsolatban azt jegyezzük meg, hogy egy r elem 
maximális valódi félkomplementumának létezéséhez — azon a triviális köve-
telményen túl, hogy r-nek egyáltalán legyen valódi félkomplementuma — ele-
gendő például, hogy a háló eleget tegyen a növekvő láncok végességi köve-
telményének (speciálisan, hogy véges hosszúságú legyen) vagy az ún. álta-
lános metszet-disztributivitásnak.9 A következmény tehát speciális esetként 
magában foglalja a [11] dolgozat 2. és 3. tételét. 
5.2. A féligmoduláris hálók egy speciális osztályáról. Ebben a 
§-ban olyan végtelen hosszúságú féligmoduláris hálókról lesz szó, amelyek-
nek összes belső elemei véges magasságúak. (Ez a típus a véges hosszúságú 
hálók legközvetlenebb általánosítása.) Ezekre a hálókra a 9. tétel alapján 
bebizonyítjuk a következőt: 
10. TÉTEL : Legyen L olyan félkomplementumos féligmoduláris háló, 
amelynek összes belső elemei véges magasságúak. Ha L hosszúsága végtelen, 
akkor minden egyes r belső eleméhez és bármely К pozitív egész számhoz 
megadható r-nek olyan félkomplementuma, amelynek magassága K-nál nagyobb. 
'•> Ez utóbbi fogalmat ([6], 78. o. nyomán) a következőképpen definiáljuk. Legyen 
H = { x L p j , az L háló tetszés szerinti számosságú részhalmaza, s (J x jelentse а Я-пак 
С
 v e r
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L-beli legkisebb felső korlátját, feltéve hogy ez létezik. (Ha H véges, akkor ez a definíció 
megegyezik a 6. lábjegyzetben adottal.) Az L hálóról akkor mondjuk, hogy eleget tesz az 
általános metszet-disztributivitásnak, ha minden M { ф } ^ , részhalmazára és bármely а 
elemére az АГ\( (J ЬЛ és U (АГЛЬЛ kifejezések léteznek és egymással egyenlők. 
SEA SEA 
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K ö v e t k e z ő l e g : A t é t e l f e l t é t e l e i n e k t e l j e s ü l é s e e s e t é n a z r b e l s ő e l e m 
ö s s z e s f é l k o m p l e m e n t u m a i n a k m a g a s s á g a i a p o z i t í v e g é s z s z á m o k h a l m a z á t 
k i t ö l t i k . 
BIZONYÍTÁS: M i n d e n e k e l ő t t r á m u t a t u n k a r r a , h o g y a t é t e l f e l t e v é s e i n e k 
e l e g e t t e v ő L h á l ó e g y e t l e n b e l s ő e l e m é n e k s i n c s k o m p l e m e n t u m a : u g y a n i s , 
m i n t a z t a s z e r z ő e g y r é g e b b i d o l g o z a t á b a n ( [ 1 2 ] , 2 4 3 . o . ) m e g m u t a t t a , k é t 
v é g e s m a g a s s á g ú e l e m e g y e s í t e t t j e i s v é g e s m a g a s s á g ú . 
A z e l ő z ő b e k e z d é s b e n e l m o n d o t t a k b ó l a z o n b a n , a 9 . t é t e l s z e r i n t , a z 
k ö v e t k e z i k , h o g y a z r b e l s ő e l e m n e k m a x i m á l i s ( v a l ó d i ) f é l k o m p l e m e n t u m a 
s i n c s . E s z e r i n t a z r a k á r m e l y i k v a l ó d i m , f é l k o m p l e m e n t u m á b ó l k i i n d u l v a , 
t a l á l h a t ó L - b e n o l y a n 
( 4 9 ) o<m1<m,<---<m<<mK+i<---
v é g t e l e n n ö v e k v ő l á n c , a m e l y n e k m i n d e n e g y e s e l e m e r - n e k f é l k o m p l e m e n -
t u m a . M i v e l a ( 4 9 ) - b e l i m K + i e l e m m a g a s s á g a m i n d e n e s e t r e K-nál n a g y o b b , 
e z é r t a t é t e l á l l í t á s a h e l y e s . 
A t é t e l u t á n i m e g j e g y z é s h e l y e s s é g e a t é t e l á l l í t á s á b ó l é s a b b ó l a n y i l -
v á n v a l ó t é n y b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a L v a l a m e l y / e l e m e a z r f é l k o m p l e m e n -
t u m a , a k k o r m i n d e n / - n é ! k i s e b b e l e m i s a z r f é l k o m p l e m e n t u m a . 
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STANDARD IDEÁLOK 
írta : GRÄTZEK GYÖRGY 
l . § . Bevezetés 
E d o l g o z a t c é l k i t ű z é s e a h á l ó í d e á l o k e g y s p e c i á l i s o s z t á l y á n a k , a s t a n -
d a r d i d e á l o k n a k d e f i n i á l á s a é s r é s z l e t e s v i z s g á l a t a . A s t a n d a r d i d e á l f o g a l -
m á n a k s z ü k s é g e s s é g é t k é t k ö r ü l m é n y i s i n d o k o l j a . 
E f o g a l o m b e v e z e t é s é h e z e l s ő ú t k é n t a z a t ö r e k v é s s z o l g á l h a t , a m e l y 
a h á l ó k i d e á l e l m é l e t é t a g y ű r ű k i d e á l j a i n a k ( c s o p o r t o k n o r m á l o s z t ó i n a k ) s z e -
r e p é h e z h a s o n l ó a n k í v á n j a k i d o l g o z n i . I t t e l s ő s o r b a n a r r a g o n d o l u n k , h o g y 
m i n d e n g y ű r ű i d e á l e g y é s c s a k e g y h o m o m o r f i z m u s m a g j a , t o v á b b á a z 
i d e á l o k k i e l é g í t i k a z i s m e r t i z o m o r f i a t é t e l e k e t , a Z a s s e n h a u s l e m m á t é s a 
J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r t é t e l t . K ö n n y ű l á t n i a z o n b a n , h o g y h á l ó k k ö r é b e n 
a s z o k á s o s i d e á l f o g a l o m m a l á l t a l á b a n e g y i k e l ő b b i t é t e l s e m m a r a d é r v é n y b e n . 
A f e n t i k é r d é s e k k ö z ü l a h á l ó e l m é l e t i i d e á l f o g a l o m n a k a h o m o m o r f i z -
m u s m a g o k k a l l é t e s í t h e t ő k a p c s o l a t á t S C H M I D T E . T A M Á s s a l e g y ü t t í r t [3 ] é s 
[4] d o l g o z a t u n k b a n v i z s g á l t u k . M á s f o n t o s f e l a d a t e z e k u t á n a z i z o m o r f i a 
t é t e l e k é s a J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r — Z a s s e n h a u s t é t e l é r v é n y e s s é g é n e k 
v i z s g á l a t a . E t é t e l e k m i n d b i z o n y o s f a k t o r s t r u k t ú r á k r a v o n a t k o z ó á l l í t á s o k , 
s e z e k a n a l o g o n j a i t h á l ó k k ö r é b e n k e r e s v e m i n d e n e k e l ő t t s z ü k s é g e s a f a k t o r -
h á l ó a l k a l m a s d e f i n i á l á s a . A z Ljl f a k t o r h á l ó n a z L h á l ó e g y o l y a n h o m o -
i n o r f i z m u s a á l t a l l é t r e h o z o t t h o m o m o r f k é p é t k e l l é r t e n ü n k , a m e l y h o m o m o r -
f i z m u s n a k m a g j a a z / i d e á l . A z o n b a n h a a z / i d e á l l a l k é p e z h e t ő i s a z Ljl 
f a k t o r h á l ó , e z á l t a l á b a n n e m l e s z e g y é r t e l m ű . K é t k é z e n f e k v ő m e g á l l a p o d á s 
l e h e t s é g e s : a z / m a g ú h o m o m o r f i z m u s o k k ö z ü l a l e g k i s e b b , i l l . a l e g n a g y o b b 
k i t ü n t e t é s e Ljl e g y é r t e l m ű é r t e l m e z é s é n é l . 1 K . S H O D A [ 8 ] c i k k é b e n k i m u t a t t a , 
h o g y a z u t ó b b i d e f i n í c i ó t v é v e a l a p u l , é r v é n y e s e k m a r a d n a k a z e l ő b b f e l s o r o l t 
t é t e l e k . A z o n b a n m á r J . HASHIMOTO i s r á m u t a t o t t [5 ] d o l g o z a t á b a n a r r a , h o g y 
1
 Legyenek <p1 és (p2 L homomoríizmusai és ill. ö 3 a megfelelő homomorfizmu-
sokat indukáló kongruenciareláció. Akkor mondjuk, hogy ha в 1 ^ в 2 a szokásos 
értelemben. Arra nézve, hogy az I maggal rendelkező homomorfizmusok között létezik 
legkisebb, utalunk G. BIRKHOFF [l]-re, s A legnagyobb létezésének bizonyítása sem okoz 
nagy problémát. 
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e z h á l ó k e s e t é b e n n e m j e l e n t t ú l s o k a t , h i s z e n p l . l á n c o k n á l c s a k a k é t e l e m ű 
h o m o m o r f k é p e k e t v e s z i t e k i n t e t b e . E z é r t a t o v á b b i a k b a n 
az L I faktorhálón az L háló I magú legkisebb homomorfizmusa szerinti 
faktorhálóját értjük. 
D i s z t r i b u t í v h á l ó b a n — a f a k t o r h á l ó i l y e n d e f i n í c i ó j á v a l — k ö n n y ű -
s z e r r e l n y e r h e t ő , h o g y a z i d e á l o k r a é r v é n y e s e k a f e n t e b b e m l í t e t t t é t e l e k . . 
J. HASHIMOTO [5] d o l g o z a t á b a n b e b i z o n y í t o t t a , h o g y e z e n a m ó d o n a h á l ó -
e l m é l e t b e n j ó l i s m e r t n e u t r á l i s i d e á l o k r a - i s i g a z t é t e l e k n y e r h e t ő k . K ö n n y ű 
a z o n b a n p é l d á t k o n s t r u á l n i a r r a , h o g y n e m m i n d e n o l y a n i d e á l o s z t á l y , a m e l y -
b e n é r v é n y e s e k a z e l ő b b e m l í t e t t t é t e l e k , s z ü k s é g k é p p e n a n e u t r á l i s i d e á l o k 
o s z t á l y a . E g y á l t a l á n o s i d e á l o s z t á l y t , a m e l y b e n i g a z a k a f e n t i t é t e l e k é s a m e l y 
t a r t a l m a z z a a n e u t r á l i s i d e á l o k o s z t á l y á t , s z o l g á l t a t n a k a s t a n d a r d i d e á l o k . 
Következőkben vázoljuk a s tandard ideál fogalom szükségességének 
másik okát. R. P. DILWORTH [2] munkájában kezdte meg a relatív komplemen-
tumos hálók strukturális vizsgálatát. Egyik fő észrevétele az volt, hogy a 
véges hosszúságú, komplementumos, moduláris hálók elméletéből ismeretes 
G. BiRKHOFFtól és K. MENGERÍŐI származó alaptétel érvényes a véges relatív 
komplementumos hálók körében. Ezen általánosítási törekvés azóta sok más 
szerzőnél is megtalálható. Kézenfekvő tehát a relatív komplementumos hálók 
körébe kiterjeszteni azokat a tételeket, amelyek komplementumos, modulár is 
hálók neutrális ideáljaira vonatkoznak (lásd. pl. BIRKHOFF [1] 125. old. és 
SHIH—CHIANG WANG [9]). Ez esetben azonban a tételek szó szerinti átvitele 
nem vezet helyes eredményre, főleg ha olyan 0 elemes hálókat tekintünk, 
ahol csak a [0, a] intervallumok komplementumosságát tesszük fel. Tehát itt 
is egy olyan új ideálosztály bevezetésére van szükség, melynek segítségével 
átmenthetők az előbb említett tételek, s amely ideálosztály moduláris hálók 
körében megegyezik a neutrális ideálokkal. Ezt a célt ismét a s tandard ideá-
lok segítségével érjük el. 
A d o l g o z a t 2 . § - á b a n n y ú j t j u k a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l d e f i n í c i ó j á t é s 
t ö b b e k v i v a l e n s f e l t é t e l l e l j e l l e m e z z ü k e z e k e t . A 3 . § - b a n a s t a n d a r d e l e m n e k 
é s i d e á l n a k n é h á n y a l a p v e t ő , a z e l ő b b i j e l l e m z é s e k b ő l l e s z ű r h e t ő t u l a j d o n s á g á t 
f o g l a l j u k ö s s z e . A 4 . § a s t a n d a r d e l e m é s n e u t r á l i s e l e m k a p c s o l a t á t v i z s -
g á l j a , s e g y e l é g á l t a l á n o s h á l ó o s z t á l y b a n ( m e l y a m o d u l á r i s h á l ó k a t i s m a g á -
b a n t a r t a l m a z z a ) k i m u t a t j a a k é t f o g a l o m e k v i v a l e n c i á j á t . I g a z o l j u k , h o g y 
{ S i , s 2 , x } d i s z t r i b u t í v r é s z h á l ó , h a x t e t s z ő l e g e s é s slts2 s t a n d a r d e l e m . A z 
5 . § - b a n a s t a n d a r d i d e á l o k é s h o m o m o r f i z m u s m a g o k v i s z o n y á t n é z z ü k m e g . 
U g y a n i t t a d j u k BIRKHOFF é s WANG f e n t e b b e m l í t e t t t é t e l e i n e k á l t a l á n o s í t á s a i t . 
2
 Az L háló a elemét neutrálisnak nevezzük, ha bármely x, yÇL-le l együtt disztri-
butív részhálót generál. A háló I ideálja neutrális, ha az L háló ideáljainak £ hálójában 
/ neutrális elem. 
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T o v á b b á t e t s z ő l e g e s h á l ó s t a n d a r d i d e á l s z e r i n t i f a k t o r s t r u k t ú r á j á t j e l l e m e z z ü k . 
A 6 . § - b a n a k é t i z o m o r f i a t é t e l t é s a J o r d a n — H o l d e r — S c h r e i e r — Z a s s e n h a u s 
t é t e l t b i z o n y í t j u k s t a n d a r d i d e á l o k r a . A 7 . § - b a n e l l e n p é l d á k a t m u t a t u n k b e s a 
d o l g o z a t o t n é h á n y p r o b l é m a f e l s o r o l á s á v a l f e j e z z ü k b e . 
2. §. Standard elem és ideál bevezetése 
M i e l ő t t a b e v e z e t é s b e n e m l í t e t t s t a n d a r d i d e á l t d e f i n i á l j u k , b e v e z e t j ü k a 
s t a n d a r d e l e m f o g a l m á t . L á t h a t j u k m a j d , h o g y a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l k a p -
c s o l a t a a n a l ó g a n e u t r á l i s e l e m é s i d e á l v i s z o n y á v a l . 
1. DEFINÍCIÓ: Az L háló s elemét standard elemnek nevezzük, ha L bár-
mely X és Y elemére 
(1 ) X n ( s U у ) = ( x П s ) U ( x П y ) . 
M i n d e n e k e l ő t t l á s s u n k n é h á n y p é l d á t s t a n d a r d e l e m e k r e . A z x , y, z 
( y > z ) e l e m e k á l t a l g e n e r á l t ö t e l e m ű , n e m - m o d u l á r i s h á l ó b a n y s t a n d a r d e l e m , 
a z o n b a n n y í l v á n n e m n e u t r á l i s , t o v á b b á a z ( x ] i d e á l h o m o m o r f i z m u s m a g s x 
n e m s t a n d a r d e l e m . ( E z z e l b e l á t t u k , h o g y a k ö v e t k e z ő f o g a l m a k k ö z ü l s e m e -
l y i k k e t t ő s e m e k v i v a l e n s : a z x e l e m n e u t r á l i s ; a z x e l e m s t a n d a r d ; a z ( x ] 
i d e á l h o m o m o r f i z m u s m a g . ) 
K ö n n y ű l á t n i t o v á b b á , h o g y d i s z t r i b u t i v h á l ó m i n d e n e l e m e s t a n d a r d , 
h i s z e n ( 1 ) d i s z t r i b u t i v e g y e n l ő s é g . U g y a n c s a k m i n d i g s t a n d a r d e l e m e g y 
t e t s z ő l e g e s h á l ó 1, i l l e t v e 0 e l e m e . 
A s t a n d a r d e l e m n é h á n y j e l l e m z é s é t f o g l a l j a ö s s z e a z 
1. T É T E L : AZ L háló s elemére a következő feltételek ekvivalensek: 
(a) s standard elem; 
(ß) L minden olyan и és t elemére, amelyre u^s\jt, fennáll и = 
= ( « n s ) u ( « n t); 
( / ) kongruenciareláció az a &s reláció, amelynél x у ((-)<) akkor és 
csakis akkor teljesül, ha ( x n y) U sx = x и у valamilyen sx^=s-re; 
(ô) L bármely x és у elemére 
( i ) S и ( x n y) = ( s и x ) n (s и y), 
( i i ) s и x .s и >' és s n x s n y fennállásából x —'y következik. 
BIZONYÍTÁS: A n é g y f e l t é t e l e k v i v a l e n c i á j á t c i k l i k u s a n f o g j u k k i m u t a t n i . 
(a)-ból következik (ß). M i v e l и - s U t, e z é r t и = и n (s и t), d e e z u t ó b b i t 
( 1 ) a l a p j á n k i f e j t v e u = ( « n s ) u ( i i n t ) , a m i « - n a k é p p a k í v á n t e l ő á l l í t á s a . 
(ß)-böl következik (у). F e l h a s z n á l j u k a [4 ] d o l g o z a t 1. l e m m á j á t . E s z e r i n t 
a h h o z , h o g y 0 . , k o n g r u e n c i a r e l á c i ó , e l e g e n d ő b e l á t n i a z a l á b b i a ) — d ) á l l í -
t á s o k t e l j e s ü l é s é t . 
6* 
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a ) x = - x ( 0 s ) m i n d e n x ( L - r e . V a l ó b a n m i n d e n x £ L e s e t é n ( x n x ) u 
ü ( x n s ) = x u x é s í g y a z x n s - s , j e l ö l é s s e l a d ó d i k á l l í t á s u n k . 
b ) Н а хШу^г, x y(C-)s) é s у : z ( © , ) , a k k o r x = z ( G ! , ) . A f e l t é t e l e k -
b ő l u g y a n i s x y u s , é s y = z и s2 a h o l s , , s í g y x — у и s , = ( z и s,) и 
U s2 = z U (s, U s 2 ) , a m i é p p a z t j e l e n t i , h o g y x z ( © , ) , m e r t s , U s 3 s i s . 
c ) H a x j g y é s x = y(0S), a k k o r b á r m e l y и £ L-re xuu=yuu(@s) é s 
x n a = y n » ( © . , ) . V a l ó b a n a f e l t é t e l e k m i a t t x = y u s , , ( s , ^ s ) , s í g y m i n d -
k é t o l d a l л - v a l e g y e s í t v e k a p j u k , h o g y x и л = (y U w) U S j , a z a z x и u ^ y и « ( © * ) • 
T o v á b b á x = y U Si é s m i a t t x n и^y u s x ^ y U s, t e h á t a (ß) f e l t é t e l t 
u , t h e l y e t t a z х П и , у e l e m e k r e a l k a l m a z v a s x ü y - t i s f i g y e l e m b e v é v e , 
a d ó d i k x n a = ( x n и л y) U ( x n и n s ) = ( y Л и) и s.2, a h o l s 2 = x n « П s ^  s, 
a m i é p p a k i v á n t r e l á c i ó t e l j e s ü l é s é t j e l e n t i . 
d ) x =y(@s) e k v i v a l e n s a z z a l , h o g y x и y x n y ( © . , ) . E z e n á l l í t á s 
n y i l v á n v a l ó , m e r t ©.„ d e f i n í c i ó j á b a n x é s y c s a k m i n t x u y é s x n y s z e r e p e l . 
(y)-ból következik ( d ) . L á s s u k b e e l ő s z ö r a z ( i ) f e l t é t e l t e l j e s ü l é s é t . 
©„ d e f i n í c i ó j a a l a p j á n x s и x ( © . , ) é s y s u y ( © s ) . E z e n k é t k o n -
g r u e n c i a m e g f e l e l ő o l d a l a i n a k m e t s z é s é v e l a d ó d i k x n y = ( s U x ) П ( s U y) (0s)', 
a z o n b a n a m o n o t o n i t á s m i a t t x n y ^  ( s и x ) n ( s и y ) , t e h á t ( y ) a l a p j á n k a p j u k , 
h o g y ( x n y) U s, — (s и x ) n ( s и y), a h o l s , ^ s. E b b ő l — m i n d k é t o l d a l t s - s e l 
e g y e s i t v e , s s z e m e l ő t t t a r t v a , h o g y é s (s и x ) л (s и у) =ё s — a d ó d i k 
( x n y ) U s = ( s и x ) n ( s и y ) , a m i é p p a z ( i ) f e l t é t e l . 
M á s o d s z o r i g a z o l j u k a z ( i i ) f e l t é t e l t . M i v e l s U y y ( © . , ) , e z é r t h a m i n d -
k é t o l d a l o n x - s z e l m e t s z ü n k é s f e l h a s z n á l j u k a z ( i i ) - b e n s z e r e p l ő x u s = - y ü s 
f e l t é t e l t , a z t k a p j u k , h o g y x ( x и s) Г) x = ( y и s) n x y n x (© . , ) , a z a z (y) 
m i a t t ( x n y ) U S i = x , a h o l s ^ s . E z e n u t o l s ó e g y e n l ő s é g b ő l s x g x , t e h á t 
e g y s z e r s m i n d s x ^ s n x = s n y ^ y ( s n x = s n y ( i i ) m á s o d i k f e l t é t e l e k ö v e t -
k e z t é b e n ) , a z a z x = ( x П y ) U s ( x П y ) U y = y . H a s o n l ó k é p p k a p h a t j u k , h o g y 
yséx, a z a z x- y, a m i a b i z o n y í t a n d ó á l l í t á s v o l t . 
(ő)-ból következik (a). L e g y e n a = x n ( s U y ) é s ö = ( x n s ) U ( x n y ) . 
B e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y s и a = s и ő , s П a = s П ö s e k k o r ( i i ) - b ö l a = b 
a d ó d i k , a m i v e l ( « ) i g a z o l v a l e s z . V a l ó b a n , s Л a = s П ( x П ( s U y ) ) = x n 
n ( s n (s и y ) ) = x n s, t o v á b b á a m o n o t o n i t á s b ó l f o l y ó l a g x n s ^  b g [ x n (s и у)] и 
U [ x n ( s и y ) ] = a , í g y a n 5 = x n s - b ő l b n s = = x n s a d ó d i k , t e h á t a n s 
b n s . M á s r é s z t ( i ) - b ő l s u a = s u [ x n ( s u У)]=Ф U x ) n ( s U y ) = s u ( x П y ) 
s u ( x n s ) u ( x n y ) = s u è , a m i v e l á l l í t á s u n k a t i g a z o l t u k . 
Megjegyzés. A (r)) f e l t é t e l b e n ( i ) e k v i v a l e n s a k ö v e t k e z ő v e l 
( i ' ) a z x > x и s l e k é p e z é s L e n d o m o r f i z m u s a ; 
a z á l l í t á s n y i l v á n v a l ó . T o v á b b á a b i z o n y í t á s b ó l l á t h a t ó , h o g y ( i i ) a k ö v e t k e z ő 
g y e n g é b b f e l t é t e l l e l p ó t o l h a t ó : 
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( i i j x ) ' e s e t é n s и x - = s и у, s n x=s ny f e n n á l l á s á b ó l x ^ у k ö v e t k e z i k . 
F e l s z e r e t n é n k h í v n i a f i g y e l m e t m é g a r r a a f o n t o s t é n y r e , h o g y @ s 
a legkisebb olyan kongruenciareláció, melynél ( s j osztály, a z a z 0S 0 [ ( . s j ] . ; 
R á t é r ü n k e z u t á n a s t a n d a r d i d e á l d e f i n i á l á s á r a . 
2 . DEFINÍCIÓ: Az L háló S ideálját standard ideálnak nevezzük, ha L 
ideáljainak £ hálójában S standard elem, azaz bármely két I és К ideálra 
/ n ( S u / f ) = ( / n S ) u ( / n K ) . 
S t a n d a r d i d e á l o k r a p é l d á t n y ú j t a n a k a s t a n d a r d e l e m e k i s , m e r t m i n d e n 
s t a n d a r d e l e m á l t a l g e n e r á l t f ő i d e á l s t a n d a r d i d e á l . 
A z 1. t é t e l n e k s t a n d a r d i d e á l o k r a v o n a t k o z ó a n a l o g o n j á t , n é h á n y f e l t é -
t e l l e l b ő v í t v e m o n d j a k i a 
2 . TÉTEL: AZ L háló S ideáljára a kővetkező feltételek ekvivalensek: 
(«') S standard ideál; 
(«") bármely két I és К főideálra I n (S U K) = (/n S) и (/ n K); 
( P " ) bármely / ideálra Sül elemei s и x alakúak, ahol s Ç S, x Ç /; 
(ft") bármely I főideálra S U / elemei s и x alakúak, ahol s (S és x Ç I; 
(-/') kongruenciareláció az a 0s relációja t-nek, amelynél I = К akkor 
és csakis akkor teljesül, ha (/ n К) и S, = / и К, valamilyen 5, +S ideálra; 
(y") kongruenciareláció azon 0 [S] relációja L-nek, amelynél x : y (0[S]> 
akkor és csakis akkor teljesül, ha ( x n y ) u s xuy, alkalmas s Ç S-sel; 
(áj bármely ! és К ideálra 
( Г ) S U (/ П Д ) = ( S И / ) П ( S U К), 
( i i * ) SV\I=Sr\K é s S u / = 5 u / ó f e n n á l l á s á b ó l I К adódik. 
BIZONYÍTÁS. B e l á t j u k , h o g y (ß') e k v i v a l e n s A k ö v e t k e z ő f e l t é t e l l e l . 
(ß*) M i n d e n o l y a n / é s К i d e á l r a , a m e l y r e / < = S u К, f e n n á l l / ( / n S ) U  
u (/ n К). 
E l é g b e l á t n u n k , h o g y « " j - b ó l k ö v e t k e z i k (ß')} v i s z o n t h a S u A " v a l a -
m e l y a e l e m e n e m v o l n a s и x (s Ç 5 , x Ç K) a l a k b a n e l ő á l l í t h a t ó , a k k o r a z / = ( й ] 
i d e á l n y i l v á n n e m t e h e t n e e l e g e t a f e n t i f e l t é t e l n e k . M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y 
( / í " ) - n e k i s h a s o n l ó a n a l o g o n j a é r v é n y e s I és К f ö i d e á l o k r a . 
2 . t é t e l f e l t é t e l e i a z 1. t é t e l b e n s z e r e p l ő f e l t é t e l e k a n a l o g o n j a i , s e z é r t 
a z (a'), (ß'), (у), (с)') f e l t é t e l e k h e l y e s s é g e k ö v e t k e z i k a z 1. t é t e l £ - r e v a l ó a l k a l -
m a z á s á b ó l . M i v e l ( к " ) s p e c i á l i s e s e t e ( « ' ) - n e k , t o v á b b á a z ( « " ) - » ( / ? " ) , ( / ? " ) - * -
—>• ( y " ) u g y a n ú g y l á t h a t ó b e , m i n t a z 1. t é t e l a n a l ó g f e l t é t e l e i n é l , e z é r t t é t e -
3
 (•) [/J-vel jelöljük (lásd [4J), az / ideálhoz tartozó legkisebb homomorfizmust 
indukáló kongruenciarelációt, В
а
,ь pedig az a ~ b által generált minimális kongruencia-
relációt jelöli. 
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l ü n k t e l j e s e n b i z o n y í t v a l e s z , h a b e l á t j u k , h o g y ( y " ) - b ö l k ö v e t k e z i k ( / ' ) . 
V a l ó b a n , t e g y ü k f e l ( y " ) t e l j e s ü l é s é t a z 5 i d e á l r a é s l e g y e n / t e t s z ő l e g e s i d e á l , 
t o v á b b á x £ S U / . A z i d e á l - e g y e s í t é s ; d e f i n í c i ó j á n á l f o g v a a l k a l m a s s f S é s 
i ( I e l e m e k k e l x ^ s u / . T e k i n t s ü k a z y = x n f e l e m e k . s = s r u ( 0 [ S ] ) , í g y 
X = x П ( s и г ) = [ (5 n i) U i] П x = y ( © [ S ] ) , t e h á t ( / ' ) m i a t t x = у и s', a l k a l m a s 
s' Ç " S - s e l , a m i b i z o n y í t a n d ó v o l t . 
E z z e l a 2 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
V é g ü l m é g e g y m e g j e g y z é s t t e s z ü n k a s t a n d a r d e l e m é s i d e á l v i s z o n y á r a 
v o n a t k o z ó a n . N y i l v á n v a l ó , h o g y h a a z L h á l ó b a n v a n s t a n d a r d e l e m s, a k k o r 
l é t e z i k s t a n d a r d i d e á l i s , n e v e z e t e s e n ( s j . F o r d í t v a a z o n b a n a s t a n d a r d i d e á l 
e g z i s z t e n c i á j a n e m v o n j a m a g a u t á n a s t a n d a r d e l e m l é t e z é s é t . E r r e t r i v i á l i s 
p é l d á t s z o l g á l t a t h a t e g y t e t s z ő l e g e s , 0 é s 1 e l e m m e l n e m r e n d e l k e z ő e g y s z e r ű 
h á l ó 4 ( l á s d a 7 . § 1. p é l d á j á t ) , a m e l y b e n n e m l e h e t s t a n d a r d e l e m , m e r t a k k o r 
a s t a n d a r d e l e m á l t a l g e n e r á l t f ő i d e á l a z 1. t é t e l ( y ) f e l t é t e l e m i a t t h o m o m o r -
f i z m u s m a g v o l n a , s í g y a h á l ó n e m l e n n e e g y s z e r ű . S t a n d a r d i d e á l v i s z o n t 
v a n b e n n e , m e r t a z e g é s z h á l ó , m i n t i d e á l , s t a n d a r d . E g y k e v é s b é t r i v i á l i s 
p é l d á t n y e r ü n k , h a t e k i n t j ü k k é t e l ő b b i t í p u s ú h á l ó , Ljés L, k a r d i n á l i s ö s z -
s z e g é t ( a z a z x^y m e g ő r z i j e l e n t é s é t A, é s L,-n b e l ü l , t o v á b b á x>y m i n d e n 
x(L, é s y(L3-re), a m e l y h á l ó b a n L, n e m t r i v i á l i s s t a n d a r d i d e á l , v i s z o n t 
s t a n d a r d e l e m n y i l v á n n e m l é t e z i k . 
3. §. A standard elem (ideál) néhány tulajdonsága 
A s t a n d a r d e l é m ( i d e á l ) l e g f o n t o s a b b t u l a j d o n s á g a i t a z 1. ( i l l e t v e 2 . ) 
t é t e l s ű r í t i m a g á b a . E z e k n e k n é h á n y k ö v e t k e z m é n y é t n é z z ü k m o s t m e g . 
1. LEMMA : A standard elemek az L háló disztributív részhálóját alkotják, 
továbbá az s —«• 0., megfeleltetés izomorfizmus, így a 0 , kongruenciarelációk 
0(L)-nek részhálóját alkotják. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n s , é s s , s t a r d a r d e l e m . E k k o r a z ( 1 ) k é p l e t i s m é t e l t 
a l k a l m a z á s á v a l n y e r j ü k , h o g y b á r m e l y x , y ( L-re x n и sí) и y] x n [ s t U 
U ( s 2 U y ) ] = ( x n SI) U [ x n ( s , U y)\ ( x n s , ) U ( x П sj) U ( x П y) = [ x n (SI U s , ) ] и 
U ( x n y ) , a m i é p p a z t j e l e n t i , h o g y S i U s 2 s t a n d a r d e l e m . H o g y a z s — • 0 , 
m e g f e l e l t e t é s U - r e n é z v e i z o m o r f i z m u s , a z r ö g t ö n l á t h a t ó , m e r t 0 S l u 0 s . , = 
= 0 s , u s 2 u g y a n a z m i n t ( l á s d a 3 l á b j e g y z e t e t ) 0 [ ( s , ] j и 0 f ( s , ] j = 0 [ ( s , и s , | | 
( m i v e l 0 S a z ( s j i d e á l t o s z t á l y k é n t t a r t a l m a z ó l e g k i s e b b k o n g r u e n c i a r e l á c i ó ) . 
E z a z e g y e n l ő s é g , m i n t i s m e r e t e s ( l á s d [4 ] ) , á l t a l á n o s é r v é n y ű , í g y e z e n s p e c i á -
l i s e s e t b e n i s a l k a l m a z h a t ó . 
4
 Egy hálót egyszerűnek nevezünk, ha csak triviális kongruenciarelációi vannak. 
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L á s s u k b e , h o g y П 0 , , 3 = = 0 » ] П % . V a l ó b a n , h a x =y (0Slf\ 0sj), a k k o r 
x = y(0S[), e z é r t ( x n y ) u s í = x u y ( s i ^ s i ) . M á s r é s z t x=y(0s) i s f e n n á l l , 
s e b b ő l s j = ( x и y) fi s[ = ( x n y ) П s[ (0S), í g y a l k a l m a s s ^  So-vel s i = [ ( x n y ) n 
n s i ] и s . M i v e l s ^ s,' i g a z , e z é r t s^s, n s 2 , é s ( x n y) U s = ( x n y) U [ ( x n y) П s i ] U s = 
( x n y) U s i = x и y, v a g y i s x = y (0Sl n 0 s 2 ) a k k o r é s c s a k a k k o r k ö v e t k e z i k 
b e , h a a l k a l m a s s E ^ r i s J e l e m m e l ( x n >') U s = x и y , a m i a z 1 . t é t e l ( у ) 
f e l t é t e l e s z e r i n t e k v i v a l e n s a z z a l , h o g y s t h s 2 s t a n d a r d , t o v á b b á , h o g y 
03, П 0s, = @s,ns2~ 
V é g ü l a s t a n d a r d e l e m e k a l k o t t a r é s z h á l ó d i s z t r i b u t í v i t á s a n y i l v á n v a l ó , 
m e r t m i n t l á t t u k e z a h á l ó i z o m o r f 0(L) e g y r é s z h á l ó j á v a l , a m e l y s z ü k s é g -
k é p p d i s z t r i b u t í v . 
A z 1. l e m m á t s t a n d a r d i d e á l o k r a v a l a m i v e l é l e s e b b f o r m á b a n t u d j u k 
k i m o n d a n i . 
2 . LEMMA: A standard ideálok az L háló ideáljait hálójának И -re 
nézve komplett, И -végtelen disztributív részhálóját alkotják és az 5—» 0 [5] 
megfeleltetés и -komplett izomorfizmus az S standard ideálok és a hozzájuk 
tartozó 0 [5] kongruenciarelációk között. 
BIZONYÍTÁS: AZ 1. l e m m a m i a t t e l e g e n d ő m á r c s a k a k o m p l e t t s é g r e é s 
v é g t e l e n d i s z t r i b u t í v i t á s r a v o n a t k o z ó á l l í t á s o k a t b e l á t n u n k . 
| J S „ n y i l v á n s t a n d a r d i d e á l , m e r t b á r m e l y / i d e á l t i s t e k i n t j ü k , U S „ U / 
a a 
v a l a m e l y x e l e m é h e z k i v á l a s z t h a t ó a z S„ i d e á l o k k ö z ü l v é g e s s o k ú g y , h o g y 
U Sa.\JÍ. L á t t u k a z o n b a n , hogy (JS„.standard i d e á l , í g y x = - - s и и sEU-Я, c z 
г— 1 ' ,'=1 ' l i 1 
U Sa, а a m i а 2 . t é t e l (ß') f e l t é t e l e m i a t t é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y U S „ 
a ) cc 
s t a n d a r d i d e á l , v a g y i s a s t a n d a r d i d e á l o k h á l ó j a и - r e n é z v e k o m p l e t t . 
A 0 [ ( J ^ U 0 [ S « ] r e l á c i ó f e n n á l l t e t s z ő l e g e s i d e á l o k r a ( l á s d [4 ] ) , t o v á b b á 
a a 
@ ( L ) - b e n é r v é n y e s a z и - v é g t e l e n d i s z t r i b u t í v i t á s , e z p e d i g и - k o m p l e t t r é s z -
h á l ó - t a r t ó t u l a j d o n s á g s e z z e l a 2 . l e m m á t b i z o n y í t o t t u k . 
3 . LEMMA: Standart elem (ideál) homomorf képe is standard. 
BIZONYÍTÁS: A z . á l l í t á s a s t a n d a r d e l e m ( i d e á l ) d e f i n í c i ó j á b ó l n y i l v á n v a l ó . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a 3 . l e m m a m e g f o r d í t á s a n e m i g a z , a z a z a l k a l m a s 
h á l ó n a k l e h e t o l y a n h o m o m o r f k é p b e l i s t a n d a r d e l e m e , m e l y n e k e g y e t l e n i n v e r z 
k é p e s e m s t a n d a r d ( l á s d 7 . § 2 . p é l d a ) . 
4 . LEMMA: Ha az S standard ideálnak az I ideállal való metszete és 
egyesítése is föideál, akkor I szintén föideál. 
•"> Azaz korlátlanul fennáll az S П |J Sn (J (S П Sa) egyenlőség. 
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BIZONYÍTÁS: L e g y e n S n i=(b] é s 5 и / = ( Ű J ; а 2 . t é t e l ( / ? ' ) f e l t é t e l e 
a l a p j á n e k k o r s и x ( s £ S , x £ 7 ) . Á l l í t j u k , h o g y / = ( х и 6 ] . V a l ó b a n , l e g y e n 
w>xub é s í v 6 / . E k k o r ( û ] 5 S u ( i v ] 3 S u ( ï U ô ] 2 S u ( x ] = ( a ] , a z a z 5 и (ívj = 
= S и ( x и ó ] , t o v á b b á ( 6 ] = S n S n ( ív ] л ( x и b] P 5 n (b] = (b), a z a z 
S n ( w ] 5 n ( x u é ] . E z u t ó b b i k é t e g y e n l ő s é g v i s z o n t a 2 . t é t e l ( d " ) ( i i * ) 
f e l t é t e l e a l a p j á n a z t j e l e n t i , h o g y ( w ] = ( x и b], í g y w - x и b, a m i v e l a l e m m a 
b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
KOROLLÁRIUM: Ha az L háló S és T standard ideáljainak metszete és 
egyesítése is föideál, akkor S és T szintén föideál. 
A k o r o l l á r i u m a 4 . l e m m á n a k t r i v i á l i s k ö v e t k e z m é n y e . 
5 . LEMMA: Ha s az L háló standard eleme, ekkor az (A] föideálban 
uns szintén standard elem. 
BIZONYÍTÁS: AZ ( a ] f ö i d e á l e l e m e i v a l a m e n n y i e n x n a a l a k b a í r h a t ó k , 
a h o l x v é g i g f u t j a L e l e m e i t . E l é g t e h á t a s t a n d a r d e l e m d e f i n í c i ó j a a l a p j á n 
b e l á t n i , h o g y ( x n а) П [ ( s n а) и (у П aj\ [ ( x П a) n ( s п а ) ] и [ ( x n а) п (у П о ) ] . 
V a l ó b a n , a z i g a z o l a n d ó e g y e n l ő s é g b a l o l d a l á b ó l k i i n d u l v a , ( 1 ) t ö b b s z ö r i a l k a l -
m a z á s á v a l n y e r j ü k , h o g y ( x n а) n [ ( s n а) и ( y n а ) ] ( x n a) n [ ( s u y ) n o ] =  
( x n a) n ( s И y) = ( x n a n s) И ( x n a n y) = [ ( x n a) n ( s n a ) ] U [ (X n a ) n 
n ( y n o ) ] , a m i a z á l l í t á s v o l t . 
4. §. Neutrális elemek és disztributív részhálók 
A b e v e z e t é s b e n e m l í t e t t o k o k m i a t t a s t a n d a r d i d e á l o k a t o l y m ó d o n 
k e l l e t t é r t e l m e z n ü n k , h o g y m a g u k b a f o g l a l j á k a n e u t r á l i s i d e á l o k a t i s é s 
m o d u l á r i s h á l ó b a n e k é t f o g a l o m e g y e z z é k m e g . K i m u t a t j u k , h o g y a s t a n d a r d 
i d e á l o k , s ő t e l e m e k e l e g e t t e s z n e k a k ö v e t k e z ő k i k ö t é s e k n e k : 
6 . LEMMA : Minden neutrális elem (ideál) standard. 
BIZONYÍTÁS: AZ á l l í t á s a d e f i n í c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó . 
I s m e r e t e s G . BIRKHOFF ( l á s d [1 ] 2 8 . o l d . ) a z o n t é t e l e , m e l y s z e r i n t a z 
L h á l ó a e l e m e a k k o r é s c s a k a k k o r n e u t r á l i s , h a a z 1. t é t e l ( d ) ( i ) é s ( i i ) 
f e l t é t e l e i n k í v ü l m é g a z o n f e l t é t e l t i s k i e l é g í t i , h o g y 
( i i i ) a z x — > - x n a l e k é p e z é s L e n d o m o r f i z m u s a . 
E t é t e l b ő l n y i l v á n v a l ó , h o g y 
7 . LEMMA: AZ a standard elem (ideál) akkor és csak akkor neutrális, 
ha ( i i i ) teljesül. 
T o v á b b á v i l á g o s a z i s , h o g y 
8 . LEMMA : Ha az a elem standard az L hálóban és duálisában is, akkor 
a neutrális. 
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i s m e r e t e s t o v á b b á ( l á s d [1 ] 7 9 . o l d . ) , h o g y e g y m o d u l á r i s h á l ó b a n a z 
a e l e m a k k o r é s c s a k a k k o r n e u t r á l i s , h a a z x —• x л a v a g y a z x —» x и a 
m e g f e l e l t e t é s e n d o m o r f i z m u s . E b b ő l n y i l v á n v a l ó a n a d ó d i k a 
9 . LEMMA: Moduláris hálóban minden standard elem neutrális. 
M i v e l m o d u l á r i s h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j a s z i n t é n m o d u l á r i s , e z é r t a 
9 . l e m m á b ó l a d ó d i k a k ö v e t k e z ő 
KOROLLÁRIUM: Moduláris háló minden standard ideálja neutrális. 
A k ö v e t k e z ő 3 . t é t e l a z e l ő z ő l e m m á t n a g y m é r t é k b e n á l t a l á n o s í t j a . H o g y 
a 9 . l e m m á t m é g i s k ü l ö n i g a z o l t u k , a z z a l c s a k k i t ü n t e t e t t s z e r e p é t s z e r e t t ü k 
v o l n a h a n g s ú l y o z n i . 
3 . TÉTEL: Gyengén moduláris6 háló minden standard eleme neutrális. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n a z L h á l ó n a k s s t a n d a r d e l e m e . A 7 . l e m m a a l a p j á n 
e l é g b e l á t n u n k , h o g y a z x — » - x n s l e k é p e z é s e n d o m o r f i z m u s , v a g y a m i e z z e l 
e k v i v a l e n s : s п ( x и y) = ( s n x ) и ( s n y). 
A z e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t v e z e s s ü k b e a z u = s n ( x u y ) é s b = ( s n x ) U 
U ( s n y ) j e l ö l é s e k e t . T e g y ü k f e l , h o g y v a l a m i l y e n x , y £ L - r e a z e l ő b b i e g y e n l e t 
n e m t e l j e s ü l , a z a z a > b. 
E l ő s z ö r b e l á t j u k , h o g y ű и x > ft и x é s а и y > ft U y . T e g y ü k f e l u g y a n i s , 
h o g y e z e k v a l a m e l y i k e p l . t 7 u x > f t u x n e m t e l j e s ü l ; e k k o r a>b m i a t t 
U x = ft и x . T e k i n t s ü k a z s n x x ( ( - ) , n , v ) k o n g r u e n c i á t é s e g y e s í t s ü k e z e n 
k o n g r u e n c i a m i n d k é t o l d a l á t ft-vel, m a j d m e s s ü k el t r - v a l . K a p j u k , h o g y 
( l á s d a l á b j e g y z e t e t ) s n x , x —• ft, a, m e r t f i g y e l e m b e v é v e a é s b j e l e n t é s é t 
a d ó d i k а П ( 6 U (s П x ) ) = а Л b = b é s а n ( f t U x ) = a n (а и x ) a. A g y e n g e 
m o d u l a r i t é s k ö v e t k e z t é b e n e k k o r b,a->u,r, a h o l s n x g u < гШх. M i v e l a z o n -
b a n a,b^s t e h á t a z u t ó b b i h o z z á r e n d e l é s m i a t t t e l j e s ü l u = r(0s), azaz az 
1. t é t e l (7) f e l t é t e l e a l a p j á n v — и и Si ( s t ^ s ) . E k k o r a z o n b a n v = и и st Ш  
Шки и ( s n x ) = и, m e r t f e n n á l l á s á b ó l s , Шs n x a d ó d i k . E z u t ó b b i 
a z o n b a n e l l e n t m o n d á s b a n v a n a z z a l a f e l t e v é s ü n k k e l , h o g y и < r é s í g y 
i g a z o l t u k , h o g y а и x > b и x . H a s o n l ó a n l á t h a t ó b e а U у > b и у. 
E z e k u t á n i g a z o l j u k , h o g y s il (b и x ) , b и x — y а П (b и y), a ; v a l ó b a n , m e s -
s ü k el a z s n (f t U х ) i l l . ft и х e l e m e k e t e l ő s z ö r x - s z e l , s k a p j u k a z s n x é s 
« Azt mondjuk, (lásd [3]), hogy az L háló a, h e lempárjához hozzá van rendelve a 
c, d elempár, jelben <7, b —>• c, d ha alkalmas x , , x 2 , . . . , xn elemekkel teljesülnek a következő 
egyenletek: 
{ . . . / [ / (a U ft) U Xj/ПХо] и Xj / ' n . . •} U х
п
 = с U d, 
{ .. ./[/(a nft)uxn/nxjихз/п.. •} uxn = end. 
Az L hálót gyengén modulárisnak nevezzük (lásd |4]), ha valahányszor a, ft —>• с, d (а > ft,. 
с > d), akkor > ft, S b). 
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x e l e m e k e t . E z u t ó b b i k é t e l e m e t e g y e s í t v e a b и у e l e m m e l a d ó d i k (b и y) U 
u ( s n x ) = ô u y ( m e r t s n x ^ ( s n x ) u ( s n y ) = 6 ^ 6 u y ) é s ( ó u y ) ü x = 
= ó и ( x и у). V é g ü l û - v a l t ö r t é n ő m e t s z é s u t á n e l j u t u n k a z o n ( ó u y ) , i l l . 
[b и ( x U у)] П а = a e l e m e k h e z ( a z u t ó b b i a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y b и ( x и у) ^ 
s s n x и у) о ) . E z z e l a k i v á n t h o z z á r e n d e l é s t b i z o n y í t o t t u k . A g y e n g e 
m o d u l a r i t á s t a l k a l m a z a n d ó m é g b e k e l l l á t n u n k , a h o z z á r e n d e l é s b e n s z e r e p l ő 
e l e m p á r o k k ü l ö n b ö z ő s é g é t . F e l t é v e , h o g y af\(b\jy) а,ЬиуШа a d ó d n a s 
í g y auy — buy á l l n a f e n n , e l l e n t é t b e n a m á r b i z o n y í t o t t а и y > b и y - n a l ; 
m á s r é s z t e b b ő l m á r a z i s l á t h a t ó , h o g y s n (b и x ) = b и х s e m l e h e t , m e r t e z 
e l l e n t m o n d a n a a m á r b i z o n y í t o t t s n (b и x ) , b U x —» a n Çb и y), a h o z z á r e n d e -
l é s n e k . A g y e n g e m o d u l a r i t é s a l a p j á n t e h á t l é t e z i k o l y a n z, w e l e m p á r , m e l y 
k i e l é g í t i a z s n ( 6 U x ) ^ z < w^b U х e g y e n l ő t l e n s é g e k e t é s a n (b U у), a —• z, w. 
U g y a n ú g y , m i n t a z e l ő z ő k b e n , e z e n r e l á c i ó b ó l i s z = w(0s) a d ó d i k , t e h á t 
w =z и s' (s' ^s). A z o n b a n iv ^ b U x m i a t t s ' ^ s n ( ó u x ) , m e r t s ^a>.b t e h á t 
w = z U z U ( s n (b и x ) ) = z, a m i e l l e n t m o n d ív > z-nek. E l l e n t m o n d á s r a 
v e z e t e t t t e h á t a z a > b f e l t é t e l s í g y a 3 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
1. KOROLLÁRIUM: Ha az L háló ideáljainak £ hálója gyengén moduláris, 
akkor L minden standard ideálja neutrális. 
2. KOROLLÁRIUM: Relatív komplementumos háló minden standard eleme 
neutrális. 
A z e l s ő k o r o l l á r i u m o t b i z o n y í t a n d ó a l k a l m a z n u n k k e l l a 3 . t é t e l t a z L 
h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j á r a , £ - r e . A m á s o d i k k o r o l l á r i u m e g y s z e r ű e n a b b ó l a 
t é n y b ő l a d ó d i k , h o g y m i n d e n r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s h á l ó g y e n g é n m o d u -
l á r i s ( l á s d [4 ] ) . 
A n e u t r á l i s e l e m e t a z z a l a t u l a j d o n s á g g a l d e f i n i á l t u k , h o g y b á r m e l y k é t 
e l e m m e l e g y ü t t d i s z t r i b u t i v r é s z h á l ó t g e n e r á l . A n a l ó g á l l í t á s t t a r t a l m a z a 
s t a n d a r d e l e m e k r e v o n a t k o z ó l a g a 
4 . T É T E L : Legyen az L hálónak sx és S2 standard eleme. Ekkor az 
J s , , s.>, x} részháló disztributiv minden x Ç L-re. 
BIZONYÍTÁS: O . O R E [6 ] c i k k é b e n k i m u t a t t a , h o g y e g y h á l ó y, z é s w 
e l e m e i a k k o r é s c s a k a k k o r g e n e r á l n a k d i s z t r i b u t i v r é s z h á l ó t , l i a y, z é s iv 
m i n d e n a, b, с p e r m u t á c i ó j á r a f e n n á l l a n a k a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő s é g e k : 
(2) a n (b и с) = (a n b) и (a n c), 
(3) üü (énc ) = (űUft)n(úü c), 
(4) (a n b) и (a n с) и (b П c) = (a U b) n (a и с) n (b и с). 
H a s p e c i á l i s a n a z y==su z = s 2 , w = x e l e m e k e t v i z s g á l j u k , a k k o r a ( 2 ) 
e g y e n l e t , m i v e l b v a g y с s t a n d a r d , a s t a n d a r d i d e á l d e f i n í c i ó j a m i a t t f e n n á l l . 
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( 3 ) - a t i g a z o l a n d ó , e l é g a z a = s , h e l y e t t e s í t é s t e l v é g e z n i a z 1. t é t e l ( d ) f e l -
t é t e l e m i a t t . A b — Si, с s2 e s e t i s k ö n n y e n k i s z á m í t h a t ó . V é g ü l b e l á t j u k a 
( 4 ) e g y e n l e t t e l j e s ü l é s é t . F e l h a s z n á l v a , h o g y a z 1. l e m m a a l a p j á n S j ó s . é s 
Sj U So i s s t a n d a r d e l e m e k , t o v á b b á a z 1. t é t e l ( a ) , ( d ) f e l t é t e l e i n e k i s m é t e l t 
a l k a l m a z á s á v a l a d ó d i k , h o g y ( S j n s.j) и (.s, n x) и ( s 2 n x ) = ( s : n s2) и [(x, и s , ) n x ] = 
- [ ( s , n So) U ( s , и So)] n [(s, n s,) и x] = (s, и So) n ( s , U x) n (s., и х ) , a m i a b i z o n y í -
t a n d ó v o l t . 
5 . § . Standard ideálok é s homomorfizmusmagok 
H a a z s e l e m s t a n d a r d , a k k o r a z 1 . t é t e l ( - / ) f e l t é t e l é b ő l a z o n n a l a d ó -
d i k , h o g y L / ( s ] ^ [ s ) . K é r d é s , h o g y m i m o n d h a t ó a b b a n a z e s e t b e n , l i a a 
v i z s g á l t s t a n d a r d i d e á l n e m f ö i d e á l . 
5 . T É T E L : Legyen az L hálónak S standard ideálja. Ekkor az L S háló 
ideáljainak hálója izomorf t-nek [A, L\ intervallumával, s így az [S, L] inter-
vallum izomorf iától eltekintve meghatározza LiS-et. 
BIZONYÍTÁS: M i n d e n Кé [ S , LJ , L - b e l i i d e á l n a k f e l e l t e s s ü k m e g L/S a z o n 
i d e á l j á t , m e l y b e К az L —• L/S h o m o m o r f i z m u s n á l á t m e g y . E z a l e k é p e z é s 
n y i l v á n h o m o m o r f , í g y e l é g k i m u t a t n i , h o g y h a JziJidS, a k k o r I é s J a z 
L —*• L/S l e k é p e z é s n é l n e m e s i k e g y b e . V a l ó b a n , h a m i n d e n x £ l-hez l e n n e 
o l y a n y ^ J , h o g y x = y ( 0 [ S ] ) á l l n a f e n n , a k k o r ( x n y ) u s = xuj> t e l j e s ü l n e ' 
v a l a m i l y e n s^S-re. E k k o r a z o n b a n xny é s s£j-bői x u y £ j a d ó d i k , v a g y i s 
/ J á l l n a f e n n , e l l e n t é t b e n f e l t e v é s ü n k k e l . 
A t é t e l u t o l s ó á l l í t á s a a z o n i s m e r t t é n y b ő l a d ó d i k , h o g y e g y h á l ó t i d e á l -
j a i n a k h á l ó j a i z o m o r f i á t ó l e l t e k i n t v e e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a , m i v e l e g y 
h á l ó i z o m o r f i d e á l h á l ó j á n a k a l u l r ó l e l é r h e t e t l e n e l e m e i a l k o t t a h á l ó j á v a l 
( A . KOMATU e r e d m é n y e , l á s d r é s z l e t e s e b b e n [1 ] , 6 4 . o l d . ) . 
K ö v e t k e z ő k b e n e g y s z e r ű f e l t é t e l t a d u n k m e g a r r a , h o g y e g y h á l ó m i n -
d e n h o m o m o r f i z m u s m a g j a s t a n d a r d i d e á l l e g y e n . 
6 . T É T E L : На az L 0-elemes hálóban minden [ 0 , a] intervallum komple-
mentumos, akkor L minden homomorfizmusmagja standard. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n a z L h á l ó n a k I e g y h o m o m o r f i z m u s m a g j a . T e k i n t s ü k 
a 0 [ / ] k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t é s l e g y e n a = b ( 0 [ / ] ) (a>b,a,b£ L). F e l t e v é s ü n k 
s z e r i n t a [0 , n ] i n t e r v a l l u m k o m p l e m e n t u m o s , t e h á t l é t e z i k e g y o l y a n b' e l e m , 
m e l y r e bnb'^ 0 é s bub' -— a. F e l t e t t ü k , h o g y a = b(©[/]), t e h á t ó ' = a n ó ' = 
6 n 6 ' = O ( 0 [ / ] ) s m i v e l / h o m o m o r f i z m u s m a g , k ö v e t k e z i k b'^I. E z a z o n b a n 
b'\jb = a m i a t t a z 1 . t é t e l (*/) f e l t é t e l e s z e r i n t é p p e n a z t j e l e n t i , h o g y I s t a n -
d a r d i d e á l . 
« 
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A z e l ő z ő b i z o n y i t á s k i s m ó d o s í t á s s a l m e g i s m é t e l h e t ő , h a L - r ö l a z t 
t e s s z ü k f e l , h o g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s , a z a z é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő 
1. KOROLLÁRIUM: AZ L relatív komplementumos háló minden homomor-
fizmusmagja standard. 
A 6 . t é t e l t a 9 . l e m m á v a l ö s s z e v e t v e a d ó d i k G . BIRKHOFF i s m e r t t é t e l e : 
2 . KOROLLÁRIUM: Komplementumos moduláris hálóban egy-egyértelmü 
megfeleltetés van a homomorfizmusmagok és neutrális ideálok között. 
I ly m ó d o n a 6 . t é t e l BIRKHOFF e z e n t é t e l e á l t a l á n o s í t á s á n a k t e k i n t h e t ő . 
BIRKHOFF t é t e l e á l t a l á n o s í t h a t ó ú g y i s , h o g y a z 6 . t é t e l t n e m a 9 . l e m m á v a l , 
h a n e m a z á l t a l á n o s a b b 3 . t é t e l l e l v e t j ü k e g y b e . 
E z u t á n r á t é r ü n k e g y SHIH—CHIANQ WANG-tól [9J s z á r m a z ó t é t e l á l t a -
l á n o s í t á s á r a . 
7 . T É T E L : AZ L relatív komplementumos 0 és 1 elemes háló kongruencia-
relációnak hálója akkor és csak akkor Boole-algebra, ha minden standard 
ideálja föideál. 
BIZONYÍTÁS: E l e g e n d ő s é g . I s m e r e t e s , h o g y r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s 
h á l ó b a n m i n d e n / i d e á l l e g f e l j e b b e g y k o n g r u e n c i a r e l á c i ó n á l — t i . © [ / ] - n é l — 
a l k o t o s z t á l y t . A 6 . t é t e l é s f e l t é t e l ü n k a l a p j á n m i n d e n / h o m o m o r f i z m u s m a g 
s t a n d a r d f ő i d e á i , /=--- ( s ] s í g y 0 [ / ] = © s . s a 3 . t é t e l 2 . k o r o l l á r i u m a a l a p j á n 
n e u t r á l i s s í g y k o m p l e m e n t u m a s' i s a z , t e h á t 0S П 0.e = 0 4 ( y = @ „ é s 0» и 0S'= 
©«,«• 0, v a g y i s (-) k o m p l e m e n t u m a © , - n e k , a z a z 0(L) v a l ó b a n k o m p l e -
m e n t u m o s . 
S z ü k s é g e s s é g . A r e l a t í v k o m p l e m e n t u m o s s á g k ö v e t k e z t é b e n ( 6 . t é t e l 
1. k o r o l l á r i u m ) L m i n d e n k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a 0 [ S ] a l a k ú , a h o l 5 s t a n d a r d 
i d e á l . L e g y e n 0 [ S ] k o m p l e m e n t u m a 0[T], e k k o r © [ 5 ] и 0[T] = @ [ S u T]= 
= @ [ ( l j ] é s 0 [ S ] n 0(T] = 0 [ 5 n T] = 0 [ ( O ] ] . M i v e l a z o n b a n S, T s í g y S n T 
é s S u f s z i n t é n s t a n d a r d i d e á l o k , t e h á t s z ü k s é g k é p p e n S n T ( 0 ] é s SüT = 
( 1 ] , a m i a 4 . l e m m a k o r o l l á r i u m á n a k a l a p j á n m a g a u t á n v o n j a , h o g y S é s T 
f ö i d e á l o k . E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
6. §. Izomorfia tételek, Zassenhaus lemma 
E b b e n a p a r a g r a f u s b a n a k é t i z o m o r f i a t é t e l t s e n n e k n é h á n y k ö v e t k e z -
m é n y é t n é z z ü k m e g . 
8 . T É T E L : (Standard ideálok első izomorfia tétele). Legyen adott az L 
háló S standard ideálja, s egy tetszőleges 1 ideálja. Ekkor InS standard ideál 
l-ben, mint hálóban és 
lüS'S- l/In S. 
» 
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BIZONYÍTÁS: AZ 5 . l e m m á t a l k a l m a z v a a z L h á l ó i d e á l j a i n a k h á l ó j á r a 
a d ó d i k e l s ő á l l í t á s u n k . A m a r a d é k á l l í t á s p e d i g s p e c i á l i s e s e t e a z e l s ő á l t a -
l á n o s i z o m o r f i a t é t e l n e k ( l á s d RÉDEI [7 ] ) . 
9 . T É T E L : (Standard ideálok második izomorfia tétele). Legyen adva az 
L hálónak S ideálja és T standard ideálja, s teljesüljön ST> T. S akkor és 
esők akkor standard, ha S/T standard ideálja LjT-nek. Ekkor 
BIZONYÍTÁS: H a S s t a n d a r d , a k k o r a 3 . l e m m a s p e c i á l i s e s e t e k é n t a d ó d i k , 
h o g y S/T s t a n d a r d L / 7 - b e n . M e g f o r d í t v a , l e g y e n S/T s t a n d a r d L/T-ben. 
K i m u t a t j u k , h o g y 5 - r e t e l j e s ü l a 2 . t é t e l ( / " ) f e l t é t e l e . M i n t a h o g y a z 1. t é t e l 
, , ( / Í ) - b ó l k ö v e t k e z i k ( у ) " r é s z é b ő l l á t h a t ó , e h h e z e l é g b e l á t n i , h o g y x ~ y ( 0 [ 5 ] ) 
é s x ^ y f e n n á l l á s a e s e t é n m i n d e n « - r a x r u / = y n « ( 0 [ 5 ] ) . j e l ö l j e a' 
a z a e l e m h o m o m o r f k é p é t a z L~L/T h o m o m o r f i z m u s n á l . M i v e l x' = 
- y ' ( 0 [ 5 / 7 ] ) é s 5 / 7 s t a n d a r d L/T-ben, e z é r t a l k a l m a s s' E 5 / 7 - v e l f e n n á l l 
x ' n и ' = = ( у ' Л и') U s': L é v é n 7 s t a n d a r d L - b e n , e b b ő l х г ш = - [ ( y n » ) u s ] u / ( / E T) 
a d ó d i k , a m i a z s , s и té j e l ö l é s s e l a b i z o n y í t a n d ó xnn - (yr\u)ösu s, £ S 
á l l í t á s b a m e g y á t . M e g j e g y e z z ü k , h o g y a b i z o n y í t á s s o r á n e r ő s e n t á m a s z k o d -
t u n k a r r a a z á l l í t á s r a , h o g y 0 [ 5 / 7 ] k o n g r u e n c i a o s z t á l y a i é p p 0 [ 5 ] k o n g -
r u e r i c i a o s z t á l y a i n a k h o m o m o r f k é p e i . 
T u d j u k , h o g y a k é t i z o m o r f i a t é t e l n e k k ö z v e t l e n f o l y o m á n y a a Z a s s e n h a u s 
l e m m a . A 3 . § l e m m á i b ó l u g y a n ú g y b i z o n y í t h a t ó , m i n t c s o p o r t o k e s e t é n [ 7 ] - b e n 
t ö r t é n i k . 
ZASSENHAUS LEMMA: Legyen az L hálónak / és К ideálja, továbbá S 
standard ideálja I-nek és T standard ideálja K-nak. Ekkor 5u(/n7) standard 
ideálja S\j(fC\K)-nak és Tu(KnS) standard ideál 7 u ( / n K)-ban, továbbá 
fennáll az 
izomorfizmus. 
A J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r t é t e l m e g f o g a l m a z á s a v é g e t t b e v e z e t j ü k a 
k ö v e t k e z ő f o g a l m a t : 
3 . DEFINÍCIÓ: Az L háló ideáljainak valamely 
sorozatát az [/„, l j intervallum n hosszúságú standard-sorozatának nevezzük, 
ha lj standard ideál f ,-ben (j— 1 , 2 , . . . , n). Valódinak nevezzük a standard-
sorozatot, ha „ 2 2 " helyett mindenütt „zd" szerepel. Végül kompozíció-sorozat-
nak nevezzük minden olyan L és /„ közti valódi standard-sorozatot, melynek 
nincs tőle különböző standard-sorozat finomítása az [/„, /0] intervallumban. 
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J O R D A N — H O L D E R — S C H R E I E R T É T E L : AZ L háló bármely két, [/„, I„\ inter-
vallumbeli standard-sorozata finomítható úgy, hogy a két finomított sorozat 
hossza megegyezik, s továbbá a két sorozat faktorhálói sorrendtől eltekintve 
páronként izomorfok. Továbbá, ha ' a tekintett intervallumban létezik kompo-
zíció-sorozat, akkor minden standard-sorozat kompozíció-sorozattá finomítható. 
E z e n á l l í t á s o k u g y a n ú g y k ö v e t k e z n e k a Z a s s e n h a u s l e m m á b ó l , m i n t 
a h o g y a z c s o p o r t o k n á l , g y ű r ű k n é l s z o k á s o s ( l á s d p l . [ 7 ] ) . 
É r d e k e s , h o g y a s t a n d a r d i d e á l o k Z a s s e n h a u s l e m m á j a a z i z o m o r f i a 
t é t e l e k n é l k ü l i s k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó . A r é s z l e t e k r e i t t n e m t é r ü n k k i , c s u -
p á n m e g j e g y e z z ü k , h o g y a z 5 . t é t e l k ö v e t k e z m é n y e k é n t e l é g s t a n d a r d e l e m e k r e 
i g a z o l n i a z á l l í t á s t , a m e l y s p e c i á l i s e s e t b e n e z m á r n e m o k o z k ü l ö n l e g e s 
n e h é z s é g e k e t . 
7. §. Ellenpéldák és problémák 
1. A d o l g o z a t e l s ő r é s z é b e n m u t a t t u n k p é l d á t o l y a n h á l ó r a , a m e l y n e k 
l é t e z i k s t a n d a r d i d e á l j a , d e s t a n d a r d e l e m e n i n c s . E p é l d a t e l j e s s é t é t e l é h e z 
a d ó s o k v a g y u n k e g y e g y s z e r ű é s n e m k o r l á t o s h á l ó m e g k o n s t r u á l á s á v a l . 
T e k i n t s ü k a z e g é s z s z á m o k l á n c á n a k d i r e k t s z o r z a t á t a k é t e l e m ű h á l ó v a l ; 
e z e n h á l ó e l e m e i (/?, 0 ) , i l l . ( n , 1 ) a l a k ú a k , a h o l n t e t s z ő l e g e s e g é s z s z á m é s 
0 , i l l . 1 a k é t e l e m ű h á l ó z é r ó , i l l e t v e e g y s é g e l e m e . D e f i n i á l j u k a n y e r t h á l ó -
h o z m é g a z Xn ( n = 0 , + 1 , 2,...) e l e m e k e t , s k ö s s ü k k i a k ö v e t k e z ő r e l á c i ó k 
t e l j e s ü l é s é t : 
х „ и ( л , l ) = x „U ( n + l , 0 ) = ( n - f 1 , 1 ) é s xnn(л, 1 ) x ,n ( / z+ l ,0 ) = ( n , 0 ) . 
A k a p o t t r é s z b e n r e n d e z e t t h a l m a z r ó l ( 1 . á b r a ) k ö n n y ű d i s z k u s s z i ó v a l k i m u -
t a t n i , h o g y e l e g e t t e s z a f e n t i k ö v e t e l m é n y e k n e k . 
2 . P é l d a o l y a n e l e m r e , m e l y n e k h o m o m o r f k é p e s t a n d a r d é s e z e n h o m o -
m o r f k é p b e l i e l e m e g y e t l e n i n v e r z k é p e s e m s t a n d a r d a z e r e d e t i h á l ó b a n . 
T e k i n t s ü k a z x,y,z(y>z) e l e m e k á l t a l g e n e r á l t ö t e l e m ü n e m m o d u l á r i s 
h á l ó t . E b b e n x n e m s t a n d a r d s m é g i s a z y = z r e l á c i ó á l t a l i n d u k á l t h o m o -
m o r f k é p b e n x h o m o m o r f k é p e s t a n d a r d e l e m , s m i v e l x h o m o m o r f k é p é n e k 
e g y e t l e n i n v e r z k é p e x , e z é r t x k í v á n t t u l a j d o n s á g ú e l e m . 
3 . G y e n g é n m o d u l á r i s h á l ó b a n n e m m i n d e n h o m o m o r f i z m u s m a g s t a n -
d a r d i d e á l . E r r e p é l d á t s z o l g á l t a t a 2 . á b r á n l á t h a t ó h á l ó é s a n n a k ( a ] i d e á l j a , 
a m e l y h o m o m o r f i z m u s m a g , d e n e m s t a n d a r d , m i v e l a = 0 - b ó l k ö v e t k e z i k 
y = yn(auz) = yn(Ouz)=- ynz, s m é g i s y — ( y n z ) U ű i n e m á l l h a t f e n n 
s e m m i l y e n а
г
Ш а - г а . 
4. H a a z L h á l ó n a k e g y 5 i d e á l j á r a é r v é n y e s , h o g y b á r m e l y I i d e á l l a l 
5 u / / 5 ~ / / 5 n / , a k k o r 5 - r ő l r ö v i d e n a z t m o n d j u k , h o g y e l e g e t t e s z a z e l s ő 
* 1. ábra 
о 
3. ábra 
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i z o m o r f i a t é t e l n e k . L á t t u k , h o g y a s t a n d a r d i d e á l o k e l e g e t t e s z n e k a z e i s ő 
i z o m o r f i a t é t e l n e k . F o r d í t v a a z o n b a n — m i k é n t a z t a 3 . á b r a ( o ] f ő i d e á l j a 
i l l u s z t r á l j a — n e m m i n d e n , a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l 
s t a n d a r d . A z é r d e k e s s é g k e d v é é r t m e g j e g y e z z ü k , h o g y e z e n p é l d á b a n a z e l s ő 
i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k ( ( 0 ] , (C], (Ű], (b] é s ( 1 ] ) n e m a l k o t j á k a z 
i d e á l o k h á l ó j á n a k r é s z h á l ó j á t . S i k e r ü l t a z o n b a n o l y a n p é l d á t i s a d n i , a h o l e g y , 
a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l n e m s t a n d a r d s a z e l s ő i z o m o r f i a 
t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k m é g i s a z i d e á l o k h á l ó j á n a k r é s z h á l ó j á t a l k o t j á k . 
5 . A m á s o d i k i z o m o r f i a t é t e l i z o m o r f i a - k é p l e t e g y e n g é b b a l a k b a m e g -
f o g a l m a z v a m á r n e m j e l l e m z i a s t a n d a r d i d e á l o k a t , a m e n n y i b e n é r v é n y e s a 
k ö v e t k e z ő : 
L é t e z i k o l y a n L h á l ó , s e n n e k e g y 5 i d e á l j a , ú g y , h o g y S h o m o m o r -
f i z m u s m a g , d e n e m s t a n d a r d i d e á l , t o v á b b á m i n d e n S h o m o m o r f i z m u s m a g r a 
S/T s t a n d a r d i d e á l L / T - b a n é s L/S ~ ^ ^F S/T. 
E z e n á l l í t á s u n k a t a 4 . á b r á n f e l t ü n t e t e t t h á l ó i g a z o l j a . 
V é g ü l n é h á n y m e g o l d a t l a n p r o b l é m á t s z e r e t n é n k f e l s o r o l n i . 
L e h e t a r r a p é l d á t k o n s t r u á l n i , h o g y g y e n g é n m o d u l á r i s * h á l ó i d e á l h á i ó j a 
n e m s z ü k s é g k é p p e n g y e n g é n m o d u l á r i s . í g y a 3 . t é t e l a n a l o g o n j a s t a n d a r d 
i d e á l o k r a n e m m o n d h a t ó k i a u t o m a t i k u s a n a 3 . t é t e l £ - r e v a l ó a l k a l m a z á s á -
v a l . E l l e n b e n , f e l m e r ü l a k é r d é s , h o g y v a j o n e n n e k e l l e n é r e 
1. I g a z - e h o g y g y e n g é n m o d u l á r i s h á l ó k b a n m i n d e n s t a n d a r d i d e á l n e u -
t r á l i s ? M i a h e l y z e t r e l a t i v k o m p l e m e n t u m o s h á l ó k b a n ? 
2 . B e l e h e t b i z o n y í t a n i , h o g y c s ö k k e n ő l á n c f e l t é t e l ü m o d u l á r i s h á l ó k b a n 
m i n d e n e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l s t a n d a r d . M i á l l í t h a t ó g y e n -
g é n m o d u l á r i s h á l ó k b a n ? 
3 . J e l l e m e z z ü k a z e l s ő i z o m o r f i a t é t e l n e k e l e g e t t e v ő i d e á l o k a t l á n c f e l t é t e l 
n é l k ü l i h á l ó k b a n ! 
4 . A 2 . t é t e l ( d ) f e l t é t e l é n e k m e g f e l e l ő e n j e l l e m z i v a j o n a s t a n d a r d i d e -
á l o k a t a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l : 
( d " ) b á r m e l y / é s К f ő i d e á l r a 
(Г) Su(/nA') = (Su/)n(SuA r), 
( i i*) 5n/== SnK é s 5u /=Su /C f e n n á l l á s á b ó l I К a d ó d i k . 
( A z á l l í t á s h e l y e s s é g é t s u g a l l j a a z a t é n y , h o g y a ( d ' ) é s ( d " ) f e l t é t e l 
k ö z ö t t u g y a n a z a k a p c s o l a t , m i n t a 2 . t é t e l ( a ) é s ( « " ) ; ( ,# ' ) é s (fi"), i l l . ( у ) 
é s ( / ' ) f e l t é t e l e i k ö z ö t t . ) 
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A TUDOMÁNYOS MINŐSÍTŐ BIZOTTSÁG HÍREI 
Szép Jenő doktori értekezésének nyilvános vitája 
A T u d o m á n y o s M i n ő s í t ő B i z o t t s á g 1 9 5 7 . s z e p t e m b e r З О - á n r e n d e z t e m e g 
S Z É P JENŐ, a m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a , „ G y ű r ö k e g y ú j b ő v í -
t é s é r ő l " c . d o k t o r i é r t e k e z é s é n e k n y i l v á n o s v i t á j á t a Bolyai János Matematikai 
Társulat h e l y i s é g é b e n . A z é r t e k e z é s o p p o n e n s e i HAJÓS GYÖRGY é s RÉDEI 
LÁSZLÓ a k a d é m i k u s o k , t o v á b b á FUCHS LÁSZLÓ, a m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k 
d o k t o r a , v o l t a k . A v i t á b a n TÚRÁN PÁL a k a d é m i k u s e l n ö k ö l t . 
A j e l ö l t e d d i g i t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á n a k i s m e r t e t é s e u t á n S Z É P JENŐ 
e l ő a d t a d i s s z e r t á c i ó j á n a k t é z i s e i t . 
A z a l g e b r a i s t r u k t ú r á k e l m é l e t é b e n k ö z p o n t i j e l e n t ő s é g ű a z a k é r d é s , 
h o g y h o g y a n l e h e t a z o n o s j e l l e g ű s t r u k t ú r á k b ó l ú j s t r u k t ú r á k a t k o n s t r u á l n i . 
E z z e l a k é r d é s s e l f o g l a l k o z i k a s t r u k t ú r á k b ő v í t é s e l m é l e t e . A b ő v í t é s e l m é l e t 
p r o b l é m á i v a l e d d i g l e g r é s z l e t e s e b b e n a c s o p o r t e l m é l e t b e n f o g l a l k o z t a k , a z o n b a n 
k í v á n a t o s e v i z s g á l a t o k a t m á s s t r u k t ú r a f a j t á k r a i s k i t e r j e s z t e n i . 
C s o p o r t o k e s e t é b e n a z ú n . Z a p p a — S z é p - f é l e b ő v í t é s p r o b l é m á j a a k ö v e t -
k e z ő : L e g y e n a d v a k é t A' é s B' c s o p o r t . M e g h a t á r o z a n d ó a z ö s s z e s o l y a n 
G c s o p o r t , a m e l y r e G = AB, a h o l A^A',B^B'. E p r o b l é m á t ZAPPA, 
CASADIO, RÉDEI é s S Z É P t e l j e s e n m e g o l d o t t á k . S z á m o s e r e d m é n y i s m e r e t e s 
t o v á b b á a f a k t o r i z á l h a t ó , a z a z Z a p p a — S z é p - f é l e b ő v í t é s s e l e l ő á l l ó c s o p o r t o k 
s z e r k e z e t é r e é s e b ő v í t é s e l m é l e t n e k a l k a l m a z á s a i r a v o n a t k o z ó a n . A f e n t i b ö v í -
t é s p r o b l é m a é r d e k e s s p e c i á l i s e s e t e a z , a m i k o r Au В 1 . E n n e k a p r o b l é -
m á n a k g y ü r ü e l m é l e t i a n a l o g o n j á v a l f o g l a l k o z i k S Z É P d i s s z e r t á c i ó j a . 
L e g y e n A ' é s B ' k é t t e t s z ő l e g e s g y ű r ű . M e g h a t á r o z a n d ó a z ö s s z e s o l y a n 
R g y ű r ű , a m e l y r e 
(1) R^A + B, 
a h o l A ^ A' é s В ^ В a z R g y ű r ű r é s z g y ű r ű i s a + j e l a g y ű r ű k a d d i t í v 
c s o p o r t j á n a k d i r e k t ö s s z e g é t j e l ö l i . A d o l g o z a t f ő e r e d m é n y e e p r o b l é m a m e g -
o l d á s a . A s z e r z ő b i z o n y o s k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k s e g í t s é g é v e l A ' - b ő l é s 
ß ' - b ö l e g y R k é t m ű v e l e t e s s t r u k t ú r á t k o n s t r u á l , s m e g a d j a a n n a k s z ü k s é g e s 
é s e l e g e n d ő f e l t é t e l é t , h o g y R g y ű r ű l e g y e n , s t e l j e s ü l j ö n a z ( 1 ) d i r e k t f e l -
b o n t á s . A d o l g o z a t a z i z o m o r f i z m u s p r o b l é m á j á t i s m e g o l d j a , m e g a d v a a n n a k 
s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l é t , h o g y a z A' é s B' g y ű r ű k b ő l k o n s t r u á l t ( 1 ) -
n e k e l e g e t t e v ő R é s R' g y ű r ű k i z o m o r f o k l e g y e n e k . A s z e r z ő a k o n s t r u k c i ó -
b a n s z e r e p l ő f ü g g v é n y e k v i z s g á l a t á v a l f o g l a l k o z v a , a z o k n a k s z á m o s f o n t o s 
t u l a j d o n s á g á t m u t a t j a k i , t o v á b b á f e l v i l á g o s í t á s t a d / ? - n e k A - b a n é s ß - b e n 
f o g l a l t l e g n a g y o b b b a l - , i l l . j o b b i d e á l j a i r ó l . F o n t o s m e g á l l a p í t á s t t a r t a l m a z 
a z a t é t e l , a m e l y s z e r i n t a s z e r e p l ő f ü g g v é n y e k e t e l e g e n d ő i s m e r n i a z A' é s 
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B ' g y ü r ü k a d d i t i v c s o p o r t j a i n a k g e n e r á t o r e l e m e i r e . A d o l g o z a t t o v á b b i r é s z e i 
a l k a l m a z á s o k r ó l é s á l t a l á n o s í t á s o k r ó l s z ó l n a k . 
A j e l ö l t e l ő a d á s a u t á n a z o p p o n e n s e k i s m e r t e t t é k v é l e m é n y ü k e t . HAJÓS 
GYÖRGY a k a d é m i k u s m i n d e n e k e l ő t t A c s o p o r t o k é s g y ü r ü k b ő v í t é s e l m é l e t é n e k 
v i s z o n y á t f e j t e g e t i . R á m u t a t a r r a a t é n y r e , h o g y i n i g a z ö s s z e a d á s k o m m u -
t a t i v i t á s a a p r o b l é m á t l e e g y s z e r ű s í t i , a m á s i k g y ü r ü m ü v e l e t m á s t e r m é s z e t ű 
n e h é z s é g e k e t o k o z . S Z É P t é m a v á l a s z t á s á t é r d e k e s n e k é s ú j s z e r ű n e k t a r t j a . M e g -
j e g y z i , h o g y a d o l g o z a t b a n a p r o b l é m a f e l v e t é s s o k r é t ű , d e n e m d e r ü l k i , h o g y 
a s z e r z ő m i é r t é p p e n e z e k e t a k é r d é s e k e t v i z s g á l j a , s h o g y e k é r d é s e k v i z s g á -
l a t a s o r á n m i é r t n e m m e g y t o v á b b . B á r a s z e r z ő n e m t ö r e k s z i k a t e l j e s s é g r e , 
a z e l é r t e r e d m é n y e k é r d e k e s p á r h u z a m o t m u t a t n a k b e a c s o p o r t e l m é l e t i é s a 
g y ü r ü e l m é l e t i t é m a k ö z ö t t . 
RÉDEI LÁSZLÓ a k a d é m i k u s h a n g s ú l y o z z a A v i z s g á l a t o k a k t u á l i s v o l t á t é s 
é r d e k e s s é g é t . K i e m e l i , h o g y a s z e r z ő f i g y e l e m r e m é l t ó n a g y á l t a l á n o s s á g ú 
t é t e l e k e g é s z s o r o z a t á t n y e r i , a m e l y e k n e k b i z o n y í t á s a , a z a n a l ó g i a e l l e n é r e i s , 
a c s o p o r t e l m é l e t i p r o b l é m a m e g o l d á s á b a n h a s z n á l t m ó d s z e r e k t ő l e l ü t ő e l j á r á -
s o k a t i g é n y e l . H i á n y o l j a , h o g y a s z e r z ő m e g e l é g s z i k a m i n é l n a g y o b b á l t a -
l á n o s s á g ú m e g á l l a p í t á s o k k a l , s n e m t ö r e k s z i k a s p e c i á l i s e s e t e k v i z s g á l a t á r a . 
A d o l g o z a t t á r g y a l á s á t v i l á g o s n a k t a r t j a , b á r m e g e m l í t i a m e g f o g a l m a z á s n é h á n y 
h i á n y o s s á g á t . 
F U C H S LÁSZLÓ p r o f e s s z o r b í r á l a t á b a n m e g á l l a p í t j a , h o g y A d o l g o z a t 
é r t é k e s ú t t ö r ő m u n k á t k e z d e m é n y e z e t t a g y ü r ü k b ő v í t é s é n e k e g y i k t e r ü l e t é n . 
A S z É P - f é l e k o n s t r u k c i ó v a l k a p c s o l a t o s p r o b l é m á k a t k é t k é r d é s k ö r b e n c s o p o r -
t o s í t j a : a z e g y i k , e g y R g y ű r ű a d o t t f e l b o n t á s á b ó l é s a k o m p o n e n s e k t u l a j -
d o n s á g a i b ó l a z R g y ű r ű s z e r k e z e t é r e k ö v e t k e z t e t n i , a m á s i k p e d i g , a d o t t k o m -
p o n e n s e k b ő l a z ö s s z e s R-t к e l ő á l l í t á s á r a t ö r e k e d n i . B á r h a n g s ú l y o z z a , h o g y 
i l y e n ú j s z e r ű k e z d e m é n y e z é s t ő l n e m k é r h e t ő s z á m o n , h o g y s o k , a z e r e d -
m é n y e k k e l k ö z v e t l e n k a p c s o l a t b a n l e v ő k é r d é s r e n e m t e r j e d k i , m é g i s s a j n á -
l a t o s n a k t a r t j a , h o g y a s z e r z ő s z i n t e k i z á r ó l a g a m á s o d i k k é r d é s k ö r r e l f o g l a l -
k o z i k . V é l e m é n y e s z e r i n t a z e l s ő k é r d é s k ö r i s s z á m o s m é l y e r e d m é n y e l é r é s é r e 
n y ú j t a l k a l m a t . 
A d o l g o z a t o t m i n d h á r o m o p p o n e n s d o k t o r i d i s s z e r t á c i ó k é n t v a l ó e l f o g a -
d á s r a a j á n l j a . 
E z u t á n S Z É P J E N Ő v á l a s z o l t a z o p p o n e n s e k b í r á l a t á r a . E l ő s z ö r A d o l g o z a t 
a m a h i á n y o s s á g á v a l k a p c s o l a t o s o p p o n e n s i m e g j e g y z é s e k r e r e f l e k t á l t , h o g y a 
d o l g o z a t a f e l v e t e t t p r o b l é m a k ö r h ö z t a r t o z ó p r o b l é m á k n a k c s a k e g y r é s z é v e l 
f o g l a l k o z i k , é s s o k , a t á r g y h o z s z o r o s a n k a p c s o l ó d ó k é r d é s t m e g s e m e m l í t . 
R é s z l e t e s e n k i f e j t e t t e , h o g y a d o l g o z a t t á r g y á v a l k a p c s o l a t b a n m i é r t k e l l e t t 
m a g á t s z i g o r ú a n c s u p á n k é t p r o b l é m a k ö r r e k o r l á t o z n i a . H a n g s ú l y o z t a a z o n b a n 
— a m i e g y é b k é n t d o l g o z a t á b ó l i s k i v i l á g l i k — , h o g y a t o v á b b i a k b a n s z i s z -
t e m a t i k u s a n t o v á b b k í v á n h a l a d n i , e l s ő s o r b a n a z a n a l ó g c s o p o r t e l m é l e t i p r o b -
l é m a v i z s g á l a t á b a n k i a l a k u l t s o r r e n d n e k m e g f e l e l ő e n . E z u t á n s o r r a v e t t e a z 
o p p o n e n s e k e g y e s b í r á l ó m e g j e g y z é s e i t . E z e k e g y r é s z é v e ! e g y e t é r t e t t , a t ö b -
b i e k k e l k a p c s o l a t b a n k i f e j t e t t e s a j á t f e l f o g á s á t . — A z o p p o n e n s e k S Z É P J E N Ő 
v á l a s z á t e l f o g a d t á k . 
E z u t á n a h o z z á s z ó l á s o k r a k e r ü l t s o r . RÉDEI LÁSZLÓ i l l u s z t r á l ó p é l d á t k é r t 
a j e l ö l t t ő l , h o g y a d i s s z e r t á c i ó r é s z l e t e i t n e m i s m e r ő j e l e n l e v ő k s z á m á r a i s 
v i l á g o s l e g y e n a k o n s t r u k c i ó . S Z É P J E N Ő m u t a t i l y e n p é l d á t . E s o r o k í r ó j a a 
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t e r m i n o l ó g i a k é r d é s é h e z s z ó l t h o z z á , s r á m u t a t o t t a S z É P - f é l e k o n s t r u k c i ó 
j e l e n t ő s é g é r e a g y ü r ü k s t r u k t ú r a e l m é l e t e s z e m p o n t j á b ó l . V é g ü l k é t e l i n t é z h e t ő -
n e k l á t s z ó p r o b l é m á t v e t e t t f e l . SZENDREI JÁNOS k a n d i d á t u s m e g j e g y e z t e , h o g y 
i g e n h a s z n o s n a k l á t j a a j e l ö l t á l t a l v i z s g á l t p r o b l é m á k t á r g y a l á s á b a n a d u p -
l a l e k é p e z é s e k h a s z n á l a t á t , t o v á b b á m e g k é r d e z t e , h o g y a j e l ö l t d i s s z e r t á c i ó j á b a n 
m i é r t n e m t á r g y a l j a a p r o b l é m a á l t a l á n o s e s e t é t . M i u t á n c s a k SZENDREI 
k é r d é s e i g é n y e l t v á l a s z t , a j e l ö l t m e g j e g y e z t e , h o g y a z á l t a l á n o s e s e t l e t á r -
g y a l á s á v a l v á r n i a k e l l a d d i g , a m í g m e g f e l e l ő p é l d á k n e m á l l n a k r e n d e l k e z é s é r e . 
A v i t a e r e d m é n y e k é n t A b í r á l ó b i z o t t s á g m e g á l l a p í t o t t a , h o g y S Z É P JENŐ 
d i s s z e r t á c i ó j a a z a b s z t r a k t a l g e b r a e g y i k f o n t o s p r o b l é m a k ö r é v e l f o g l a l k o z i k . 
A d o l g o z a t é r d e m e a c s o p o r t e l m é l e t b e n f o n t o s s z e r e p e t j á t s z ó Z a p p a — S z é p -
f é l e s z o r z a t h o z a n a l ó g g y ü r ü e l m é l e t i k o n s t r u k c i ó f o g a l m á n a k b e v e z e t é s e é s a z 
a l a p p r o b l é m á k t i s z t á z á s a . A d o l g o z a t h i á n y o s s á g a , h o g y a z a l k a l m a z á s o k b ó l 
k e v e s e t m u t a t b e . A s z e r z ő e d d i g i m u n k á s s á g a a l a p j á n a z o n b a n r e m é l n i l e h e t , 
h o g y a z á l t a l a b e v e z e t e t t k o n s t r u k c i ó n a k t o v á b b i é r d e k e s a l k a l m a z á s a i t f o g j a 
a d n i . 
A T u d o m á n y o s M i n ő s í t ő B i z o t t s á g a b í r á l ó b i z o t t s á g j a v a s l a t á r a S Z É P 
j E N ö t a m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k d o k t o r á v á n y i l v á n í t o t t a . 
V 
Kertész Andor 
a matematikai tudományok doktora 
Bognár Mátyás kandidátusi értekezésének nyilvános vitája 
BOGNÁR MÁTYÁS „Topologikus terek beágyazása euklideszi terekbe,, c í m ű 
k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s é n e k n y i l v á n o s v i t á j a 1 9 5 7 . j ú l i u s 1 5 - é n z a j l o t t l e a 
Bolyai János Matematikai Társulat h e l y i s é g é b e n . ALEXITS GYÖRGY a k a d é m i k u s 
e l n ö k ö l t . A z é r t e k e z é s o p p o n e n s e i FUCHS LÁSZLÓ, a m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k 
d o k t o r a é s S o ó s GYULA, a m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a v o l t a k . 
A z e l n ö k i m e g n y i t ó u t á n a b í r á l ó b i z o t t s á g t i t k á r a i s m e r t e t t e BOGNÁR 
MÁTYÁS e d d i g i t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á t , m a j d a j e l ö l t e l ő a d t a é r t e k e z é s é n e k 
t é z i s e i t . M i n t k i f e j t e t t e , d i s s z e r t á c i ó j á b a n a z z a l a k é r d é s s e l f o g l a l k o z i k , h o g y 
h á n y d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r b e á g y a z h a t ó b e e g y ti d i m e n z i ó s m e g s z á m l á l -
h a t ó b á z i s ú l o k á l i s a n k o m p a k t k o m m u t a t í v t o p o l o g i k u s c s o p o r t . T o p o l o g i k u s 
c s o p o r t n a k t o p o l o g i k u s t é r b e v a l ó b e á g y a z á s á n m i n d i g a t e k i n t e t t t o p o l o g i k u s 
c s o p o r t n a k m i n t t o p o l o g i k u s t é r n e k a m á s i k t o p o l o g i k u s t é r v a l a m e l y a l t e -
r é r e t ö r t é n ő k ö l c s ö n ö s e n e g y é r t e l m ű é s k ö l c s ö n ö s e n f o l y t o n o s l e k é p e z é s é t k e l l 
é r t e n ü n k , f i g y e l m e n k í v ü l h a g y v a a t o p o l o g i k u s c s o p o r t b a n é r t e l m e z e t t c s o p o r t -
m ű v e l e t e t . A c s o p o r t t u l a j d o n s á g n a k e n n e k e l l e n é r e i s l é n y e g e s s z e r e p e v a n , 
m i n t h o g y f o n t o s f e l v i l á g o s í t á s t n y ú j t a b e á g y a z a n d ó t é r m i n ő s é g é r ő l é s 
b i z t o s í t j a e g y n a g y h o r d e r e j ű , i g e n h a t é k o n y e l m é l e t n e k , a P o n t r j a g i n - f é l e 
d u a l i t á s e l m é l e t n e k , a z a l k a l m a z h a t ó s á g á t . 
A d i s s z e r t á c i ó f ö e r e d m é n y e a k ö v e t k e z ő t é t e l : 
Minden n-dimenziós, megszámlálható bázissal rendelkező lokálisan kom-
pakt kommutatív topologikus csoport beágyazható az n + 2 dimenziós euklideszi 
térbe. 
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A k o m m u t a t í v t o p o l o g i k u s c s o p o r t o k P o n t r j a g i n - f é l e d u a l i t á s e l m é l e t e 
a l a p j á n BOGNÁR k i m u t a t j a , h o g y A f e n t i t é t e l i g a z o l á s á h o z e l e g e n d ő A k ö v e t -
k e z ő á l l í t á s t b e b i z o n y í t a n i : l e g y e n G e g y n r a n g ú ( Ф к » ) k o m m u t a t í v , 
l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n v é g t e l e n s o k e l e m b ő l á l l ó c s o p o r t . E k k o r a G 
c s o p o r t k a r a k t e r c s o p o r t j a b e á g y a z h a t ó a z /2 + 2 d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r b e . 
A z á l l í t á s b i z o n y í t á s a k o n s t r u k t í v j e l l e g ű . A s z e r z ő a v a n D a n t z i g - f é l e s z o l e -
n o i d k o n s t r u k c i ó t v a r i á l v a é s á l t a l á n o s í t v a a z / 2 + 2 d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i 
t é r b e n m e g k o n s t r u á l j a a z t a z /2 d i m e n z i ó s p o n t h a l m a z t , a m e l y b e a z á l l í t á s -
b a n s z e r e p l ő a b s z t r a k t k o m m u t a t í v c s o p o r t k a r a k t e r c s o p o r t j á n a k t o p o l o g i k u s 
t e r é t h o m e o m o r f m ó d o n l e k é p e z i . 
A d i s s z e r t á c i ó a f ő e r e d m é n y t k i e g é s z í t ő t o v á b b i b e á g y a z á s i t é t e l e k e t i s 
t a r t a l m a z . A s z e r z ő a z t a k é r d é s t v i z s g á l j a , h o g y m i a s z ü k s é g e s é s e l é g -
s é g e s f e l t é t e l e a n n a k , h o g y e g y /2 d i m e n z i ó s m e g s z á m l á l h a t ó b á z i s s a l r e n d e l -
k e z ő l o k á l i s a n k o m p a k t k o m m u t a t í v t o p o l o g i k u s c s o p o r t m á r a z /2, i l l e t v e a z 
/2 + 1 d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r b e i s b e á g y a z h a t ó l e g y e n . A d o l g o z a t a z 11 
d i m e n z i ó s e s e t r e v o n a t k o z ó k é r d é s t e l i n t é z i , b e b i z o n y í t v á n , h o g y e g y /2 d i m e n -
z i ó s m e g s z á m l á l h a t ó b á z i s s a l r e n d e l k e z ő l o k á l i s a n k o m p a k t k o m m u t a t í v t o p o -
l o g i k u s c s o p o r t a k k o r é s c s a k a k k o r á g y a z h a t ó b e a z n d i m e n z i ó s t o p o l o g i -
k u s t é r b e , h a l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő é s k o m p o n e n s e i n e m k o m p a k t a k . BOGNÁR 
a z /2+1 d i m e n z i ó s e s e t r e v o n a t k o z ó k é r d é s t i s m e g v i z s g á l j a , a d o l g o z a t b a 
a z o n b a n c s a k a f e l t é t e l e k e l é g s é g e s s é g é n e k i g a z o l á s á t v e s z i f e l , m i n t h o g y a 
s z ü k s é g e s s é g b i z o n y í t á s á n a k n a g y t e r j e d e l m e m i a t t e b i z o n y í t á s t a j e l e n 
d i s s z e r t á c i ó b a n c s u p á n v á z o l n i t u d j a . E z z e l t e l j e s e n m e g o l d j a a z /2 d i m e n z i ó s 
m e g s z á m l á l h a t ó b á z i s s a l r e n d e l k e z ő l o k á l i s a n k o m p a k t k o m m u t a t í v t o p o l o -
g i k u s c s o p o r t o k e u k l i d e s z i t e r e k b e v a l ó b e á g y a z á s á n a k p r o b l é m á j á t . 
A d i s s z e r t á c i ó t é z i s e i n e k i s m e r t e t é s e u t á n e l s ő n e k HAJÓS G Y Ö R G Y a k a -
d é m i k u s , BOGNÁR MÁTYÁS a s p i r á n s v e z e t ö j e s z ó l a l t f e l . M e g e m l í t e t t e , h o g y 
BOGNÁR e r e d m é n y e i k i s r é s z l e t v á l t o z t a t á s o k t ó l e l t e k i n t v e m á r k b . 3 é v v e l 
e z e l ő t t e l k é s z ü l t e k . M i n t h o g y e g y p r o b l é m a k ö r t e l j e s l e z á r á s á r ó l v a n s z ó , 
e l ő s z ö r , a r r a b u z d í t o t t a a s p i r á n s á t , h o g y a t e l j e s m e g o l d á s t d o l g o z z a k i d i s z -
s z e r t á c i ó j á b a n . V é g ü l m é g i s a z t k e l l e t t t a n á c s o l n i a , h o g y d o l g o z a t á t a „ b e n e m 
á g y a z h a t ó s á g i t é t e l " n é l k ü l n y ú j t s a b e , m i n t h o g y e n n e k b i z o n y í t á s a a d o l g o z a t 
t e r j e d e l m é t t ö b b s z ö r ö s é r e e m e l t e v o l n a . 
E z u t á n a z o p p o n e n s e k i s m e r t e t t é k b í r á l a t u k a t . M i n d k é t o p p o n e n s i g e n 
s z e r e n c s é s n e k í t é l t e m e g BOGNÁR MÁTYÁS d i s s z e r t á c i ó s t é m a v á l a s z t á s á t . A t o p o -
l o g i a n i n c s o l y a n m é r t é k b e n k é p v i s e l v e a h a z a i m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k b a n , 
a m i n t a z t f o n t o s s á g a é s a k t u a l i t á s a m i a t t m e g é r d e m e l n é . É p p e n e z é r t i g e n 
ö r v e n d e t e s , h o g y BOGNÁR t o p o l o g i a i t á r g y ú é s j e l e n t ő s e r e d m é n y e k e t t a r t a l -
m a z ó d i s s z e r t á c i ó j a e h i á n y o s s á g o t p ó t o l n i c é l o z z a s ú j s z í n f o l t t a l g a z d a g í t j a 
a m a g y a r m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k s z é l e s s p e k t r u m á t . A z o p p o n e n s e k a d o l g o z a t 
é r t é k e l é s é b e n i s e g y e t é r t e n e k . M i n d k e t t e n k i e m e l i k a f ő t é t e l f o n t o s s á g á t é s 
m é l t á n y o l j á k a d i s s z e r t á n s n a k a f ő t é t e l b i z o n y í t á s á b a n n y ú j t o t t t e l j e s í t m é n y é t . 
H a n g s ú l y o z a n d ó n a k t a r t j á k a k i e g é s z í t ő t é t e l e k é r d e k e s s é g é t , a z t a k ö n n y e d s é g e t , 
a m e l l y e l a s z e r z ő a d u a l i t á s e l m é l e t e r e d m é n y e i t a l k a l m a z z a , s a z t a j á r t a s s á -
g o t , a m e l y a t o p o l o g i a e g y é b t e r ü l e t e i r ő l k ö l c s ö n z ö t t e s z k ö z ö k n e k a f e l h a s z -
n á l á s á b a n i s m e g n y i l v á n u l . F U C H S LÁSZLÓ A BOGNÁR á l t a l v i z s g á l t é s b i z o n y o s 
é r t e l e m b e n l e z á r t k é r d é s k ö r k ü l ö n f é l e á l t a l á n o s í t á s a i n a k l e h e t ő s é g é t v e t i f e l . 
í g y p é l d á u l : l e h e t - e g y e n g í t e n i a l o k á l i s k o m p a k t s á g f e l t é t e l é t , e l e j t h e t ő - e a 
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m e g s z á m l á l h a t ó s á g k i k ö t é s e ( a v é g e s r a n g m e g t a r t á s a m e l l e t t ) , e l h a g y h a t ó - e 
a k o m m u t a t i v i t á s k ö v e t e l m é n y e ? T o v á b b i k é r d é s , h o g y a t o p o l o g i k u s c s o p o r t 
e g y к d i m e n z i ó s r é s z t e r é n e k a z / d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r b e v a l ó f o l y t o n o s , 
i l l e t v e t o p o l o g i k u s l e k é p e z é s e a z e g é s z c s o p o r t n a k h á n y d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i 
t é r b e v a l ó l e k é p e z é s é v é t e r j e s z t h e t ő k i ? S o ó s GYULA a f ő t é t e l b i z o n y í t á s á n a k 
e g y i k r é s z l e t é b e n t e s z a z e g y s z e r ű s í t é s r e j a v a s l a t o t , m a j d — a n é l k ü l , h o g y 
e z t a d i s s z e r t á c i ó é r t é k e l é s é n e k s z e m p o n t j á b ó l l é n y e g e s n e k t a r t a n á — m e g -
e m l í t i a d i s s z e r t á c i ó n a k e g y e t l e n h i á n y o s s á g á t , h o g y t i . a z t k i s e b b a r á n y t a l a n -
s á g j e l l e m z i . E z e g y r é s z t a b e v e z e t é s n a g y t e r j e d e l m é b e n , m á s r é s z t a b b a n 
n y i l v á n u l m e g , h o g y a d o l g o z a t j ó l i s m e r t f o g a l m a k d e f i n í c i ó i t i s t a r t a l m a z z a , 
m í g k e v é s b é i s m e r t f o g a l m a k d e f i n i á l á s á r a c s u p á n a l á b j e g y z e t e k b e n j u t h e l y . 
M i n d k é t o p p o n e n s h a n g s ú l y o z z a , h o g y a t a r t a l m a s m u n k a f o r m a i l a g i s 
e l i s m e r é s t é r d e m e l . A d o l g o z a t m i n d e n r é s z l e t é n l á t s z i k , h o g y s z e r z ő j e n a g y 
k ö r ü l t e k i n t é s s e l é s a l a p o s s á g g a l f o g a l m a z t a m u n k á j á t , a r r a t ö r e k e d v é n , h o g y 
a l e g a p r ó b b r é s z l e t e k i s v i l á g o s a k l e g y e n e k . E n n e k k ö s z ö n h e t ő , h o g y a d o l -
g o z a t t a n u l m á n y o z á s a a t á r g y n e h é z s é g e e l l e n é r e s e m v á l i k f á r a s z t ó v á . 
A z o p p o n e n s e k e g y b e h a n g z ó v é l e m é n y e s z e r i n t B o g n á r M á t y á s d i s s z e r -
t á c i ó j a k i v á l ó a n a l k a l m a s a r r a , h o g y v e l e s z e r z ő j e a k a n d i d á t u s i f o k o z a t o t 
e l n y e r j e . 
BOGNÁR MÁTYÁS v á l a s z á b a n m e g k ö s z ö n v e a z o p p o n e n s e k m u n k á j á t , 
h o z z á s z ó l a FUCHS LÁSZLÓ á l t a l f e l v e t e t t p r o b l é m á k h o z . E z e k e t r é s z b e n m e g -
v á l a s z o l j a , i l l e t v e r e m é n y t f ű z a z e l i n t é z é s ü k h ö z , r é s z b e n n e h é z p r o b l é m á k n a k 
m i n ő s í t i . V é g ü l r e f l e k t á l S o ó s GYULA m e g j e g y z é s e i r e . — A z o p p o n e n s e k a 
v á l a s z t e l f o g a d j á k . 
E z u t á n n é h á n y k é r d é s f e l t e v é s r e k e r ü l t s o r . CSÁSZÁR ÁKOS m e g k é r d e z t e , 
h o g y a z á l t a l á n o s a n a l i t i k u s h a l m a z f o g a l m a a j e l ö l t t ő l s z á r m a z i k - e , v a g y m á r 
s z e r e p e l t a z i r o d a l o m b a n . ALEXITS GYÖRGY a z i r á n t é r d e k l ő d ö t t , h o g y a j e l ö l t 
e r e d m é n y e i a l k a l m a z h a t ó k - e h o m o g é n g ö r b é k b e á g y a z á s i p r o b l é m á i b a n . A j e l ö l t 
v á l a s z a a z e l s ő k é r d é s r e a z , h o g y a z i r o d a l o m b a n m é g n e m t a l á l k o z o t t a 
s z ó b a n f o r g ó f o g a l o m m a l , a m á s o d i k r a p e d i g , h o g y a t é r h o m o g é n i t á s a m é g 
n e m b i z t o s í t j a a z t , h o g y a t é r t o p o l o g i k u s c s o p o r t t e r e l e g y e n , í g y a z a l k a l -
m a z h a t ó s á g n a k b i z o n y o s k o r l á t a i v a n n a k . S o ó s GYULA k i e g é s z í t é s k é p p e n m e g -
j e g y e z t e , h o g y H . H O P F v i z s g á l a t a i n y o m á n m á r i s m e r e t e s e k b i z o n y o s f e l t é -
t e l e k a r r a n é z v e , h o g y e g y h o m o g é n t o p o l o g i k u s t é r t o p o l o g i k u s c s o p o r t t e r e 
l e g y e n . 
A b í r á l ó b i z o t t s á g a l e f o l y t v i t a a l a p j á n m e g á l l a p í t o t t a , h o g y BOGNÁR 
MÁTYÁS d i s s z e r t á c i ó j á n a k t é m á j á t a t o p o l o g i á n a k e g y i k i g e n é r d e k e s , é s e l ő z -
m é n y e k s z e m p o n t j á b ó l k e v é s s é k i d o l g o z o t t t e r ü l e t é r ő l v á l a s z t o t t a . Á s z e r z ő 
é r d e m e , h o g y a t á r g y u l v á l a s z t o t t n e h é z p r o b l é m á t t e l j e s á l t a l á n o s s á g b a n t á r -
g y a l j a é s a m e g o l d á s b a n t ö b b ú j s z e r ű g o n d o l a t o t a l k a l m a z . A d i s s z e r t á c i ó 
e r e d m é n y e i k ö z ü l k ü l ö n ö s e n k i e m e l e n d ő a j e l e n t ő s é g é r e i s l e g f o n t o s a b b f ő t é -
t e l : e z é s a h o z z á c s a t l a k o z ó k i e g é s z í t ő t é t e l e k e g y f o n t o s p r o b l é m a k ö r n e k 
l é n y e g i l e g t e l j e s l e z á r á s á t j e l e n t i k . E n n e k a l a p j á n a b i z o t t s á g e g y h a n g ú l a g 
j a v a s o l t a a Tudományos Minősítő Bizottságnak, h o g y BOGNÁR MÁTYÁSÍ n y i l -
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VIZSGÁLATOK AZ OPERÁTORMODULUSOK 
ELMÉLETÉBEN, III* 
írta: KERTÉSZ ANDOR 
I I I . T E L J E S E N R E D U K Á L H A T Ó M O D U L U S O K 
12. §. A teljesen redukálható modulusok jellemzése invariánsok 
segítségével 
D o l g o z a t u n k n a k e h a r m a d i k f e j e z e t é t a t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó / ? - m o d u l u s o k 
v i z s g á l a t á n a k s z e n t e l j ü k . E g y / ? - m o d u l u s t teljesen redukálhatónak n e v e z ü n k , 
h a e g y s z e r ű ß - m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e g e k é n t á l l e l ő . A t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó 
m o d u l u s o k m e g l e h e t ő s e n s p e c i á l i s s z e r k e z e t e l e h e t ő v é t e s z e g y t ü z e t e s e b b 
v i z s g á l a t o t , s e m o d u l u s - k a t e g ó r i á n a k i n v a r i á n s o k k a l v a l ó j e l l e m z é s é t . A j e l e n 
p a r a g r a f u s b a n e z t a j e l l e m z é s t a d j u k m e g . 
L e g y e n R t e t s z ő l e g e s , d e a j e l e n p a r a g r a f u s b a n r ö g z í t e t t g y ű r ű . M i n d e -
n e k e l ő t t á t t e k i n t j ü k a z ö s s z e s e g y s z e r ű ß - m o d u l u s t . H a A e g y s z e r ű / ? - m o -
d u l u s , a k k o r e g y i d e j ű l e g e g y s z e r ű / ? * - m o d u l u s i s , é s m e g f o r d í t v a . A z A e g y -
s z e r ű / ? - m o d u l u s a(f= 0 ) e l e m é r e az ' R*a c i k l i k u s r é s z m o d u l u s 0 - t ó l k ü l ö n -
b ö z i k , í g y R*a= A. A z 
<r, «>-></-, n>ű (<r, n> é R*) 
l e k é p e z é s 7 ? ( % - n e k A - r a v a l ó h o m o m o r f l e k é p e z é s e . H a L a h o m o m o r f i z m u s 
m a g j a , a k k o r L=0(a) é s 
R(B)/L(R) ^ a , 
a h o l L R*-nak s z ü k s é g k é p p e n maximális b a l i d e á l j a . M e g f o r d í t v a i s v i l á g o s , 
h o g y h a L / ? * - n a k m a x i m á l i s b a l i d e á l j a , a k k o r / ? * й ) / Т ( щ e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n , egy A R-modulus akkor és csak akkor egyszerű, ha izo-
morf valamely Р'щ/Цл) faktormodalussal, ahol L az R gyűrű valamely maxi-
mális balideálja. 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z A e g y s z e r ű 7 ? - m o d u l u s k é t a (=f= 0 ) , b (=j= 0 ) 
e l e m é r e á l t a l á b a n 0(a)=f=0(b), a z o n b a n m i n d i g f e n n á l l R*N)/0 ( a ) « ? ) ~ 
~ R*r)/0 (b\u). Н а a z R g y ű r ű k o m m u t a t í v , a k k o r m i n d i g О (a) = 0(b). 
* A dolgozat I. része az MTA 111. Osztálya Közleményei VIII,A számában jelent meg 
(1958. 411—436. old.), а II. rész az MTA III. Osztálya Közleményei IX/1 számában jelent 
meg (1959. 15—50. old.). A fejezetek, paragrafusok számozása az előző részek számozásá-
hoz kapcsolódik. Az irodalomjegyzéket az I. részben közöltük. 
1 III. Osztály Közleményei IX/2 
1 0 6 KÉRTÉSZ A. 
M o s t t é r j ü n k á t a t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó « - m o d u l u s o k v i z s g á l a t á r a . A z « * 
g y ü r ü La) é s L{1) b a l i d e á l j a i t ekvivaleseknek n e v e z z ü k ( j e l b e n : LW = L&)), h a 
R(it)IL(K) ^ /?*/ í ) /L!r , . T e k i n t s ü k a z R* g y ű r ű e k v i v a l e n s b a l i d e á l j a i n a k o s z t á l y a i t . 
M i n d e n i l y e n С o s z t á l y h o z h o z z á r e n d e l ü n k e g y A « - m o d u l u s t , é s p e d i g « * - n a k 
v a l a m e l y C - h e z t a r t o z ó b a l i d e á l j a s z e r i n t i f a k t o r m o d u l u s á t , m i n t / « m o d u l u s t . 
E z t a m o d u l u s t а С o s z t á l y h o z r e n d e l t / « m o d u l u s n a k m o n d j u k . A z e g y s z e r ű 
m o d u l u s o k r a v o n a t k o z ó f e n t i m e g j e g y z é s ü n k a l a p j á n n y i l v á n v a l ó , h o g y h a 
L ( 1 ) = L(1) é s L U ) m a x i m á l i s b a l i d e á l « * - b a n , a k k o r Lxl) i s m a x i m á l i s b a l i d e á l , 
t e h á t b e s z é l h e t ü n k a m a x i m á l i s b a l i d e á l o k o s z t á l y a i r ó l . T o v á b b á a m a x i m á l i s 
b a l i d e á l o k o s z t á l y a i é s a p á r o n k é n t n e m i z o m o r f e g y s z e r ű / « m o d u l u s o k 
h a l m a z a k ö z ö t t k ö l c s ö n ö s e n e g y é r t e l m ű v o n a t k o z á s l é t e s í t h e t ő a m á r t e k i n t e t t 
h o z z á r e n d e l é s a l a p j á n . 
L e g y e n 0 a l k a l m a s i n d e x h a l m a z , a m e l y n e k e l e m e i v e l a z R* m a x i m á l i s 
b a l i d e á l j a i n a k o s z t á l y a i t i n d e x e l j ü k . M i n d e n С о ( # Ç 0 ) o s z t á l y h o z t a r t o z z é k 
a z А о e g y s z e r ű / « m o d u l u s , t o v á b b á r e n d e l j ü n k m i n d e n С о - h o z e g y k a r -
d i n á l i s s z á m o t . E z e n a m ó d o n m » ] ( 5 - Ç 0 ) p á r o k n a k e g y 5 r e n d s z e r é h e z 
j u t o t t u n k . M á r m o s t a z ö s s z e s ( p á r o n k é n t k ü l ö n b ö z ő 4 3 ) S r e n d s z e r e k h a l m a z a 
é s a z ö s s z e s ( p á r o n k é n t n e m i z o m o r f ) t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó « - m o d u l u s o k 
h a l m a z a k ö z ö t t e g y k ö l c s ö n ö s e n e g y é r t e l m ű v o n a t k o z á s t l é t e s í t h e t ü n k a k ö v e t -
k e z ő k é p p e n . L e g y e n S m e g a d v a . T e k i n t s ü k m i n d e n « ( Ç 0 ) i n d e x r e a z A& 
m o d u l u s t a n n y i p é l d á n y b a n , m i n t a z m » s z á m o s s á g . A z í g y n y e r t m o d u l u s o k 
d i r e k t ö s s z e g e e g y j ó l ' m e g h a t á r o z o t t t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó « - m o d u l u s , s e z t a 
m o d u l u s t r e n d e l j ü k a z 5 r e n d s z e r h e z . M e g f o r d í t v a , l e g y e n G t e l j e s e n r e d u -
k á l h a t ó « - m o d u l u s é s t e k i n t s ü k G - n e k e g y s z e r ű « - m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e -
g é r e v a l ó v a l a m e l y f e l b o n t á s á t . E d i r e k t f e l b o n t á s a l a p j á n r e n d e l j ü k G - h e z 
a z t a z 5 r e n d s z e r t , a m e l y b e n b á r m e l y « ( Ç 0 ) i n d e x r e m » а С о o s z t á l y h o z 
t a r t o z ó A& « - m o d u l u s s a l i z o m o r f d i r e k t k o m p o n e n s e k s z á m o s s á g a a z a d o t t 
f e l b o n t á s b a n . A h h o z , h o g y 5 a G m o d u l u s t t e l j e s e n j e l l e m z ő i n v a r i á n s r e n d -
s z e r , m é g a z t k e l l b e l á t n u n k , h o g y G - n e k e g y s z e r ű « - m o d u l u s o k d i r e k t 
ö s s z e g e k é n t v a l ó b á r m e l y m á s e l ő á l l í t á s a i s u g y a n a h h o z a z 5 r e n d s z e r h e z 
v e z e t . É p p e n e z t a z á l l í t á s t m o n d j a k i a k ö v e t k e z ő 
2 6 . TÉTEL:4 4 Legyen megadva a G teljesen redukálható R-modulusnak 
egyszerű R-modulusok direkt összegére való két felbontása. Ekkor a két fel-
bontás direkt összeadandói között lehetséges egy olyan kölcsönösen egyértelmű 
vonatkozást létesíteni, amelyben az egymásnak megfelelő direkt összeadandók 
izomorfok. 
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 A [Cô, és mj\ (& Ç © rendszert akkor nevezzük különbözőnek, ha legalább 
egy ( Ç 0 ) indexre ф . 
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 Ez a tétel — valamivel speciálisabb formában — szerepel N. jAcoesoNnak a szerző 
[27] dolgozatával lényegében egyidőben megjelent [21] könyvében is. 
VIZSGÁLATOK ÁZ OPERÁTORM ODULUSOK E L M É L E T É B E N , III . 1 0 7 
Megjegyzés. A t é t e l á l l í t á s a k ö v e t k e z i k A. G . KUROS e g y t é t e l é b ő l , a m e l y 
a J o r d a n — H ö l d e r — S c h r e i e r - f é l e t é t e l t v é g t e l e n n o r m á l l á n c o k r a á l t a l á n o s í t j a 
( l á s d [ 3 2 ] , [ 3 3 ] ) . M i a t é t e l r e e g y k ö z v e t l e n b i z o n y í t á s t a d u n k , a m e l y v i s s z a -
v e z e t i a k é r d é s t a v é g e s s o k d i r e k t ö s s z e a d a n d ó e s e t é r e . 
A b i z o n y í t á s b a n f e l h a s z n á l j u k a k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l t : 
SEGÉDTÉTEL:4 6 Legyen H az Au A>,..Ak egyszerű R-modulusok direkt 
összege. Ekkor H bármely kj-1 eleme között van olyan, amely a többi к elem 
R* feletti baloldali lineáris kombinációjaként áll elő. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n 
(1) H = A1 + A,+ ---+Ak, 
s a z ( 1 ) d i r e k t f e l b o n t á s a l a p j á n a t e t s z ő l e g e s Я - b e l i hu h-2,..., hk, hk+1 
e l e m e k r e 
hi = 2 hff ( h f ^ a f , 1 , 2 , . . . , / < + 1). 
i=i 
Á l l í t á s u n k m i n d e n e s e t r e i g a z , h a k = 1. T e g y ü k f e l , h o g y i g a z k — l - r e i s . 
H a a ht e l e m e k m i n d e g y i k e b e n n e v a n a H'= Н,-1 \-Hk(ezH) r é s z -
m o d u l u s b a n , a k k o r i n d u k c i ó s f e l t e v é s ü n k é r t e l m é b e n k é s z e n v a g y u n k . T e g y ü k 
f e l t e h á t , h o g y p l . Я ' . E k k o r hf* ф 0 , é s m i v e l А
г
 e g y s z e r ű C - m o d u l u s , 
a z R* g y ű r ű n e k v a n n a k o l y a n < / , , n/y e l e m e i , a m e l y e k r e 
mi)==</-i,n;>äi1> ( i > 2 h l ) . 
A 
(2) hí^ho— <r2, njyhi,..., h'k+i = — <(rk+1, пы> hi 
e l e m e k v a l a m e n n y i e n a H ' r é s z m o d u l u s b a n v a n n a k , s m i n t h o g y s z á m u k k , 
i n d u k c i ó s f e l t e v é s ü n k é r t e l m é b e n f e n n á l l e g y 
( 3 ) h'2 = < s 3 , mf} hí-1 h fsk+i, mM>h'k+i 
r e l á c i ó , a m e l y b e n a hl e l e m e k i n d e x e l é s é t a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t u k m e g . 
H e l y e t t e s í t s ü k ( 2 ) - t ( 3 ) - b a , a k k o r 
hí = ( < r 2 , njy—<53, mfy < r 3 , « з > < sm, mk+jy <rk+1, nk+jy) h, + 
+ <s8, m3y Ä3 H 1- <sk+i, mk+jy hM, 
s e z z e l a s e g é d t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
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 A segédtétel bizonyítása arra a speciális esetre, amikor H maximális triviális 
részmodulusa 0, megtalálható [2]-ben. 
1* 
1 0 8 K É R T É S Z A. 
A 2 6 . T É T E L BIZONYÍTÁSA: L e g y e n 
( 4 ) G = Z A v , 
r€t' 
( 5 ) G У B u 
n е.) 
a G m o d u l u s k é t o l y a n d i r e k t f e l b o n t á s a , a h o l А,. (г£Г) é s Bß (g ( J) e g y -
s z e r ű / ^ - m o d u l u s o k . A ( 0 ф ) а
г






e g y é r t e l m ű e l ő á l l í t á s . M i n t h o g y ar a z A,, m o d u l u s g e n e r á l ó e l e m e , n y i l v á n -
I: 
v a l ó a n Ay^^L BVi. T o v á b b á , m i v e l Av e g y s z e r ű , A , . - n e k a z ( 5 ) f e l b o n t á s 
s z e r i n t ß , , ; - b e v a l ó p r o j e k c i ó j a s z ü k s é g k é p p e n B , , - r e v a l ó i z o m o r f l e k é p e z é s , 
m i n t h o g y Bn; e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s , s a h o m o m o r f i z m u s m a g j a 0 . E b b ő l l á t -
j u k , h o g y a z ( 5 ) d i r e k t f e l b o n t á s b a n v a n A , . - v e i i z o m o r f d i r e k t ö s s z e a d a n d ó , 
s A-,, b e n n e v a n a z ö s s z e s i l y e n d i r e k t ö s s z e a d a n d ó k d i r e k t ö s s z e g é b e n . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a a ( 4 ) , i l l . a z ( 5 ) d i r e k t f e l b o n t á s b a n f e l l é p ő A , . - v e i 
i z o m o r f d i r e k t ö s s z e a d a n d ó k d i r e k t ö s s z e g é t U-val, i l l . E - v e l j e l ö l j ü k , U V. 
H a m é g m e g m u t a t j u k , h o g y a z U é s E - b e l i d i r e k t ö s s z e a d a n d ó k s z á m o s s á g a 
m e g e g y e z i k , a k k o r a t é t e l b i z o n y í t á s á v a l k é s z e n v a g y u n k . 
A h h o z , h o g y e z t a z u t ó b b i á l l í t á s t i g a z o l j u k , e l e g e n d ő m e g m u t a t n u n k 
a k ö v e t k e z ő t : Ha a G R-modulus egyszerű R-modulusok tt számosságú hal-
mazának direkt összege, akkor G-ben bármely n-nél nagyobb m számosságú 
elemrendszer függő. H a n v é g e s , á l l í t á s u n k a s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . L e g y e n 
n v é g t e l e n k a r d i n á l i s s z á m é s W e g y m s z á m o s s á g ú G-beli e l e m r e n d s z e r 
ú g y , h o g y m > n . M e g m u t a t j u k , h o g y a W e l e m r e n d s z e r n e m f ü g g e t l e n . 
T e k i n t s ü k a G m o d u l u s ö s s z e s o l y a n r é s z m o d u l u s a i n a k T h a l m a z á t , a m e l y e k 
a G t e k i n t e t t d i r e k t f e l b o n t á s á b a n f e l l é p ő d i r e k t ö s s z e a d a n d ó k k ö z ü l v é g e s 
s o k n a k a d i r e k t ö s s z e g e k é n t á l l n a k e l ő . A W e l e m r e n d s z e r m i n d e n e l e m e 
b e n n e v a n ( i - n e k l e g a l á b b e g y o l y a n r é s z m o d u l u s á b a n , a m e l y a T h a l m a z 
e l e m e . R e n d e l j ü n k m i n d e n W - b e l i e l e m h e z p o n t o s a n e g y i l y e n Г - b e l i e l e m e t . 
E k k o r a W h a l m a z t e g y é r t e l m ű e n l e k é p e z t ü k a T h a l m a z b a . M i n t h o g y m > n , 
a 2 . l e m m a a l a p j á n Г - n e k v a n o l y a n e l e m e , a m e l y v é g t e l e n s o k V E - b e l i e l e m 
k é p e , t e h á t a W e l e m r e n d s z e r n e k v a n o l y a n v é g t e l e n r é s z r e n d s z e r e , a m e l y 
b e n n e v a n v é g e s s o k e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s d i r e k t ö s s z e g é b e n . í g y a s e g é d t é t e l 
a l a p j á n a W r e n d s z e r v a l ó b a n n e m f ü g g e t l e n . E z z e l a t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
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13. §. A teljesen redukálható modulusok további jellemzései 
E p a r a g r a f u s c é l j a a k ö v e t k e z ő t é t e l b i z o n y í t á s a : 
2 7 . T É T E L : 4 6 Legyen R tetszőleges gyürii és G egy R-moduliis. G-re nézve 
ekvivalensek az alábbi tulajdonságok: 
a ) G teljesen redukálható modulus; 
b ) G-nek van maximális részmodulusa, s G összes maximális rész-
modulusainak metszete 0 , továbbá G ciklikus részmodulusaira nézve minimum-
követelménynek tesz eleget; 
c) G-t egyszerű részmodulusok generálják; 
d ) G bármely zérustól különböző elemének rendje R* véges számú maxi-
mális balideáljának a metszete; 
• e ) G bármely részmodulusa G-nek direkt ö s s z e a d a n d ó j a ; 
f ) G bármely részmodulusa szerváns részmodulus G-ben; 
g ) G bármely maximális független elemrendszere G-nek bázisa. 
BIZONYÍTÁS: A)-ból következik b ) . T e g y ü k f e l , h o g y a G ^ - m o d u l u s a z 
A v ( v £ J ) e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e g e : 
G = Z Аг-
гел 
E k k o r n y i l v á n v a l ó , h o g y V A,, m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s G - b e n é s 
a z ö s s z e s i l y e n M u ( n £ J ) m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s o k m e t s z e t e 0 . T o v á b b á 
G - n e k b á r m e l y 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m e b e n n e v a n v é g e s s o k e g y s z e r ű ^ - m o -
d u l u s d i r e k t ö s s z e g é b e n . E g y i l y e n d i r e k t ö s s z e g b e n a z o n b a n m á r m i n d i g 
t e l j e s ü l a m i n i m u m k ö v e t e l m é n y , s í g y a G c i k l i k u s r é s z m o d u l u s a i r a n é z v e 
m i n i m u m k ö v e t e l m é n y n e k t e s z e l e g e t . 
b)-ből következik c ) . L e g y e n a G m o d u l u s M x ( k £ J ) m a x i m á l i s r é s z -
m o d u l u s a i n a k m e t s z e t e 0 , é s t e l j e s ü l j ö n G - b e n a c i k l i k u s r é s z m o d u l u s o k r a 
v o n a t k o z ó m i n i m u m k ö v e t e l m é n y . M e g m u t a t j u k , h o g y G b á r m e l y g e l e m e 
b e n n e v a n e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e g é b e n , a m i b ő l c ) m á r 
k ö v e t k e z i k . 
F e l t e v é s e i n k s z e r i n t a { g j c i k l i k u s r é s z m o d u l u s t a r t a l m a z e g y s z e r ű 
7 ? - m o d u l u s t : l e g y e n p l . H i [ g } - n e k e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s a . E k k o r v a n o l y a n 
Mi,, a m e l y r e Я , n A f z , = 0 s í g y a H, M-k, d i r e k t ö s s z e g l é t e z i k é s é p p e n 
e g y e n l ő G - v e l . L e g y e n e b b e n a d i r e k t f e l b o n t á s b a n g = = h , + / n , . E k k o r 
{ £ } — { M + { m > } - H a { m j e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s , a k k o r m á r k é s z e n i s 
v a g y u n k a b i z o n y í t á s s a l . H a { m , } n e m e g y s z e r ű , a k k o r b i z t o s a n t a r t a l m a z 
.
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 Az a), c) és e) feltételek ekvivalenciája már korábban ismeretes. (Lásd pl. [18].) 
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e g y H , e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s t , é s í g y a z e l ő z ő k h ö z h a s o n l ó a n e g y { g } = 
= { ^ i } + {Ло} + { m , } f e l b o n t á s t k a p u n k , a h o l {Л,} é s {Ло} m á r e g y s z e r ű m o d u -
l u s o k . E z z e l a z e l j á r á s s a l a z o n b a n v é g e s s o k l é p é s b e n e g y s z e r ű { m , } r é s z -
m o d u l u s h o z k e l l j u t n u n k , h i s z e n 
{ g } 3 {Шг) 3 { m j } 3 . . . 
r é s z m o d u l u s o k n a k s z i g o r ú a n c s ö k k e n ő l á n c a . 4 7 
c)-ből következik d ) . G e n e r á l j á k G - t a z Av(v^H) e g y s z e r ű r é s z m o d u -
l u s o k . H a G - n e k g t e t s z ő l e g e s z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m e é s gé.{AV[,..., AVh), 
a k k o r f e l t e h e t j ü k , h o g y 
(6) {AVl,...,AVl} = AVl+---+A:.k 
é s g - n e k ( 6 ) s z e r i n t i e l ő á l l í t á s a 
g = aVl H (- aVk (0 ф aVi € AVí ,i=\,...,k).* 
M i v e l g - t / ? * - n a k p o n t o s a n a z o k a z e l e m e i a n n u l i á l j á k , a m e l y e k g - n e k m i n -
d e n aVi k o m p o n e n s é t a n n u l i á l j á k , 
m i v e l p e d i g 0 ( a , 0 ( a V / ) m a x i m á l i s b a l i d e á l o k 7 ? * - b a n , á l l í t á s u n k a t 
b e b i z o n y í t o t t u k . 
d ) - b ő l következik e ) . T e g y ü k f e l , h o g y a G m o d u l u s b á r m e l y z é r u s t ó l 
k ü l ö n b ö z ő g e l e m é n e k r e n d j e 
( 7 ) 0 ( g ) = Li П • • • П Z - t = D 
a l a k b a n í r h a t ó , a h o l L,,...,Lk 7 ? * - n a k m a x i m á l i s b a l i d e á l j a i . M e g m u t a t j u k , 
h o g y G t e t s z ő l e g e s H r é s z m o d u l u s a d i r e k t ö s s z e a d a n d ó . L e g y e n К m a x i m á l i s 
G a z o n r é s z m o d u l u s a i k ö z ö t t , a m e l y e k n e k H-val v a l ó m e t s z e t e 0 . ( I l y e n К 
l é t e z é s é t Z O R N l e m m á j a b i z t o s í t j a . ) Á l l í t j u k , h o g y 
E h h e z e l e g e n d ő b e l á t n u n k a z t , h o g y G b á r m e l y z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő g 
e l e m e b e n n e v a n / / + / ó - b a n . ( 7 ) - b ő l , k ö v e t k e z i k , h o g y a z R*(K)/D(K) m o d u l u s 
L i ( R ) / D ( R ) , . . . , L k ( B ) / D ( K ) m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a i n a k m e t s z e t e 0 , s í g y a z 
1 l e m m a s z e r i n t R*R)/D(B) v é g e s s o k e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s d i r e k t ö s s z e g e . 
M á s r é s z t u g y a n c s a k ( 7 ) m i a t t { g } ^ R * l t ) l D ( R ) , s í g y { g } i s e l ő á l l í t h a t ó p l . a 
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 A bizonyítás mutatja, hogy az a) és b) feltételek ekvivalenciája a következő élesebb 
formában is igaz: Legyen <p olyan tulajdonság, amely egyszerű modulusokra van definiálva. 
Egy G modulus akkor és csak akkor cp-tulajdonságú egyszerű modulusok direkt összege, 
ha G ciklikus részmodulusaira nézve minimumkövetelménynek tesz eleget és vannak benne 
olyan Mv maximális részmodulusok, amelyeknek metszete 0 és amelyekre minden G/Mv 
faktormodulus (p-tulajdonságű. 
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BJ;...,Bk e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e g e k é n t : {g} = B1-\ 1 ~ B k . 
Á m d e К m a x i m a l i t á s a m i a t t Bj г\ ( H K ) =/= 0, s í g y В, n ( Я ф К) = Bj, a m i -
b ő l m á r k ö v e t k e z i k , h o g y ( Д + • • • + В
к
)Я(Н + К). azaz g ((H + К). 
e)-ből következik f ) , h i s z e n m i n d e n d i r e k t ö s s z e a d a n d ó e g y b e n s z e r -
v á n s r é s z m o d u l u s i s . 
f)-bői következik g ) . L e g y e n S = (..., br,. ..)rea m a x i m á l i s f ü g g e t l e n 
e l e m r e n d s z e r g-ben, é s v e z e s s ü k b e а Я = 2 {6, .} j e l ö l é s t . M e g m u t a t j u k , h o g y 
1'gzl 
g b á r m e l y g e l e m e b e n n e v a n Я - b a n , s í g y G = H. Ag-\-H m e l l é k o s z t á l y -
n a k ( m i n t a G/H f a k t o r m o d u l u s e g y i k e l e m é n e k ) r e n d j e a z R* g y ű r ű e g y L 
b a l i d e á l j a . A 1 1 . t é t e l s z e r i n t g - ф Я tartalmaz o l y a n g' = g + h (h (H) e l e m e t , 
a m e l y n e k r e n d j e u g y a n c s a k L. M i v e l ér,rí)h(H m i n d e n ér, rí) ((R*)~re, 
<r, rí) g'=ér> n?S+ér, n)h(H c s a k a k k o r á l l h a t , h a < r , rí)fL. Á m d e m i n d e n 
i l y e n ér, rí) ((L)-re ér, n)g' = 0, s i g y { § " } п Я = 0 ; e b b ő l v i s z o n t S m a x i -
m á l i s v o l t a m i a t t g' = 0 , g = — h (H k ö v e t k e z i k . 
g)-böt következik a ) . B e b i z o n y í t j u k , h o g y h a g-nek m i n d e n m a x i m á l i s 
f ü g g e t l e n e l e m r e n d s z e r e b á z i s a , a k k o r g e g y s z e r ű f - m o d u l u s o k d i r e k t ö s z -
s z e g e . A b i z o n y í t á s m a g v a a n n a k i g a z o l á s a , h o g y e g y g ) - t u l a j d o n s á g ú m o d u -
l u s b á r m e l y c i k l i k u s r é s z m o d u l u s a t a r t a l m a z e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s t . T e g y ü k 
f e l u g y a n i s , h o g y e z i g a z , s r ö g t ö n l á t n i f o g j u k , h o g y e b b ő l m á r k ö v e t k e z i k 
a b i z o n y í t a n d ó á l l í t á s . L e g y e n U G a z o n e l e m e i n e k h a l m a z a , a m e l y e k ( e g y e n -
k é n t ) e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s o k a t g e n e r á l n a k , s l e g y e n 5 ( / - b e l i e l e m e k m a x i -
m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r e . 5 g-ben i s m a x i m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r , h i s z e n 
g b á r m e l y e l e m é n e k c i k l i k u s a t a r t a l m a z e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s t , s e n n e k m á r 
m i n d e n e l e m e f ü g g 5 - t ő l . g ) s z e r i n t a z o n b a n 5 b á z i s a i s g-nek, s í g y g 
e g y s z e r ű m o d u l u s o k d i r e k t ö s s z e g e . 
A z t k e l l t e h á t i g a z o l n u n k , h o g y e g y g ) - t u i a j d o n s á g ú m o d u l u s b á r m e l y 
c i k l i k u s r é s z m o d u l u s a t a r t a l m a z e g y s z e r ű r é s z m o d u l u s t . M i n d e n e k e l ő t t m e g -
m u t a t j u k , h o g y g ) - t u i a j d o n s á g ú m o d u l u s ö s s z e s r é s z m o d u l u s a i i s g ) - t u l a j d o n -
s á g ú a k . L e g y e n V =(..., ar,.. .)г&л a G m o d u l u s t e t s z ő l e g e s Я r é s z m o d u -
l u s á n a k m a x i m á l i s f ü g g e t l e n e l e m r e n d s z e r e . E g é s z í t s ü k k i e-t a l k a l m a s 
б Д / ф Г ) e l e m e k k e l g-nek e g y W m a x i m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r é v é . F e l t e v é s 
s z e r i n t W g-nek b á z i s a , a z a z 
(8) g = 2 ы + 2 í m -
r g a M g r 
E b b ő l m á r k ö v e t k e z i k H = ^ f { c t v ) , h i s z e n V m a x i m a l i t á s a m i a t t k e l l , h o g y 
H b á r m e l y e l e m é n e k ( 8 ) s z e r i n t i e l ő á l l í t á s á b a n a 2 { б Д - b e l i k o m p o n e n s 
inge 
e g y e n l ő l e g y e n z é r u s s a l . 
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L e g y e n v é g r e g t e t s z ő l e g e s e l e m e a g ) - t u l a j d o n s á g ú G / ? - m o d u l u s n a k . 
E k k o r a {g} = K r é s z m o d u l u s i s r e n d e l k e z i k a g ) t u l a j d o n s á g g a l . Н а /С m a g a 
n e m e g y s z e r ű m o d u l u s , a k k o r v a n z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő v a l ó d i r é s z m o d u l u s a , 
p l . КLegyen 0 =f=g, é s S, e g y g \ - e t t a r t a l m a z ó , K-ban m a x i m á l i s f ü g -
g e t l e n e l e m r e n d s z e r . 5 , l e g a l á b b k é t e l e m b ő l á l l , h i s z e n S, b á z i s a , { ^ ( Ç / Q 
p e d i g v a l ó d i r é s z m o d u l u s a K - n a k . H a { g ) } m é g m i n d i g n e m e g y s z e r ű m o d u l u s , 
a k k o r t a r t a l m a z e g y K,(=j= 0 ) v a l ó d i r é s z m o d u l u s t . L e g y e n 0f=g2fK2. M i v e l 
g2 é s a z S, r e n d s z e r g y - t ő l k ü l ö n b ö z ő e l e m e i f ü g g e t l e n e k , k o n s t r u á l h a t u n k 
A " - b a n e g y l e g a l á b b h á r o m e l e m ű S2 m a x i m á l i s f ü g g e t l e n e l e m r e n d s z e r t . E z t 
a z e l j á r á s t f o l y t a t v a v é g e s s o k l é p é s b e n e l k e l l j u t n u n k Kegy e g y s z e r ű r é s z -
m o d u l u s á h o z . E l l e n k e z ő e s e t b e n u g y a n i s K-nak e g y v é g t e l e n s o k e l e m b ő l 
á l l ó m a x i m á l i s f ü g g e t l e n e l e m r e n d s z e r é h e z , a z a z v é g t e l e n s o k e l e m b ő l á l l ó 
b á z i s á h o z j u t n á n k , e z a z o n b a n l e h e t e t l e n , h i s z e n g n e m g e n e r á l h a t j a v é g t e l e n 
s o k m o d u l u s d i r e k t ö s s z e g é t . 
E z z e l a 2 7 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
M e g e m l í t j ü k , h o g y a c ) é s e ) t u l a j d o n s á g o k b ó l k ö z v e t l e n ü l l e o l v a s h a t ó 
a t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó m o d u l u s o k n a k a z a f o n t o s t u l a j d o n s á g a , h o g y e g y i l y e n 
m o d u l u s n a k minden homomorf képe és minden részmodulusa is teljesen 
redukálható. 
M é g e g y m e g j e g y z é s t t e s z ü n k i t t , a t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó m o d u l u s o k 
e n d o m o r f i z m u s g y ü r ü i v e l k a p c s o l a t b a n . B e b i z o n y í t j u k , h o g y 
egy G teljesen redukálható R-modulus $(G) teljes endomorfizmusgyürü-
jének Jacobson-féle radikálja mindig 0.48 
L e g y e n G ===== {ö, ,} , a h o l m i n d e n a,, e l e m e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s t g e n e -
V 
r á l . G e n d o m o r f i z m u s a i t j o b b o l d a l i o p e r á t o r o k n a k t e k i n t j ü k é s a p , a , . . . g ö r ö g 
b e t ű k k e l j e l ö l j ü k . L e g y e n M(av) a G m o d u l u s ö s s z e s o l y a n e n d o m o r f i z m u s a i n a k 
h a l m a z a , a m e l y e k av-1 0 - r a k é p e z i k l e . M(a„) n y i l v á n j o b b i d e á l & ( G ) - b e n . 
M i v e l $(G) e g y s é g e l e m e s g y ű r ű s e g y i l y e n g y ű r ű b e n a J a c o b s o n - f é l e r a d i k á l 
a z ö s s z e s m a x i m á l i s j o b b i d e á l m e t s z e t e [ 2 0 ] , e l e g e n d ő i g a z o l n u n k a z t , h o g y 
M(a,) m a x i m á l i s j o b b i d e á l § ( G ) - b e n . E k k o r u g y a n i s n,,M(ar) = 0 m i a t t $(G) 
ö s s z e s m a x i m á l i s j o b b i d e á l j á n a k m e t s z e t e m é g i n k á b b 0 . 
A n n a k i g a z o l á s á r a , h o g y M (a,) m a x i m á l i s j o b b i d e á l & ( G ) - b e n , m e g -
m u t a t j u k , h o g y b á r m e l y o(£M(ar) e n d o m o r f i z m u s r a a p é s M(av) á l t a l g e n e -
r á l t j o b b i d e á l t a r t a l m a z z a a z S ( G ) g y ű r ű s e g y s é g e l e m é t . a,of= 0 m i a t t a z 
av—»-ÛVP l e k é p e z é s a z {av} m o d u l u s n a k {arç}-ra v a l ó i z o m o r f l e k é p e z é s e . 
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 Legyen R tetszőleges gyűrű. Az R gyűrű valamely x elemét kvázireguláris elemnek 
nevezzük, ha F-ben van olyan y elem, amelyre x-\-y-\-yx—0 teljesül. Az R gyűrű összes 
olyan r elemeinek j(R) halmazát, amelyekre bármely s(£R) esetén sr kvázireguláris, az 
R gyürü Jacobson-féle radikáljának nevezzük. 
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L e g y e n p* e n n e k a l e k é p e z é s n e k a z i n v e r z e , a m e l y t e h á t a z {avg} m o d u l u s t 
ú g y k é p e z i l e { a , . } - r e , h o g y avo-*-ar. M i n t h o g y {ö„p} d i r e k t ö s s z e a d a n d ó 
G - b e n , g* k i t e r j e s z t h e t ő G - n e k e g y o l y a n о e n d o m o r f i z m u s á v á , a m e l y r e 
(a,g)o = av. E k k o r a,,(on—s) = 0 , (до—?) s í g y s v a l ó b a n b e n n e 
v a n a z M(a,.) é s p á l t a l g e n e r á l t j o b b i d e á l b a n . 1 9 
14. §. A duális probléma 
M á r a l l . § - b a n i s l á t t u k , h o g y a f é l i g e g y s z e r ü g y ü r ü k m i n t o p e r á t o r -
t a r t o m á n y o k n e v e z e t e s t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z n e k . E b b e n a p a r a g r a f u s b a n 
m e g m u t a t j u k , h o g y a t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó o p e r á t o r m o d u l u s o k k a l k a p c s o l a t b a n 
f e l v e t e t t d u á l i s p r o b l é m a s z i n t é n a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k o s z t á l y á h o z v e z e t . 
E g y i d e v o n a t k o z ó k o r á b b i e r e d m é n y 0 . GOLDMAN k ö v e t k e z ő t é t e l e [18]: Egy 
R gyürü akkor és csak akkor féligegyszerü, ha bármely R-modulus maximális 
triviális részmodulusának és egy teljesen redukálható R-modulusnak direkt 
összegeként áll elő. M i e g y h a s o n l ó j e l l e g ű k r i t é r i u m o t f o g u n k b e b i z o n y í t a n i , 
m i k ö z b e n e g y s z e r ű b i z o n y í t á s t n y e r ü n k GOLDMAN t é t e l é r e i s . 
M i n d e n e k e l ő t t b e b i z o n y í t u n k k é t l e m m á t : 
6 . LEMMA: Egy tetszőleges R gyűrű féligegyszerü, ha R bármely L bal-
ideálja és a tetszőleges G R-modulus bármely g eleme esetén Lg szerváns 
részmodulus G-ben:'0 
BIZONYÍTÁS: T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e a l e m m á b a n k i m o n d o t t 
f e l t é t e l t e l j e s ü l é s l e g y e n L / ? - n e k t e t s z ő l e g e s b a l i d e á l j a . T e k i n t s ü k m o s t s p e -
c i á l i s a n a z R j i ) m o d u l u s t . A H=Lf0, 1 > r é s z m o d u l u s , a m e l y a z ö s s z e s 
< ( l , 0 y ( K L ) a l a k ú e l e m e k b ő l á l l , f e l t e v é s ü n k s z e r i n t / ? *
д г
Ь е п s z e r v á n s r é s z -
m o d u l u s . A z ö s s z e s l((L)-re f e l í r t 
( 9 ) < / , 0 > x = < / , 0 > (KL) 
e g y e n l e t o l y a n / / f e l e t t i e g y e n l e t r e n d s z e r t a l k o t , a m e l y n e k < 0 , 1)> n y i l v á n v a l ó a n 
m e g o l d á s a , í g y v a n o l y a n fe, Of ((H) e l e m i s , a m e l y r e ( 9 ) t e l j e s ü l . E b b ő l 
k ö v e t k e z i k , h o g y b á r m e l y / ( £ L ) e l e m r e f e n n á l l a z le = l r e l á c i ó , a z a z e L - b e n 
j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m , t e h á t R v a l ó b a n f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű . 
w A fentiekben a teljesen redukálható modulusok endomorfizmus-gyűrűjének csupán 
egyetlen tulajdonságát mutattuk ki, azonban adott esetben az endomorfizmusgyűrű meg-
szerkesztése sem nehéz. Az eljárás hasonló ahhoz, amely [44]-ben megtalálható a véges 
sok egyszerű /?-modulus direkt összegeként előálló modulusok esetére. Eredményképpen az 
adódik, hogy teljesen redukálható modulus endomorfizmusgyűrüje ferdetestek feletti matrix-
gyűrűk direkt összegével izomorf. 
5,1
 A lemma állítása meg is fordítható: minden féligegyszerü gyürü kielégíti a lemmá-
ban megadott feltételt. (Lásd [26]). Minthogy azonban ezt a tényt nem fogjuk felhasználni, 
a bizonyítást is mellőzzüK. 
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7 . LEMMA: Ha R féligegyszerü gyűrű, akkor minden unitér R-modulus 
teljesen redukálható. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n R f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű é s G t e t s z ő l e g e s u n i t é r 
^ - m o d u l u s . M e g m u t a t j u k , h o g y G b á r m e l y H r é s z m o d u l u s a G - n e k d i r e k t 
ö s s z e a d a n d ó j a , t e h á t a 2 7 . t é t e l a l a p j á n G t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó . L e g y e n К a 
H n К t u l a j d o n s á g r a n é z v e m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s G - b e n . M e g m u t a t j u k , h o g y 
G b á r m e l y g e l e m e b e n n e v a n a H+K d i r e k t ö s s z e g b e n . A z ö s s z e s o l y a n 
r(£R) e l e m e k , a m e l y e k r e rg^H-fK, / ? - n e k e g y Q b a l i d e á l j á t a l k o t j á k . L e g y e n 
e a Q j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m e . E k k o r a g—eg e l e m R(g—eg) c i k l u s á n a k 
é s H + K-mV. c s u p á n a 0 k ö z ö s e l e m e , m i n t h o g y r £ Q e s e t é n r(g—eg) = 0 
é s r ^ Q e s e t é n r(g—eg)$H+K. E z é r t a K-ra k i r ó t t m a x i m a l i t á s m i a t t 
g—eg=^0, g = eg £ H + К. E z z e l a l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 
M o s t b e b i z o n y í t u n k e g y t é t e l t , a m e l y a 2 7 . t é t e l a l a p j á n 0 . GOLDMAN 
m á r i d é z e t t t é t e l é t i s m a g á b a f o g l a l j a . 
2 8 . TÉTEL: Egy tetszőleges R gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, 
habármely G R-modulusra fennáll egy G = G 0 + G , direkt felbontás, ahol G 0 
egy triviális, G , pedig a 27. tétel a ) — g ) feltételeinek bármelyikét kielégítő 
R-modulus. 
BIZONYÍTÁS: E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e b á r m e l y 7?-modulus 
G 1 = G 0 + G 1 a l a k ú , a h o l G 0 t r i v i á l i s A ' - m o d u l u s é s G ^ r e t e l j e s ü l a 2 7 . t é t e l 
f ) f e l t é t e l e . 5 1 E l e g e n d ő m e g m u t a t n u n k , h o g y R t e t s z ő l e g e s L b a l i d e á l j á r a é s 
G t e t s z ő l e g e s g e l e m é r e a z Lg m o d u l u s G - n e k s z e r v á n s r é s z m o d u l u s a , m i n t -
h o g y e k k o r a 6 . l e m m a s z e r i n t R f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű . A f e n t i d i r e k t f e l -
b o n t á s a l a p j á n l e g y e n g e l ő á l l í t á s a : g=g0+gi(g0£G0;gi€ Gj). E k k o r 
Lg = Lg0 + Lgi= Lg^Gx, s í g y a z f ) f e l t é t e l a l a p j á n Lg s z e r v á n s r é s z -
m o d u l u s G j - b e n . M i v e l p e d i g Gx G - n e k d i r e k t ö s s z e a d a n d ó j a , Lg G - b e n i s 
s z e r v á n s r é s z m o d u l u s . 
H a m á s r é s z t R f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű , a P e i r c e - f é l e f e l b o n t á s a l a p j á n 
b á r m e l y / ? - m o d u l u s m a x i m á l i s t r i v i á l i s r é s z m o d u l u s á n a k é s e g y u n i t é r / ? - m o -
d u l u s n a k d i r e k t ö s s z e g e . A 7 . l e m m a a l a p j á n a z u n i t é r d i r e k t ö s s z e a d a n d ó 
t e l j e s e n r e d u k á l h a t ó , t e h á t a t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
E z a t é t e l i s m u t a t j a , h o g y a f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű f o g a l m a m i l y e n f o n t o s 
é s m i n d a m e l l e t t m i l y e n t e r m é s z e t e s á l t a l á n o s í t á s a a f e r d e t e s t f o g a l m á n a k ; 
o l y a n á l t a l á n o s í t á s , a m e l y m é g m e g ő r z i a f e r d e t e s t s z á m o s n e v e z e t e s t u l a j -
d o n s á g á t . A z a ) — g ) f e l t é t e l e k a f e r d e t e s t f e l e t t i v e k t o r t e r e k l e g f o n t o s a b b 
t u l a j d o n s á g a i t f e j e z i k k i , s e z e k a t u l a j d o n s á g o k é r v é n y b e n v a n n a k o l y a n u n i t é i -
m o d u l u s o k e s e t é b e n i s , a m e l y e k n e k o p e r á t o r t a r t o m á n y a f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű . 
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 Minthogy a 27. tétel alapján az a)—g) feltételek ekvivalensek, elegendő közülük 
-csupán egyet figyelembe venni. 
115 KERTÉSZ A.: VIZSGÁLATOK AZ O P E R Á T O R M O D U L U S O K E L M É L E T É B E N , I I I . 
15. §. Gyűrűelméleti alkalmazások 
A 2 7 . t é t e l , a z 1 . é s 7 . l e m m a a l k a l m a z á s a k é n t b e b i z o n y í t j u k , a k ö v e t -
k e z ő g y ű r ű e l m é l e t i t é t e l t : 
2 9 . TÉTEL: Egy R gyűrű akkor és csak akkor féligegyszerű, ha 
(I) van jobboldali egységeleme és 
(II) a következő feltételek bármelyike teljesül: 
a ' ) R minimális balideáljainak direkt összege;62 
b ' ) R-nek van véges sok olyan maximális balideálja, amelyeknek a metszete 0 ; 
c ' ) R összeesik a „socle"-jávai, azaz R-et minimális balideáljai generálják; 
d ' ) R bármely 0-tól különböző elemének baloldali annihilátora az R 
gyűrű véges sok maximális balideáljának a metszete; 
e ' ) R bármely L baideáljához van R-nek olyan К balideálja, hogy 
R(R) = к (it ) + K(
 й
) ; 
f ' ) R-nek bármely balideálja szerváns balideál R-ben;63 
g ' ) R, it) bármely maximális független elemrendszere RiErnek bázisa. 
BIZONYÍTÁS: M i n d e n e k e l ő t t m e g m u t a t j u k , h o g y a z ( I ) f e l t e v é s m e l l e t t 
a z a ' ) — g ' ) f e l t é t e l e k e k v i v a l e n s e k . 
A z a ' ) = > b ' ) é s b ' ) = = > c ' ) i m p l i k á c i ó k a z 1 . l e m m a k ö z v e t l e n k ö v e t -
k e z m é n y e i . 
T e g y ü k f e l , h o g y c ' ) t e l j e s ü l . E k k o r R-re f e n n á l l e g y 
(10) R=L1Ji VU 
d i r e k t f e l b o n t á s , a h o l U(i = \,..., k) R-nek m i n i m á l i s b a l i d e á l j a . M e g m u t a t -
j u k , h o g y a z R g y ű r ű e j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m e ( k é t o l d a l i ) e g y s é g e l e m . 
T e k i n t s ü k e - n e k a ( 1 0 ) a l a p j á n v a l ó 
e = ex -f Vek = L) 
l 
e l ő á l l í t á s á t . M i v e l e k k o r L i = ^ R e , , Ц m i n i m á l i t á s a m i a t t Ц b á r m e l y U f f = 0 ) 
e l e m é r e Rh = Li. L e g y e n m o s t r P - n e k t e t s z ő l e g e s e l e m e . A z r — e r e l e m ( 1 0 ) 
s z e r i n t 
r—er = / H Vhc (liVL) 
a l a k b a n á l l e l ő . A z / , e l e m h e z a f e n t i e k s z e r i n t v a n o l y a n S i ( ^ R ) e l e m , h o g y 
S i h = l i . E k k o r 
0 = = s, (e—er) = Sif - j V h + , h s, 4 
»s Az (I) feltételből következik, hogy a direkt összeadandók száma egy ilyen fel-
bontásban véges. 
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 Az R gyűrű L balideálját szerváns balideálnak nevezzük, ha L(H) szerváns rész-
modulus /?ÍK.,-ben. 
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m u t a t j a , h o g y /; = 0 ( / = 1 , . . . , к ) , t e h á t e ( k é t o l d a l i ) e g y s é g e l e m « - b e n . — 
M i n t h o g y « b á r m e l y r e l e m é t « - n e k a z o k é s c s a k a z o k a z e l e m e i a n n u l l á l -
j á k , a m e l y e k a t e k i n t e t t e l e m n e k a ( 1 0 ) d i r e k t f e l b o n t á s s z e r i n t i v a l a m e n n y i 
k o m p o n e n s é t a n n u l l á l j á k , a d ' ) f e l t é t e l t e l j e s ü l é s é n e k b e l á t á s h o z e l e g e n d ő 
m e g m u t a t n u n k , h o g y a z « t e t s z ő l e g e s 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő a ; e l e m é n e k A b a l -
o l d a l i a n n i h i l á t o r a « - n e k m a x i m á l i s b a l i d e á l j a . L e g y e n s Ç « , s ( £ A ( I l y e n s 
e l e m b i z t o s a n l é t e z i k , m i v e l «A; = L ; . ) E k k o r 0 + SÖ; ( Ç L , ) , « S Ö , = L ; , t e h á t 
v a n o l y a n t((R) e l e m , h o g y f s ű i = ű t , a z a z (e—ts)ai = 0. í g y e—ts(A, 
a z a z e Ç { A , s } , t e h á t {A,s} = R. A z t n y e r t ü k , h o g y A « - n e k m a x i m á l i s b a l -
i d e á l j a , s e z z e l a c ' ) = + > d ' ) i m p l i k á c i ó t b e b i z o n y í t o t t u k . 
M o s t t e g y ü k f e l , h o g y d ' ) t e l j e s ü l . E k k o r m i n t h o g y a z « g y ű r ű e j o b b -
o l d a l i e g y s é g e l e m é n e k b a l o l d a l i a n n i h i l l á t o r a 0 , « - n e k v a n v é g e s s o k o l y a n 
m a x i m á l i s b a l i d e á l j a , a m e l y e k n e k a m e t s z e t e 0 . E z é r t « a z 1. l e m m a a l a p j á n 
m i n i m á l i s b a l i d e á l j a i n a k d i r e k t ö s s z e g e , s í g y a 2 7 . t é t e l t a G = «(л> e s e t r e 
a l k a l m a z v a a d ó d i k e ' ) . 
A z e ' ) = = > f ' ) = = > g ' ) = = > a ' ) i m p l i k á c i ó k a t ú g y n y e r j ü k , h o g y a 2 7 . t é t e l t 
a G = R(R) e s e t r e a l k a l m a z z u k . 
E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y h a ( I ) f e n n á l l , a k k o r a z a ' ) — g ' ) f e l t é t e l e k 
e k v i v a l e n s e k . M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y « a k k o r é s c s a k a k k o r f é l i g e g y s z e r ű , 
h a ( I ) é s ( I I ) t e l j e s ü l . L e g y e n e l ő s z ö r « f é l i g e g y s z e r ű g y ü r ü , s t e k i n t s ü k a z 
« g y ű r ű e j o b b e g y s é g e l e m é r e a z ö s s z e s r—er(r(R) e l e m e k b ő l á l l ó L b a l -
i d e á l t . M i n t h o g y 
s(r—er) = sr—sr = 0 
a z L b a l i d e á l b a n c s u p á n a 0 l e h e t j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m , a z a z s z ü k s é g k é p -
p e n L = 0 . T e h á t e k é t o l d a l i e g y s é g e l e m . M i n t h o g y e k k o r R(R) u n i t é r « - m o -
d u l u s , a 7 . l e m m a a l a p j á n m i n i m á l i s b a l i d e á l o k d i r e k t ö s s z e g e , s í g y a z 
a ' ) — g ) t u l a j d o n s á g o k e k v i v a l e n c i á j a m i a t t « - r e a z a ' ) — g ' ) m i n d e g y i k e t e l -
j e s ü l . — M e g f o r d í t v a , l e g y e n « o l y a n j o b b e g y s é g e l e m e s g y ü r ü , a m e l y r e f ' ) 
t e l j e s ü l . H a L « - n e k t e t s z ő l e g e s b a l i d e á l j a , a k k o r a z lx=1(1 Ç L ) e g y e n l e t -
r e n d s z e r « - b e n m e g o l d h a t ó . í g y f j a l a p j á n v a n o l y a n eu((L) e l e m , a m e l y r e 
le0 = l m i n d e n / ( Ç L ) e s e t é n . A z e0 e l e m t e h á t L - n e k j o b b e g y s é g e l e m e , a z a z 
« f é l i g e g y s z e r ü g y ü r ü . 
\ 
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I 
FÜGGELÉK 
Egy radikál-fogalom az operátormodulusok elméletében 
I s m e r e t e s , h o g y a n e m k o m m u t a t í v g y ű r ű k e l m é l e t é b e n m i l y e n f o n t o s 
s z e r e p e t t ö l t e n e k b e a k ü l ö n f é l e r a d i k á l - f o g a l m a k . E f o g a l m a k e r e d e t e J . H . 
M . W E D D E R B U R N k l a s s z i k u s [ 4 5 ] d o l g o z a t á i g v e z e t h e t ő v i s s z a . A r a d i k á l á l t a l á -
b a n a g y ű r ű o l y a n i d e á l j a , h o g y a s z e r i n t e v e t t f a k t o r g y ű r ű m á r r a d i k á l -
m e n t e s , t e h á t r a d i k á l j a a z é r u s i d e á l , t o v á b b á a r a d i k á l m e n t e s g y ű r ű k a k l a s z -
s z i k u s f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű k á l t a l á n o s í t á s a i a b b a n a z é r t e l e m b e n , h o g y a z 
e g y s z e r ű g y ű r ű k k a t e g ó r i á j á h o z k ö z e l e s ő g y ü r ű t í p u s o k s z u b d i r e k t ö s s z e g e -
k é n t á l l í t h a t ó k e l ő . 
A z a l á b b i a k b a n o p e r á t o r m o d u l u s o k e s e t é r e d e f i n i á l j u k a r a d i k á l f o g a l -
m á t , s m e g m u t a t j u k , h o g y e z a f o g a l o m h a s o n l ó s z e r e p e t t ö l t b e a m o d u l u -
s o k e l m é l e t é b e n , m i n t a J a c o b s o n - f é l e r a d i k á l a g y ü r ü e l m é l e t b e n . 
L e g y e n G t e t s z ő l e g e s / ? - m o d u l u s . A z o k n a k a z x ( ( G ) e l e m e k n e k a z 
ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k r e Rx b e n n e v a n G m i n d e n m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s á b a n , 
9 4 ( G ) - v e l j e l ö l j ü k é s a G m o d u l u s radikáljának n e v e z z ü k . H a G - n e k n i n c s 
m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a , a k k o r 9 ï ( G ) = G l e g y e n . E b b e n a z e s e t b e n a z t 
m o n d j u k , h o g y G radikál-modulus. H a 9 4 ( G ) = 0 , a k k o r G - t radikálmentes 
modulusnak n e v e z z ü k . 
A d e f i n í c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó , h o g y b á r m e l y m o d u l u s n a k v a n r a d i k á l j a , 
s a r a d i k á l m i n d i g r é s z m o d u l u s . T o v á b b á e g y G m o d u l u s m a x i m á l i s t r i v i á l i s 
r é s z m o d u l u s a m i n d i g b e n n e v a n a r a d i k á l b a n . 
J e l ö l j ü k 0 ( G ) - v e l a G m o d u l u s m i n d a z o n x e l e m e i n e k h a l m a z á t , a m e -
l y e k r e b á r m e l y r((R) e s e t é n rx t ö r ö l h e t ő G b á r m e l y g e n e r á t o r - r e n d s z e r é b ő l . 
A 0(G) e l e m h a l m a z a G e g y jó l d e f i n i á l t r é s z m o d u l u s a , a m e l y e t ű Ф-rész-
modulusának n e v e z ü n k . B e b i z o n y í t j u k a k ö v e t k e z ő t é t e l t : 
3 0 . T É T E L : Ha a G R-modulus nem radikál-modulus, akkor bármely x 
elemére ekvivalensek az alábbi feltételek: 
a ) x £ 9 4 ( G ) ; 
b ) x(0(G); 
c ) x eleme G összes homoperfekt maximális részmodulusának. 
BIZONYÍTÁS: Ha a ) nem teljesül, akkor b ) sem. L e g y e n u g y a n i s M 
m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a G - n e k é s rx(£M. E k k o r M a {rx, M} = G t e h á t 
x<£ 0(G). 
Ha b ) nem teljesül, akkor c ) sem. L e g y e n 5 o l y a n e l e m r e n d s z e r e 
G - n e k , h o g y 
(1) {rx, S)= G 
1 1 8 K E R T É S Z A. 
• 
é s t o v á b b á , H o l y a n r é s z m o d u l u s G - b e n , a m e l y r e [ 5 } 2 2 Я , r x ^ H y 
s a m e l y m a x i m á l i s e t u l j d o n s á g o k r a n é z v e . E k k o r H h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s 
r é s z m o d u l u s a G - n e k . A m a x i m a l i t á s o n n a n a d ó d i k , h o g y t e t s z ő l e g e s y(£H 
e s e t é n rxf{y,H), e b b ő l p e d i g f i g y e l e m b e v é v e , h o g y 5 2 2 / / , a z {y, H) G 
e g y e n l ő s é g k ö v e t k e z i k . A z rx$H r e l á c i ó m u t a t j a a H r é s z m o d u l u s h o m o -
p e r f e k t v o l t á t . U g y a n e b b ő l a r e l á c i ó b ó l t e r m é s z e t e s e n a z i s k ö v e t k e z i k , h o g y 
x$H. 
Ha c ) nem teljesül akkor a ) sem. T e g y ü k f e l , h o g y x n e m e l e m e а Я 
h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s n a k . E k k o r v a n o l y a n r(£R) e l e m , a m e l y r e 
rx$H, í g y х ф Н ( О ) . 
E b b ő l a t é t e l b ő l s z á m o s k o r o l i á r i u m o t v e z e t ü n k l e . M i n d e n e k e l ő t t m i n t 
k ö z v e t l e n k ö v e t k e z m é n y t m e g e m l í t j ü k , h o g y G akkor és csak akkor radikál-
modulus, ha nem tartalmaz homoperfekt maximális részmodulust. E b b ő l a 
k ö z ö n s é g e s A b e l - f é l e c s o p o r t o k s p e c i á l i s e s e t é r e a d ó d i k , h o g y egy Abel-féle 
csoport mint unitér E-modulus akkor és csak akkor radikál-csoport, ha algeb-
railag zárt ( l á s d [ 1 5 ] ) t o v á b b á , h o g y bármely Abel-féle csoport mint O-modu-
lus radikálcsoport. 
L e g y e n Я G - n e k t e t s z ő l e g e s r é s z m o d u l u s a . M i n t h o g y G b á r m e l y N h o m o -
p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s á r a Я П H vagy e g y e n l ő Я - v a l , v a g y Я - n a k h o m o -
p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a , a 3 0 . t é t e l b ő l a d ó d i k , h o g y Я ( Я ) 2 Я п 9 í ( G ) . 
Н а Я G - n e k d i r e k t ö s s z e a d a n d ó j a : G = H+K, a k k o r 9 1 ( Я ) = Я п ÏÏ(G). E k k o r 
u g y a n i s Я b á r m e l y M h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m u d u l u s a e s e t é n M + K 
h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a G - n e k , s í g y a z 3 { ( Я ) 2 2 Я п 3 í ( G ) 
r e l á c i ó i s f e n n á l l . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a G = 2 a k k o r 
V 
9 1 ( G ) ^ Y Щ Н „ ) . M á s r é s z t 5 H ( G ) ^ 2 9 t ( / / r ) ; u g y a n i s , h a a g = hn +---+h,k 
V V 
( h r ^ H r ) e l e m r e rg(rfR) a G b á r m e l y g e n e r á t o r r e n d s z e r é b ő l t ö r ö l h e t ő , a k k o r 
a z rhv. e l e m i s t ö r ö l h e t ő Я , . . b á r m e l y g e n e r á t o r r e n d s z e r é b ő l . T e h á t 9 1 ( G ) = 
A 3 0 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k a z i s , h o g y 9 f ( G / 4 J t ( G ) ) = 0 . V a l ó b a n , a n n á l 
a h o m o m o r f i z m u s n á l , a m e l y n e k m a g j a 9 í ( G ) , h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z -
m o d u l u s k é p e , i l l . t e l j e s i n v e r z k é p e u g y a n c s a k h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z -
m o d u l u s . 
3 1 . T É T E L : Egy tetszőleges R-modulus akkor és csak akkor izomorf 
perfekt egyszerű R-modulusok szubdirekt összegével, ha radikálmentes. 
E z a t é t e l k ö z v e t l e n k ö v e t k e z m é n y e a 3 0 . t é t e l n e k , t o v á b b á a s z u b d i r e k t 
ö s s z e g k é n t v a l ó e l ő á l l í t á s r a v o n a t k o z ó a l a p t é n y e k n e k ( 2 . § . ) . 
A 3 0 . t é t e l é s a 2 7 . t é t e l a ) é s b ) t u l a j d o n s á g a i n a k e k v i v a l e n c i á j a 
a l a p j á n , v a l a m i n t a 47 l á b j e g y z e t f i g y e l e m b e v é t e l é v e l k ö v e t k e z i k a 
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3 2 . TÉTEL: Egy tetszőleges R-modulus akkor és csak akkor perfekt egy-
szerű R-modalusok (diszkrét) direkt összege, ha radikálmentes és ciklikus rész-
modulusaira nézve minimumkövetelménynek tesz eleget. 
V é g ü l m é g e g y t é t e l t e m l í t ü n k , a m e l y a k l a s s z i k u s W e d d e r b u r n — A r t i n -
f é l e s t r u k t ú r a t é t e l a n a l o g o n j a . E g y 7 ? - m o d u l u s t f é l i g e g y s z é r ü n e k n e v e z ü n k , h a 
r a d i k á l m e n t e s é s r é s z m o d u l u s a i r a n é z v e m i n i m u m k ö v e t e l m é n y n e k t e s z e l e g e t . 
3 3 . TÉTEL : Egy tetszőleges R-modulus akkor és csak akkor féligegyszerű, 
ha véges sok perfekt egyszerű R-modulus direkt összegével izomorf. 
E z a t é t e l a 3 2 , t é t e l k ö v e t k e z m é n y e . H a m é g f i g y e l e m b e v e s s z ü k a 2 6 . 
t é t e l t , l á t j u k , h o g y a d o t t R g y ű r ű e s e t é n a z ö s s z e s f é l i g e g y s z e r ű / ? - m o d u l u s 
i n v a r i á n s o k k a l j e l l e m e z h e t ő . 
E g y R g y ű r ű v a l a m e l y L b a l i d e á l j á t modulárisnak n e v e z z ü k , h a 7 ? - n e k 
v a n o l y a n e e l e m e , h o g y m i n d e n / * ( £ / ? ) e l e m r e r — r e ^ L l e g y e n . 
3 4 . TÉTEL: Ha az R gyűrű bármely homoperfekt'* maximális balideálja 
moduláris, akkor az R(R) modulus radikálja és az R gyűrű Jacobson-féle 
radikálja megegyezik,55 
BIZONYÍTÁS: E l ő s z ö r m e g m u t a t j u k , h o g y h a X n e m e l e m e a z R g y ű r ű 
M h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s b a l i d e á l j á n a k , a k k o r v a n o l y a n r(f R) e l e m , a m e l y r e 
rx n e m k v á z i r e g u l á r i s . L e g y e n e a z R g y ű r ű n e k (Af m o d u l a r i t á s a m i a t t l é t e z ő ) 
j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m e m o d M. E k k o r n y i l v á n v a l ó , h o g y a z R(r) = R^sfM ( r ) 
f a k t o r m o d u l u s é e l e m é r e s é = Ö (s£R) a k k o r é s c s a k a k k o r t e l j e s ü l , h a s£M. 
M i v e l p e d i g M a t ) / ? ( R j - n e k h o m o p e r f e k t m a x i m á l i s r é s z m o d u l u s a , R(1{) p e r f e k t 
e g y s z e r ű ) ? - m o d u l u s . T o v á b b á x$M m i a t t xé=f=0, t e h á t v a n o l y a n r(éR), 
h o g y 
(2) rxé = —é. 
T e k i n t s ü k a z ö s s z e s y + yrx (y£R) a l a k ú e l e m e k S h a l m a z á t . M i n t h o g y 
(y-\-yrx)è = yë + (yrx)é = yë + y(rxé) = y^—yé = 0, 
SÇéM t e l j e s ü l . í g y rx n e m l e h e t k v á z i r e g u l á r i s e l e m , m e r t e g y rx-j-y' + y'rx—0 
a l a k ú r e l á c i ó b ó l r x = — y ' — y ' r x ^ S Ç L M a d ó d n é k , a m i e l l e n t m o n d á s b a n v a n 
a ( 2 ) e g y e n l ő s é g g e l . 
M e g f o r d í t v a , t e g y ü k f e l , h o g y rx (r^R,x^R) n e m k v á z i r e g u l á r i s e l e m 
/ ? - b e n . E k k o r rx n e m e l e m e a z ö s s z e s y-j-yrx (y£R) e l e m e k á l t a l a l k o t o t t 
5 b a l i d e á l n a k . L e g y e n M / ? - п е к o l y a n b a l i d e á l j a , a m e l y m a x i m á l i s a k ö v e t k e z ő 
64
 R valamely balideálját homoperfektnek nevezzük, ha az mint részmodulusa 
homoperfekt. 
56
 Jobboldali egységelemmel bíró gyűrűk Jacobson-féle radikáljának egy modulus-
elméleti jellemzését korábban F U C H S LÁSZLÓ adta [ 1 2 ] . 
1 2 0 KERTÉSZ A . : VIZSGÁLATOK AZ O P E R Á T O R M O D U L U S O K E L M É L E T É B E N , I I I . 
k é t r e l á c i ó r a n é z v e : S f = A f é s rx(£M. M e g m u t a t j u k , h o g y M m a x i m á l i s b a l -
i d e á l / ? - b e n . V a l ó b a n , l e g y e n у / ? - п е к t e t s z ő l e g e s e l e m e é s t((zR) o l y a n e l e m , 
a m e l y r e tQM. E k k o r rx^{t, M), s í g y 
T-yrx+(y+yrx) = y£{t, M), 
t e h á t {/, M } = /?. A z rx(£M r e l á c i ó m u t a t j a a z M b a l i d e á l h o m o p e r f e k t v o l t á t . 
E z z e l a 3 4 . t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z 5t (7? ( Л ) ) < = / ( / ? ) r e l á c i ó b i z o n y í t á s á b a n n e m h a s z -
n á l t u k k i , a z R g y ű r ű r e k i r ó t t f e l t é t e l t . N y í l t k é r d é s , h o g y v a j o n t e t s z ő l e g e s 
R g y ű r ű e s e t é n f e n n á l l - e а J(R)^fH(R(Sj) r e l á c i ó . 
(Beérkezett: 1958. VI. 30.) 
A Debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem 
Matematikai Intézete 
INTERPOLÁCIÓ NORMÁLIS PONTCSOPORTOKON, I. 
( E R D Ő S É S T Ú R Á N E G Y S E J T É S É N E K B I Z O N Y Í T Á S A ) 
írta: FREY TAMÁS 
(Bemutatta: Túrán Pál, akadémikus) 
1. §. Bevezetés; jelölések 
Az 
( 1 . 1 ) [xin] ( 1 = 1 , 2 л ; л - 1 , 2 . . . ) 
h á r o m s z ö g - m á t r i x m e g h a t á r o z e g y p o l i n o m s o r o z a t o t : 
n 
(1.2) (On (x) = TJ(x—xin) 0 = 1 , 2 , . . . ) 
i= 1 
a m e l y a z i n t e r p o l á c i ó - s o r o z a t o k k a l k a p c s o l a t o s a n f o n t o s s z e r e p e t j á t s z i k . E b b e n 
a v o n a t k o z á s b a n [ x , „ ] - t g y a k r a n a l a p p o n t - m á t r i x n a k i l l . a l a p p o n t c s o p o r t -
s o r o z a t n a k i s n e v e z i k . L á t n i f o g j u k : n e m c s ö k k e n t i a z á l t a l á n o s s á g o t , h a f e l -
t e s s z ü k , h o g y v a l a m e n n y i a l a p p o n t a [ — 1 , 1] i n t e r v a l l u m b a e s i k . 
FEJÉR [1] n y o m á n m á r m o s t n o r m á l i s n a k , i l l . s z i g o r ú a n v a g y p - n o r m á l i s -
n a k n e v e z z ü k a z o l y a n a l a p p o n t - m á t r i x o k a t , a m e l y e k n é l a z ú n . l i n e á r i s a l a p -
p o l i n o m o k , a 
( 1 . 3 ) Vi„(x) = 1 — ( x Xin) ( / = 1, 2 , . . . , л ; л = 1 , 2 , . ) 
(On yXin) 
f ü g g v é n y e k a [ — 1 ; 1 ] a l a p i n t e r v a l l u m b a n n e m n e g a t í v a k i l i . n e m k i s e b b e k a 
p > 0 s z á m n á l , m á s s z ó v a l : a vin(x) p o l i n o m o k [£,, ,] z é r u s h e l y e i , a z ú n . k o n -
j u g á l t p o n t o k n e m e s n e k a [ — 1 ; 1 ] i n t e r v a l l u m b e l s e j é b e , A z a l a p p o n t m á t r i x 
n o r m á l i s v o l t a a z i n t e r p o l á c i ó - s o r o z a t k o n v e r g e n c i a v i s z o n y a i t i l l e t ő e n n e m 
l á t s z i k p e r d ö n t ő n e k ( 1 . p l . a [6 ] , i l l . a z e z e n m u n k a f o l y t a t á s a k é p p m e g j e l e n ő 
m á s o d i k , h a s o n l ó c í m ű d o l g o z a t o t ) , m é g i s é r d e k e s k ö v e t k e z t e t é s e k r e n y ú j t o t t 
l e h e t ő s é g e t , e l s ő s o r b a n a z H e r m i t e - , i l l . a z H e r m i t e — F e j é r , k é s ő b b a z o n b a n 
a L a g r a n g e - f é l e i n t e r p o l á c i ó - s o r o z a t o k k a l k a p c s o l a t o s a n i s . 
ERDŐS é s TÚRÁN [ 2 ] b i z o n y í t o t t a b e u g y a n i s , h o g y n o r m á l i s a l a p p o n t -
m á t r i x e s e t é n é r v é n y e s a z 
( 1 . 4 ) I ( o n ( x ) C i ( s ) • 2'" ][n ( л = 1 , 2 , . . . ; — 1 + s ^ x ^ l — s) 1 
1
 A dolgozatban Ci (ce, ß,.. ,)-val olyan mennyiségeket fogunk jelölni, amelyek az 
(esetleg megnevezett) A, . . . stb. mennyiségektől függenek ugyan, de az n (diszkrét) vál-
tozótól nem. 
2 III. Osztály Közleményei IX/2 
1 2 2 FREY T . 
b e c s l é s . E z a t é n y s z o r o s a n ö s s z e f ü g g a L a g r a n g e - f é l e i n t e r p o l á c i ó s o r o z a t o k 
k o n v e r g e n c i a - v i s z o n y a i t j e l l e m z ő L e b e s q u e - f ü g g v é n n y e l , t i . a 
m 




 ' - М - . - ! — L I - ) 
- r e v o n a t k o z ó 
(1.6) I A„ (x) I = A„ (x) C2 (е)]/7г ( л = 1 , 2 , . . . ; — e ) 
b e c s l é s s e l . 
E R D Ő S é s T Ú R Á N f e n t i m u n k á j u k b a n k ö z ö l t é k a z t a s e j t é s ü k e t i s , h o g y 
n o r m á l i s a l a p p o n t - m á t r i x o k e s e t é n m é g a z 
( 1 . 7 ) K ( X ) | ^ C 3 ( Í ) - 2 " ' ( — 1 + e ^ x ^ l — « ; л = 1 , 2 , . . . ) 
b e c s l é s i s é r v é n y e s . E n n e k a l a p j á n t e r m é s z e t e s e n a 
( 1 . 8 ) Я
п
(х) ^  C 4 ( « ) l o g ti ( / i = l , 2 , . . . ; — l+s^x^l—s) 
b e c s l é s i s v á r h a t ó a n é r v é n y e s , s ő t a z H e r m i t e - i l l . H e r m i t e — F e j é r f é l e i n t e r -
p o l á c i ó - s o r o z a t o k L e b e s g u e - f ü g g v é n y e i r e i s k ö v e t k e z t e t h e t ü n k . 
E b b e n a z i r á n y b a n — n e m s o k k a l k é s ő b b — G R Ü N W A L D [ 3 ] p u b l i k á l t a 
a z t a z e r e d m é n y é t , h o g y p - n o r m á l i s a l a p p o n t m á t r i x e s e t é n é r v é n y e s e k a z 
l-p+r 
( 1 . 9 ) | a » „ ( x ) | í § G j ( f ) - 2 ~ " -n ï 
( — 1 1 — s ; / 2 = 1 , 2 , . . . ; v > 0 t e t s z ő l e g e s ) 
i l l . a 
1-Q + V 
( 1 . 1 0 ) А
п
( х ) = | С 6 ( # ) / 2 2 H + í g x 5 l - i ; n = l , 2 ) . . . ; o 0 ) 
b e c s l é s e k . 
E b b e n a d o l g o z a t b a n b e b i z o n y í t j u k a z E r d ő s — T u r á n - f é l e s e j t é s t , a m e -
l y e t — r é s z b e n c s a k a z u g y a n i l y e n c í m ű m á s o d i k k ö z l e m é n y ü n k b e n — m é g 
é l e s í t ü n k i s ; s z i g o r ú a n n o r m á l i s p o n t c s o p o r t o k e s e t é n u g y a n i s ( 1 . 9 ) a z e g é s z 
z á r t a l a p i n t e r v a l l u m o n é r v é n y e s , г - t ó l f ü g g e t l e n k o r l á t t a l ; e m e l l e t t a z a l a p -
i n t e r v a l l u m b e l s e j é b e n b á r m e l y k é t z é r u s h e l y k ö z ö t t 2 ' n a g y s á g r e n d ű é r t é -
k e k e t | c o „ ( x ) | t é n y l e g e s e n f e l i s v e s z . I g a z o l j u k a ( 1 . 8 ) b e c s l é s t i s , i l l . a m e g -
f e l e l ő , t o v á b b — n a g y s á g r e n d i l e g — m á r n e m i s é l e s í t h e t ő b e c s l é s e k e t a z 
H e r m i t e - i l l . H e r m i t e — F e j é r - f é l e i n t e r p o l á c i ó L e b e s g u e - f ü g g v é n y e i r e . I l y m ó d o n 
a k o n v e r g e n c i a - v i s z o n y o k m i n d e n o l y a n s t r u k t u r á l i s t u l a j d o n s á g g a l k a p c s o l a -
t o s a n , a m e l y a z i n t e r p o l á l t f ü g g v é n y t a z a l a p i n t e r v a l l u m e g y z á r t r é s z i n t e r -
v a l l u m á b a n mindenütt j e l l e m z i , t e l j e s e n t i s z t á z v a v a n n a k ; 
I N T E R P O L Á C I Ó N O R M Á L I S P O N T C S O P O R T O K O N , I. 1 2 3 
E vizsgálatokat finomítjuk azután oly értelemben, hogy nagyságrendileg 
jellemezzük a „cp függvények által származtatott Lebesgue függvények", a 
N 
(1.11) L(x; ip) = 2cp(\x-xkn\)-\lkn(x)\ 
K= 1 
képlettel definiált formulák egy csoportját is, olyan Д-függvényekkel kapcso-
latosan, amelyek alkalmasak az interpolált függvény strukturális tulajdonsá-
gainak jellemzésére, valamely pont környezeteiben. Ezáltal szigorúan lokális 
approximációs tételeket is meg tudunk adni. 
Második dolgozatunkban — az Erdős—Turán-féle sejtés élesítése mel-
lett — meg fogjuk mutatni azt is, hogy az igazolt eredmények tulajdonképp 
nem azon a tényen múlnak, hogy a konjugált pontok valamennyien az alap-
intervallumon kívülre esnek, hanem azon, hogy a hozzájuk rendelt alappontok-
tól mért távolságok alsó korlát felett maradnak. 
2. §. Néhány approximációs segédtéte l 
2. I. SEGÉDTÉTEL: Tekintsük a 
0 
(2.1) p(x) = p(x-a) = 
1 
, ha — 1 Ш х ^ а 
И -
 1 
, ha а < х ш —к— 
4
 ' x - l ± 4 h a ! ± ^ x r 3 + ű 1 - я 
о 
függvényt, ahol — 1 < я < 1 . 
Található ekkor olyan (P„(x)} polinom-
sorozat, amelyre érvényesek a 2 
( 2 . 2 ) P „ ( x K / / 6 n _ 4, 
továbbá az 
(2.3) k * - « ) ^ * ) - ^ ] ! ^ - ! -
( - 1 ^ х з § 1 ; л = 1 , 2 , . . . ) 
3 + я 
, ha - 4 — = i x = g l 
1. ábra 
2
 Яп-nel jelöljük a következőkben a legfeljebb n-edfokú racionális, #<P-ve 1 a leg-
feljebb л-edrendü trigonometrikus polinomok halmazát. 
2 » 
1 2 4 FREY T . 
végül az 
X 
1 (2-4) J \ P ( £ ) - P „ ( ? m ( - 1 < х = | 1 ; / г = 1 , 2 , . . . ) 
relációk. 
BIZONYÍTÁS : A z x = c o s <p t r a n s z f o r m á c i ó u t á n a 
( 2 . 5 ) í r ( r / ) ) = p ( c o s (p) 
p á r o s , p e r i o d i k u s é s а кл p o n t o k b a n ( L = 0 ; + 1 + 2 ; . . . ) f o l y t o n o s é s f o l y -
t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y r e j u t u n k . J e l ö l j ü k { A „ ; 9 ( < j p ; / ) } - f e l a z á l t a l u n k 
( [ 4 ] i l l . [ 7 ] ) m e g a d o t t t r i g o n o m e t r i k u s p o l i n o m s o r o z a t o k e g y i k é t , a m e l y a l e g -
j o b b a p p r o x i m á c i ó t a z f ( L 2 n f ü g g v é n n y e l k a p c s o l a t o s a n l o k a l i z á l j a . 3 ( L 2 n a 
2 л p e r i ó d u s ú é s e g y p e r i ó d u s o n L - i n t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y e k o s z t á l y á t j e l ö l i ) . 
A z a l á b b i a k b a n a z 
( 2 . 6 ) Anß(cp;n)—rc(<p) 
k ü l ö n b s é g e t b e c s ü l j ü k , a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t h a s z n á l v a 
( 2 . 7 ) ö = c o s « ; - L í l ^ = c o s / ? ; 0 <ß<a< л. 
T e k i n t s ü n k e g y t e t s z ő l e g e s <p0 p o n t o t . A z 
( 2 . 8 ) \An:2«o', л)—л(<р0)\ Ш C 9 (n ==1,2,...) 
b e c s l é s a z An;% e l j á r á s L e b e s g u e - f ü g g v é n y é n e k k o r l á t o s s á g á b ó l é s л d e f i n í c i ó -
3
 An;2(r.f)A így definiáltuk: 
П 
(2 .1 . ) АпЖг, f ) = 2 + J F«c2(.t-<p) f(t)dt( HZ-í> 
— П 
<2") n ~ ] k y ^ n ] é n 
k=n 
sin 1 \к+1+-т) к 
I . 1 
sin X 
Mármost aránylag könnyű számolással belátható, hogy a fentebb megadott eljárás 
az alábbi lényeges — tulajdonságokkal rendelkezik: 
(2. III.) 1°. An;2(r,fí=f(<P), ha / ç t f f > 
X 
(2. IV.) 2°. | F l l ; 2 ( x ) | s i C 8 min 
Л 
(2. V.) 3°. Л
п
 (А
п:2) = [ |Fn;2 (х)| dt^C,. 
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j á b ó l l e o l v a s h a t ó . T e g y ü k m o s t f e l , h o g y <p 0 =f=a é s n m á r e l é g n a g y , é s p e d i g 
( 2 . 9 ) 1 , . a—ß j^o a \ < 2 ' 
E z e s e t b e n í g y b e c s ü l h e t ő a ( 2 . 6 ) k ü l ö n b s é g : 
( F,l:i(t) • \n((h +1) dt 
-Л 
л |9P0-«I 
(2. 10) 1 2;т + J + j I I Fn;o (t) 11 я(<Го + t—rc(<p0) I dt ^ 
l9Pc-«l "l?>ir0l 
1
 Г IF 1 3;T" 1 1 
l9po-«l 
m i n t h o g y яг d e f i n í c i ó j a , i l l . a ( 2 . 1 ) k é p l e t a l a p j á n 
; 0 , h a | f | ^ |<jt>o — а I 
(2.11) i - ' ( ' / u T 0 -"f ( ' / / ) 1, h a — я г ^ f ^ яг . 
H a v i s z o n t 
(2. 12) « —p |qp0 — « i ; ОШсроШл; 














5°. Tetszőleges 0 < e < 1 és tetszőleges s mellett 
_ i—e . 
|ß„;2(*)| ^ c 7 ( e ; s ) • , ha л 
1-е 
2 ( 1-е) "» я 
^íf u„;2; n = [..!' + j ]  J j ! T , W | í / x í C 8 ( £ ; S ) . « ' . 
l - f 
1 2 6 FREY T . 
é r v é n y e s , a k k o r 
( 2 . 1 3 ) \А
п
,,{ср0-,л) — j T ^ I - â C » ! ( л = 1 1 , 2 , . . . ) 
, . ß - f 3ß a-f 3ß . . , 5 « — ß 
m i n t h o g y л(ср) p l . a ^ — — j i l l . a z - ^у^кл 
i n t e r v a l l u m b a n 1 e x p o n e n s t ! L i p s c h i t z - f e l t é t e l t e l é g í t k i , a z AH- o - e l j á r á s p e d i g 
l o k a l i z á l j a a l e g j o b b a p p r o x i m á c i ó t . 
E m e l l e t t a k ö z é p é r t é k t é t e l a l a p j á n 
( 2 . 1 4 ) | x 0 — fl| = | c o s < j P 0 — c o s a | = | c p 0 — a\ s i n | « - f ,9-(r/>0 — a ) | | o - - « < i 
é s í g y é r v é n y e s a z 
( 2 . 1 5 ) | Xo о I = I Уо et I ; 
b e c s l é s . í g y t e h á t ( 2 . 8 ) , ( 2 . 9 — 1 0 ) é s ( 2 . 1 3 ) a l a p j á n — f e l h a s z n á l v a , h o g y 
А
п;2(<р;л;) p á r o s t r i g o n o m e t r i k u s p o l i n o m , s í g y 
( 2 . 1 б) P n (л:) = А » • 2 ( a r c c o s x ; -л) 
l e g f e l j e b b ( б л — 4 ) - e d f o k ú p o l i n o m — é r v é n y e s a 
( C n , h a — 1 ^ x ^ 1 ; s p e c i á l i s a n h a | x — a \ — 
( 2 . 1 7 ) | P . ( s ) - p ( * ) | g g | h a Í = 
j 1 , b — a , , 1, 1 + ű j 
b e c s l é s - r e n d s z e r . ( 2 . 1 7 ) - b ő l a z o n b a n a s e g é d t é t e l m i n d e n á l l í t á s a a z o n n a l 
l e o l v a s h a t ó . 
2 . 2 . S E G É D T É T E L . Legyen с > 0, és tekintsük a 
0 , ha — 1 ^ X ^ a 
d I 
(2.18) q(x)=q(x;a)={ 
d x [ ( x — ű ) 1 + c < ж а ) ] , h a a < x ш a + b<\—2d<\ 
— m (x—a—b) + q(a + b—0 ; a), 
h a a + ó ^ x ^ l — 2d 
0 , h a 1 — 2 < / ^ x ^ l , 
függvény, ahol b > 0-t tetszőlegesen, de úgy választottuk, hogy q az (a + b) 
helyen még pozitív legyen, végül d > 0-t ugyancsak tetszőlegesen, m-et pedig 
úgy, hogy q (x) az (a, 1) intervallumon folytonos legyen. Található ez esetben 
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olyan { Q „ ( x ) } polinomsorozat, amelyre érvényesek az alábbi relációk: 
( 2 . 1 9 ) Q„ ( x ) ( Hün-4 
1 (2. 20) 
(2.21) 
( x - a ) [q ( x ) - Q„ ( x ) ] | =g C 1 4 ~ ( - 1 s i x 1 ; n = 1, 2 , . . . ) 
BIZONYÍTÁS : M i n d e n e k e l ő t t í r j u k f e l а q d e f i n í c i ó j á b a n s z e r e p l ő d e r i v á l t a t 
e x p l i c i t e i s : 
~ [(x—û)1+e(*-")] = (x—a) 1+c<*-a> 1 + c ( x — a ) + c l o g (x — a) (x-a) 
(2.22)
 = ^ _ ay (*_„> j ! + c (x _ ф + c _ log _ . 
I n n é t a z o n n a l l e o l v a s h a t ó , h o g y e g y r é s z t 
( 2 . 2 3 ) l i m q(x;a)= 1 
é r v é n y e s , m á s r é s z t p e d i g , h o g y v a l ó -
b a n m e g a d h a t ó o l y a n b0=b„(c; cc) k ü -
s z ö b s z á m , a m e l l y e l 
d
 [(х—аУ^ а>]Шсс>0 
h a ö < x b0, 
T e k i n t s ü k t e h á t a z 
( 2 . 2 4 ) dx 
qlx.aic) 
2. ábra 
(2. 2 5 ) r(x) í q (x; a)—p(x;a), h a — l ^ x / a g l 
I 0 , h a x = a 
s e g é d f ü g g v é n y t , a h o l p a 2 . 1 . t é t e l „ u g r á s f ü g g v é n y e " . A z o n n a l b e l á t h a t ó , h o g y 4 
( 2 . 2 6 ) r(x) £ C[—1, 1], s ő t r(x) (i Wg [—1, 1] 
i s é r v é n y e s , e m e l l e t t t e t s z ő l e g e s e > 0 m e l l e t t 
( 2 . 2 7 ) r(x) £ L i p j j ( e ) 1, h a — l ^ x ^ a i l l . ű + s ^ x ^ l . 
J e l ö l j ü k m á r m o s t p ( < » - v e l a z r ( x ) - h e z i n d u k á l t p e r i o d i k u s f ü g g v é n y t : 
(2.28) ç(<p) = r (cos <f>). 
4
 WQ [—1, 1] jelenti az / ( x ) ( C [ — 1 , 1] függvények azon halmazát, amelyre 
1 
« ( + / ; - ! ; i ) ^ e - < 5 l o g - ( . < i < i ) 
érvényes, ahol is c u ( á ; / ; —1 ; 1) az / függvény [—1, l]-beli Dini-féle folytonossági modu-
lusát jelöli. 
1 2 8 FREY T . 
M e g m u t a t j u k , h o g y é r v é n y e s e k a z a l á b b i b e c s l é s e k : 
cmo) 
, h a Q v t p y Z a — f i i l l . a f i f Z c p f Ç Z j i . 
( 2 . 2 9 ) J ci7(f)-l
lqgly—1a\ 
n 
С и l o g n 
-, h a p l . л 4 cp — а \ Ш р 
h a — т с <р V -т. 
F e n t i e g y e n l ő t l e n s é g e k k ö z ü l a z e l s ő é s h a r m a d i k e g y s z e r ű k ö v e t k e z -
m é n y e a ( 2 . 2 7 ) i l l . ( 2 . 2 6 ) r e l á c i ó k n a k é s a z AN; o - e l j á r á s l e g j o b b a p p r o x i -
m á c i ó t l o k a l i z á l ó t u l a j d o n s á g á n a k . A m á s o d i k a t í g y l á t h a t j u k b e : r ö g z í t s ü n k 
e g y t e t s z ő l e g e s 
( 2 . 3 0 ) с р 0 = а + гр 9 ] О ф \ г р 0 \ < ( 1 
p o n t o t é s t e k i n t s ü k a z t a f o l y t o n o s é s f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó Q*(cp; cp0) 
f ü g g v é n y t , a m e l y r e 
( 2 . 3 1 ) ç*(cp] <pQ) = ç(cp), h a ß + а^ср>а + 2гр0 
— a h o l i s a n a g y o b b - k i s e b b j e l ö l é s e k k ö z ü l s i g n % a l a p j á n k e l l a h e l y e s e t 
k i v á l a s z t a n u n k — t o v á b b á 
( 2 . 3 2 ) m a x 
a+(-fp0>v>a+2ip0 dcp 
m a x 
л' q, dcp f i f , ъ) ' dcp 9*(9;<Po)£C.2„. 
é r v é n y e s e k . p(<p) d e f i n í c i ó j á b ó l a z o n n a l b e l á t h a t ó , h o g y í g y 
( 2 . 3 3 ) IО (cp) — p * (cp ; cp,) I =§ С и (—тс^срш я), 
а ( 2 . 3 2 ) r e l á c i ó b ó l é s p i l l . r d e f i n í c i ó j á b ó l p e d i g , h o g y 
d ( 2 . 3 4 ) m a x 
71' Г/Г 71 dcp q*(<P\ <Po) ^ Coo I l o g I V o l l , 
é s í g y p* d e f i n í c i ó j a é s a z A„-2-eljárás t u l a j d o n s á g a i a l a p j á n , h o g y 
( 2 . 3 5 ) A „ ; 2 (cp ; Q*)- p* (cp) \ g C n • 1 l o g 11 (-л^сршл; л = 1 , 2 , . . . ) 
é r v é n y e s . L é v é n p e d i g Ah ; 2 l i n e á r i s o p e r á c i ó : 
I ; 2 (ÇP0 ; í>) í> (<Fo) I ^ 
( 2 . 3 6 ) p*)—р*Ы1 + 1 р * Ы — + с — е * ) | . 
A z u t ó b b i e g y e n l ő t l e n s é g j o b b o l d a l á n a k e l s ő t a g j á r a ( 2 . 3 5 ) a l a t t a d t u n k b e c s -
l é s t , m á s o d i k t a g j a ( 2 . 3 1 ) a l a p j á n 0 - s a l e g y e n l ő s í g y c s a k a h a r m a d i k t a g j á t 
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k e l l b e c s ü l n ü n k . 
( 2 . 3 7 ) |A4Á9>o;e-£>*)l==Cw J \F„.,2(t)\dt=0(n s), 
-s-lv-ol 
s t e t s z ő l e g e s v á l a s z t á s á n á l , h a c s a k n m á r e l é g n a g y a h h o z , h o g y p l . 
( 2 . 3 8 ) п ^ < ~ \ х р 0 \ 
é r v é n y e s l e g y e n . E z z e l a ( 2 . 2 9 ) a l a t t i b e c s l é s t i g a z o l t u k ; e z u t ó b b i a l a p j á n 
a z o n b a n p o n t o s a n u g y a n a z o k k a l a m ó d s z e r e k k e l , m i n t a 2 . 1 . s e g é d t é t e l b e n , 
i g a z o l h a t j u k a 2 . 2 . s e g é d t é t e l á l l í t á s a i t i s . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a GRÜNWALD G . [3 ] á l t a l h a s z n á l t a p p r o x i m á c i ó s 
t é t e l i s é l e s í t h e t ő a z e l ő z ő m ó d s z e r e k s e g í t s é g é v e l , n e v e z e t e s e n é r v é n y e s a 
2 . 3 . S E G É D T É T E L i s : Légyen h > 0 és tekintsük a 
i 0, ha — 1 ^хШа 
( 2 . 3 9 ) g ( x ) = g ( x > o ) = I
 ( x _ ű ) P j h a 
függvényt. Található ez esetben olyan { G „ ( x ) } polinomsorozat, amelyre 
( 2 . 4 0 ) G„ ( x ) £ Htin-i 
c?22 leá - O ö - ( x - A ) g;,(X) =§ ( 2 . 4 1 ) 
és 
( 2 . 4 2 ) 
érvényesek. 
2 . 4 . S E G É D T É T E L : Tekintsük az 
0. 
(— 1 1 ; л = 1,2, . . . ) 
Со s g(x)-Gll(x) ( - 1 = § х з § 1 ; л = 1 , 2 , . . . > 
( 2 . 4 3 ) 
ha 1 шхша 
l + o 
s ( x ) = s ( x ; а ) = • 
— 1 — l o g ( x — a), ha а <х^ 





függvényt, ahol d ( x ) tetszőleges folytonos és folytonosan differenciálható függ-
vényt jelöl, amelyet azonban úgy választunk, hogy 
( 2 . 4 4 ) s(x)£C l + 3 a ; 1 s'(x)íC 1 +3a ; 1 
1 3 0 FREY T . 
érvényesek legyenek. Található esetben olyan ( 5 „ ( x ) } polinomsorozat, amelyre 
( 2 . 4 5 ) Sn(x) ( Hem-4, 
továbbá 
| ( x - 0 ) [ s ( x ) - 5 } ! ( x ) ] | g C 2 i l o g / » 
( 2 . 4 6 ) 
es 
( — 1 = x = i 1 ; л = 1, 2 , . . . ) 
l o g я [s(Z)-S,M dl :: cr, -
( 2 . 4 7 ) 
3 . d ö r a ( 1 = * = 1 ; л = Ь 2 , . . . ) 
érvényesek. 
BIZONYÍTÁS : A l a p j á b a n v é v e a z e l ő z ő e k b e n k ö v e t e t t g o n d o l a t m e n e t e t 
i s m é t e l j ü k m e g . í g y a 
( 2 . 4 8 ) t(x;a) = s(x;a)+p(x\a) 
s e g é d f ü g g v é n y t , i l l . a h o z z á t a r t o z ó r(cp\a) i n d u k á l t f ü g g v é n y t t e k i n t j ü k é s 
i g a z o l j u k a z 
Ci(g) m a x { [ l o g | ^ p — « í j ; l o g n } , 
h a 0 ^ J <jc — g 
( 2 . 4 9 ) | А
п ; 2 ( у ; т ) — г ( ? ) | 
s p e c i á l i s a n \ c p — « | és • 
с « ( ,«) m a x i — ^ 1 l o g Í c c — « I 1 
с м 
n 
b e c s l é s t , a h o l i s 0 < g < m a x л л—a 
~2' 
ri2(cp—a)1 ' n\cp—«i \ ' 
h a — ^ l o p — « I < g 
n
 1 
h a g = \(p—«I; 
О^срШ л 
. E h á r o m b e c s l é s k ö z ü l a h a r -
m a d i k t r i v i á l i s k ö v e t k e z m é n y e ( 2 . 4 3 ) - n a k i l l . a z An. 2 - e l j á r á s t u l a j d o n s á g a i n a k . 
A z e l s ő é s m á s o d i k b e c s l é s i g a z o l á s á r a m e g j e g y e z z ü k e l s ő s o r b a n , h o g y a 
t(<jp; a ) p á r o s f ü g g v é n y i l y e n a l a k ú [ 0 , л] f e l e t t : 
( 2 . 5 0 ) г (cp ; a) : 
h a 0 
l i a Ä ^ <p ^ 
1, 
— l o g [ c o s y — c o s « ] , h a A2 = (P = c -
0 , h a ß ^ i f ^ г г . 
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T e k i n t s ü k m o s t т ( г /> ; a) h e l y e t t а т* (cp; a) £ L*n p á r o s f ü g g v é n y t , a m e l y r e 
( 1 , h a 0 
(2.51) n?{?' 1 hba v
 ' ' ' I — 0 l o g [«—</>] , h a ß i ^ < p < a 
' 0 , h a « s i p í л, 
a h o l d* {cp) i s t e t s z ő l e g e s , d e ú g y v a n m e g v á l a s z t v a , h o g y 
( 2 . 5 2 ) r * è c 0, a + a é s f t ' ( C dcp 0; 
l e g y e n , t o v á b b á 0 = 1 , h a a=f=—1 é s 0 = 2 , h a a = —1. 
M i n i m á l i s s z á m o l á s s a l b e l á t h a t ó m á r m o s t , h o g y 
( 2 . 5 3 ) Л(<р;а) = т(<р;сс)—т *(<p;a) 
f o l y t o n o s é s f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó 2л p e r i ó d u s ú f ü g g v é n y , s í g y 
( 2 . 5 4 ) \An;2(<p;J)—J(cp)\ =£ C26 — 
é r v é n y e s . ( 2 . 4 9 ) i g a z o l á s á r a e l e g e n d ő t e h á t m e g m u t a t n u n k , h o g y 
( 2 . 5 5 ) 
\An.2(cp; T*)—T*(<p;a)\^ 
C 2 7 ( ,w) - m a x { | l o g | 9 — « I I ; l o g л } ; h a \cp—cc\ ^ g 
s p e c i á l i s a n , h a \ < p — a | ^ — . 
C M • m a x \ — a ' ; } ; 2 — , ; h a — ^ v
 ' I n-(<p — ay n\ip — n 
2= i cp «i fl 
é r v é n y e s , E z t i g a z o l a n d ó , c é l s z e r ű m é g a i p = a — cp e l t o l á s t i s v é g r e h a j t a n i , 
a z a z a 
( 2 . 5 6 ) J 0 - h a 
j — C l o g y , h a 0 < V = s « — A 




=§ | > n ; 2 ( / - У ) I { I l o g I / | + I l o g 11/1II} dt =§ 
-л 
л 
= i G 2 9 | l o g | i / ; | | + | > „ ; 2 ( í ) | ; | l 0 g | / + y | | í / f 
1 3 2 FREY T . 
« л 




( 2 . 5 7 ) á C e m a x { | l o g | v | | ; l o g n } + C n ^ J Ä j J J L r f g 
1 
* + — 
Ш C 3 3 m a x { | l o g I v I I ; l o g л } , 
m i n t h o g y a l e g u t o l s ó f o r m u l á b a n s z e r e p l ő i n t e g r á l cp ^ 0 e s e t é n a z 
я 
( 2 . 5 8 ) 
2 
i n t e g r á l l a l , — — V = 0 e s e t é n a z 
2 
n я 




ö s s z e g g e l , cp < e s e t é n p e d i g a z 
1*1-2- 1 n л n 
( 2 . 6 0 ) l o g л [ - p + l o g / 7 J - f - + i 3 J | l 0 g | g | | r f g 
2- ' |*|+2- " - 1 
H II n 
ö s s z e g g e l m a j o r á l h a t ó . ( 2 . 5 8 — 6 0 ) - b ó l a z o n b a n ( 2 . 5 7 ) — s í g y ( 2 . 4 9 ) i l l . 
( 2 . 5 5 ) — e l s ő b e c s l é s e i s l e o l v a s h a t ó . 
L e g y e n m o s t n e l é g n a g y a h h o z , h o g y 
(2.61) 
m á r t e l j e s ü l j ö n . E k k o r 
л 
| A , ; 2 ( V ; t " ) — г * Ч Д ) = | J | f « ; 2 ( 0 l • | т * * ( ' + V O — T**(lp)\dt = 
-71 
_ ф 1 \J> 
-ц л -xp 2 n 2 
- l [ . í+ í ]+ . í + J + U + JI+ 
-Я /X -/X -t/> t/7 1 
"y + n" 
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(2. 62) 
n f*~ 
+ { + J [ I F n ; 2 ( 0 1 • I T " ( f + V ) — r * * ( V ) ! dt 
l o g ( l + 
W n 




4 . 2 — + z
 л
2 






a h o l i s a z e l s ő i n t e g r á l p á r b a n a T**(ip)£L<>„ t é n y t é s a ( 2 . V I . ) b e c s l é s t h a s z -
n á l t u k f e l , a m á s o d i k i n t e g r á l b a n á z t , h o g y i t t т " p + V ) = 0» a h a r m a d i k b a n , 
a n e g y e d i k p á r b a n é s a z ö t ö d i k b e n т**(гр) d e f i n í c i ó j á t , é s a h a t o d i k b a n a z t , 
h o g y 
( 2 . 6 3 ) | t " ( / + v) |s í l o g v , h a f i 4 2 
( 2 . 6 2 ) - b ő l p e d i g k ö n n y e n l e o l v a s h a t ó a ( 2 . 5 5 ) — s í g y ( 2 . 4 9 ) — m á s o d i k 
2 
b e c s l é s é n e k h e l y e s s é g e i s , h a — ^ à i p ^ g h i s z e n 
< 2 . 6 4 ) J l o g 
n 
1 i -dt-"Ii 
e s 
( 2 . 6 5 ) 
(2. 66) 




I l o g 1 + 
dt 
t 






- 1 4 
2 
ip • t 1p 
L e g y e n v é g ü l 
( 2 . 6 7 ) 
— < — 
1 3 4 FREY T . 
E k k o r т** d e f i n í c i ó j a a l a p j á n 
(2.68) | t " ( V + t)-T** (+)| 0, h a — + | 
m i o g « — n ) | . ha l + l 
É r v é n y e s t e h á t a k ö v e t k e z ő b e c s l é s : 
n 
(2. 69) 




„ , . 1 C 4 0 f j l o g LI C 4 0 l o g ( l - M ) dt 
m 




/ г ф j 
l o g ( - 1 ) dl 
s i С
в
 ( » ) • - - + С , i l o g i vil 
П-гр- ' 
a z a z , e z e s e t b e n i s é r v é n y e s ( 2 . 4 9 ) m á s o d i k b e c s l é s e . 
A b i z o n y í t á s a t o v á b b i a k b a n i s m é t s z ó r ó i - s z ó r a k ö v e t h e t i a 2 . 1. s e g é d 
t é t e l i g a z o l á s á n a k m e n e t é t . 
3. §. Az ún. „külső Lebesgue-függvény" becslése 
A L a g r a n g e - f é l e i n t e r p o l á c i ó - s o r o z a t o k k o n v e r g e n c i a v i z s g á l a t a i n á l a 
11 
( 3 . 1 ) L ( x ) = Z \ l x n ( x ) \ 
f£=l 
L e b e s g u e - f ü g g v é n y , a l o k a l i z á c i ó s p r o b l é m á k k a l k a p c s o l a t o s a n v i s z o n t a z ú n 
„ k ü l s ő L e b e s g u e - f ü g g v é n y " 
( 3 . 2 ) AZ(x;ő)= Z* |4n(x)| 
n a g y s á g r e n d i a l a k u l á s a j á t s z i k f o n t o s s z e r e p e t ; e z u t ó b b i f o r m u l á b a n a s z u m -
m a j e l f e l e t t i c s i l l a g a r r a u t a l , h o g y c s a k a z o n L - k r a k e l l ö s s z e g e z n ü n k , a m e 
l y e k r e 
( 3 . 3 ) I x — X k n I > à 
é r v é n y e s . 
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A z a l á b b i a k b a n b e b i z o n y í t j u k , h o g y n o r m á l i s p o n t c s o p o r t o k e s e t é n 
é r v é n y e s a 
( 3 . 4 ) ( — в ; л = 1 , 2 , . . . ) 
b e c s l é s . 
E c é l b ó l m i n d e n e k e l ő t t a z t v i z s g á l j u k m e g , h o g y a l i n e á r i s a l a p p o l i -
n o m o k a t h o g y a n t u d j u k b e c s ü l n i n o r m á l i s p o n t c s o p o r t o k e s e t é n . L e g y e n t e h á t 
a e g y t e t s z ő l e g e s ( — 1 , l ) - b e l i p o n t . L e g y e n t o v á b b á 
( 3 . 5 ) c = [ m i n { ( l - ű ) ; ( l + a ) } ] - 1 . 
A V j n ( x ) l i n e á r i s a l a p p o l i n o m m e r e d e k s é g é t m á r m o s t a z h a t á r o z z a m e g , h o g y 
m i l y e n t á v o l v a n e g y m á s t ó l a z a z Xj„ a l a p p o n t , a m e l y h e z a t e k i n t e t t a l a p -
p o l i n o m t a r t o z i k ( t i . a d e f i n í c i ó s z e r i n t V j „ ( X j n ) = 1 ) t o v á b b á a h o z z á t a r t o z ó 
k o n j u g á l t p o n t , kjn ( t i . a d e f i n í c i ó s z e r i n t vjn(kj„) = 0 ) . A z t v i s z o n t , h o g y a 
t e k i n t e t t a p o n t b a n m e k k o r a m i n i m á l i s a n é s m a x i m á l i s a n a vjn(a) é r t é k , e g y -
r é s z t a z a l a p p o l i n o m m e r e d e k s é g e , m á s r é s z t v i s z o n t a z a l a p p o n t é s a z a p o n t 
t á v o l s á g a h a t á r o z z a m e g . 
3 . 1 . S E G É D T É T E L . Érvényesek az alábbi becslések: 
( 3 . 6 ) V j n ( a ) 1 — c \ X j n — a \ ( ; ' = 1, 2 , . . . , л ; n = 1, 2 , . . . ) 
( 3 . 7 ) ( y = 1, 2 , . . . , л ; л = 1 , 2 , . . . ) . 
( 3 . 6 a ) ц„(а)Ш (*,«>«) 
BIZONYÍTÁS: A f e n t e b b e l m o n d o t t a k a l a p j á n a ( 3 . 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g t r i v i -
á l i s , h i s z e n a k o n j u g á l t p o n t o k s z ü k s é g k é p p a ( — — 1 ] v a g y a z [ 1 , 
i n t e r v a l l u m b a n v a n n a k , s í g y a l i n e á r i s a l a p p o l i n o m m e r e d e k s é g e n e m l e h e t 




 m i n { ( 1 - х » ; ( 1 + x J H j } ~ 
n é l . A ( 3 . 6) . e g y e n l ő t l e n s é g b e l á t á s á h o z m é g c s a k a z t k e l l m e g g o n d o l n u n k , , 




 m i n { ( 1 — ű ) ; ( 1 + a ) } ~ m i n { ( 1 — x j n ) ; ( 1 + х » } ' 
h a v i s z o n t | x / „ | > | ö j , a k k o r — a l s ó b e c s l é s r ő l l é v é n s z ó — c s a k a z a z e s e t 
é r d e k e s , a m i k o r a z a p o n t s z é t v á l a s z t j a a z xjn a l a p p o n t o t é s a m e g f e l e l ő k o n -
j u g á l t p o n t o t . E b b e n a z e s e t b e n a z o n b a n n y i l v á n é r v é n y e s a z 
I Xjn—kjn I = m i n { ( 1 — a ) ; ( 1 + ű ) } ' \Xjn—kjn \ = 1 + xjn > ha T » > ö 
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b e c s l é s , s í g y ( 3 . 6 ) é s ( 3 . 6 a ) i s . H a t i . a n e m v á l a s z t j a s z é t a z a l a p p o n t o t 
é s a h o z z á t a r t o z ó k o n j u g á l t p o n t o t , a k k o r 
( 3 . 1 1 ) Ц п ( а ) Ш 1 
é s í g y ( 3 . 6 ) a n n á l i n k á b b é r v é n y e s . 
T e k i n t s ü k m á r m o s t a 2 . 2 . s e g é d t é t e l b e n s z e r e p l ő q(x;a) f ü g g v é n y t é s 
v á l a s s z u k m e g a b e n n e s z e r e p l ő á l l a n d ó k a t a k ö v e t k e z ő k é p p 
( 3 . 1 2 ) c = [ m i n { ( l - a ) ; ( l + û ) } r 1 
(3.13) o<ősi min 
a+b 
( 3 . 1 4 ) m i s m a x - i - j




( 3 . 1 5 ) Q(x\á)= J ç ( i ; a ) r f i 
a 
f ü g g v é n y h e z t a r t o z ó é s a t e k i n t e t t [ х ы ] n o r m á l i s a l a p p o n t r e n d s z e r r e t á m a s z -
k o d ó , l e g f e l j e b b ( 2 n — l ) - e d f o k ú H e r m i t e - f é l e i n t e r p o l á c i ó s p o l i n o m i l y e n 
a l a k ű ; 
n 
Hn(x; Q)=2 {Q(Xkn)vu„(x) + q(xkn)(x—xk„)}lln(x) 
( 3 . 1 6 ) k = 1 
П 
= 2 0KN(x) Q)-L(X), 
к—1 
a h o l a 
( 3 . 1 7 ) Ф
к
»(х; Q) = Q(xkH ; a)rkn(x) + q(xkn ; a ) • ( x — x k n ) 
j e l ö l é s t h a s z n á l t u k . ' 
3 . 2 . S E G É D T É T E L : Érvényesek a következő becslések: 
( 3 . 1 8 ) Ф
ки
(а;0)Ш 0 (Лг — 1 , 2 , . . n ; n = 1, 2 ,
 v . ) 
( 3 . 1 9 ) Ф
кп
(а;Q) si C(ő)> 0 (k = k2;k2 + 1 ; . . . ; х , з ; п > a+ Ő;n = 1 , 2 , . . . ) 
feltéve, hogy a q(x;a)-ban szereplő állandókak a ( 3 . 1 2 — 1 3 — 1 4 ) relációk 
alapján választottuk. 
BIZONYÍTÁS: А Ф
к1,(х; Q) f a k t o r o k a t e x p l i c i t e f e l í r j u k , í g y k ö n n y e n m e g -
m u t a t h a t j u k a f e n t e b b i b e c s l é s e k h e l y e s s é g é t . L e g y e n t e h á t n m á r e l e g e n d ő e n 
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n a g y é s v e z e s s ü k b e a k ö v e t k e z ő i n d e x - m e g á l l a p o d á s o k a t . : 
( 3 . 2 0 ) X „ - i ; „ = i a < xkl ;„ ; kx — kx(n ; a) 
( 3 . 2 1 ) x V i ; n ^ a + d < xk, ;n ; k2 = k2(n ; a ; ő) 
( 3 . 2 2 ) х
кз;п^а + b < Xica+i;n] kz = ka(n ; a; b) 
(2. 23) xki;n Ш 1 — 2d < xK+i.„; k4 — k4(n; a; b; d) 
H a m á r m o s t k ^ k 4 — 1, a k k o r a ( 3 . 1 5 ) i l l . ( 2 . 1 8 ) a l a t t i d e f i n í c i ó k 
a l a p j á n 
( 3 . 2 4 ) Q(xu„-, a) = q(xkn; a) = 0 (k^k4—1 ; a = l , 2 , ...) 
s í g y ( 3 . 1 8 ) e z e k r e a L - k r a b i z t o s a n é r v é n y e s . H a v i s z o n t к 4 Ш к ^ к 3 , a k k o r 
— i s m é t a d e f i n í c i ó k a l a p j á n : 
<3 . 2 5 ) Q (xkn ; a) = (xk„— 
( 3 . 2 6 ) q (xkn ; a) =Q (xkn ; a) | 1 + c ( x * " ~ f l ) - с l o g (xkn - a) j . 
I xkn—« j 
í g y t e h á t 
Ф
кп
 (a; Q) = Q (xk„) [vkn ( a ) — 1 — с ( x k „ — а) —с (xkn — a) l o g (xkn — a ) ] ^ 
( 3 . 2 7 ) с (Xkn - û ) 2 + c C n - " > [ — 2 — l o g ( x k n — a ) ] = 
= - с (x - a) 2 +«*-°> [2 + l o g (x - а ) ] \
х=хы, 
a h o l f i g y e l e m b e v e t t ü k , h o g y к^к
л
 l é v é n , (xkn — a ) é s í g y Q (xkn ; a ) i s n e m -
n e g a t í v , é s a 3 . 1 . s e g é d t é t e l ( 3 . 6 a ) b e c s l é s é t i s f e l h a s z n á l t u k . M i n t h o g y p e d i g 
с > 0 é s Лгз-at ú g y v á l a s z t o t t u k , h o g y 
( 3 . 2 8 ) (xkn — a)^e3, h a k4^k^k3 
é r v é n y e s , e z é r t ( 3 . 2 7 — 2 8 ) - b ó l r ö g t ö n l e o l v a s h a t ó , h o g y k3 e s e t é n a 
( 3 . 1 8 ) a l a t t i ; k , ^ k ^ k k 3 e s e t é n p e d i g m é g a ( 3 . 1 9 ) a l a t t i b e c s l é s i s é r v é -
n y e s , h i s z e n e k k o r 
( 3 . 2 9 ) ( x k n — a ( ő ) > 0 . 
J e l ö l j ü k a t o v á b b i a k b a n a vkn(a)-hoz a 3 . 1. s e g é d t é t e l b e n m e g a d o t t m i n o r á n s -
f ü g g v é n y t g ( x ) - s z e l : 
( 3 . 3 0 ) vkn(a) ^ 7 t ( x ) | e = l í f a i = 1 — c ( x — а ) | я , - 3 ; ь > 0 , h a a ^ x ^ 1 — 2 d . 
A f e n t i e k b e n n e m c s a k a z t b i z o n y í t o t t u k , h o g y к 4 ш к ш к 3 e s e t é n 
Ф
к
п(а) Ш 0 , h a n e m , h o g y 
( 3 . 3 1 ) d»(x) = Q(x; a) g(x) — (x — a)q(x; а)Ш 0 
i s é r v é n y e s a ^ x ^ a + ö - b e n , s ő t , h o g y 
( 3 . 3 2 ) Ф(х)^С4(д)> 0 , h a a + ő^x^a + b. 
3 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i IX/2 
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A z a l á b b i a k b a n a z t i g a z o l j u k , h o g y a ( 3 . 3 2 ) e g y e n l ő t l e n s é g a z ö + ö ^ 
—2d i n t e r v a l l u m o n i s é r v é n y e s . E c é l b ó l m i n d e n e k e l ő t t a z t j e g y e z -
z ü k m e g , h o g y m ( 3 . 1 4 ) s z e r i n t i m e g v á l a s z t á s a b i z t o s í t j a a d > 0 r e l á c i ó 
é r v é n y e s s é g é t , a z a z a z t , h o g y q(x\ a) l i n e á r i s s z a k a s z a m é g 1 „ e l ő t t " m e t s z i 
a z a b s z c i s s z a t e n g e l y t . A b b ó l i n d u l h a t u n k k i , h o g y ( 3 . 3 2 ) s z e r i n t 
( 3 . 3 3 ) Q(a + b; a) g(a + b) — bq(a + b; a) ш C 4 ( ó ) . 
L e g y e n m o s t 
( 3 . 3 4 ) x = a + b + % é s 0 < § s 1 — 2d—a — b, 
a z a z 
( 3 . 3 5 ) Q ( ű + ó + g ; ű ) = Q ( ű + ó ) + ^ - [ g ( f l + ó ) + <7(ű + ó + D ] , 
— h i s z e n Q e s z a k a s z o n k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y , q(x]a) d e r i v á l t t a l — t o v á b b á 
f i ( a + ö + S ) = l — c ( ô + £ ) = l — c ö — c £ . 
így 
&(a + b + ï)={Q(a + b + ï;a)p(a + b + ï ) — (b + S)q(a + b + Ç;à)}=: 
= Q(a + b)(\-cb)-bq(a + b) + b[q(a + b)-q(a + b + m — 
-(1 -cb-c§^[q(a + b+® + q(a + b)]-cSQ(a + b)-£q(a + b + ®> 
( 3 . 3 6 ) >W(a + b) + bmï; — îi[cQ(a + b) + q(a + b)], 
a h o l f e l h a s z n á l t u k , h o g y 1 — cb—ct, h a t á r o z o t t a n p o z i t í v a 1 — 2 û f — 
— a—b s z a k a s z o n , t o v á b b á h o g y u g y a n i t t q(a-\-b-\-^ \ a) h a t á r o z o t t a n m o n o t o n 
c s ö k k e n ő . 
M á r m o s t a ( 3 . 3 3 ) b e c s l é s s z e r i n t 
(3 37) q(a + b;a) \-cb 
' Q(a-f 6; a) b 
é r v é n y e s , h i s z e n 1 — cb> 0 ; í g y ( 3 . 3 6 ) a l a p j á n 
1 — cb 
Ф(а + Ь + %)>Ф(а + Ь) + %тЬ — %С1(а + Ь) c-
( 3 . 3 8 ) =-ip(a + b) + dmb—£Q(a + b) \ = 
— Ща + Ь) + ЪЬ 
b 
a+b 
J ö-) d* 
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a z a z ( 3 . 1 4 ) a l a p j á n 
( 3 . 3 9 ) Ф(а + Ь + £)Ш0(а + Ь), h a — 2 d — a — b, 
a m i v e l a ( 3 . 3 2 ) b e c s l é s h e l y e s s é g é t к
ъ
 ^  к ш k4 e s e t é r e i s i g a z o l t u k . H a v é g ü l 
ki Ш к ш n, a k k o r 
( 3 . 4 0 ) Q(xkn;a)=Q(\ —2d; a); q(xkn; ö ) = 0 
( 3 . 4 1 ) 
t e h á t 
( 3 . 4 2 ) Ф
кп
(a; Q) = vkn(a) Q(xkn; a) ^ 2 ^ Q ( d ) 
s í g y a s e g é d t é t e l i g a z o l á s á t b e f e j e z t ü k . 
A f e n t e b b i s e g é d t é t e l e k a l a p j á n m á r k ö n n y e n i g a z o l n i t u d j u k a k ü l s ő 
L e b e s g u e - f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó á l l í t á s u n k a t : 
3. 3 . T É T E L : Normális alappontmátrix esetén érvényes a 
( 3 . 4 3 ) A^(x;ô)^Cb(e;ô) ( - 1 + fi=sjc=£l-fi; л = 1 , 2 , . . . ) 
becslés. 
BIZONYÍTÁS: T e k i n t s ü k a Q(x; a) i l l . q(x;a) f ü g g v é n y e k e t , a m e l y e k e t 
( 3 . 1 5 ) i l l . ( 2 . 18 ) a l a t t d e f i n i á l t u n k , a b e n n ü k s z e r e p l ő á l l a n d ó k a t v á l a s s z u k 
m e g a ( 3 . 12 — 1 4 ) r e l á c i ó k a l a p j á n é s l e g y e n 
a( [— 1+e; l—fi]. 
A z a l á b b i a k b a n m i n d e n e k e l ő t t a z t m u t a t j u k m e g , h o g y a ( 3 . 1 6 ) a l a t t i 
p o l i n o m m a l k a p c s o l a t o s a n é r v é n y e s a 
( 3 . 4 4 ) | / / H ( ú ; Q ) | á i ± Í £ ) ( , 1 = 1 , 2 , . . . ) 
b e c s l é s . A 2 . 2 . s e g é d t é t e l s z e r i n t t a l á l h a t ó u g y a n i s o l y a n p o l i n o m s o r o z a t , 
{ < ? : ( * ) } , a m e l l y e l 
( 3 - 4 5 ) | Q ( x ) - Q : , ( x ) | s i ^ 
é s 
. C 8 (х-a) 
n 
( 3 . 4 6 ) 
v é g ü l 
( 3 . 4 7 ) Q*(x) £ Hn 
é r v é n y e s e k t e t s z ő l e g e s t e r m é s z e t e s n m e l l e t t . M i n t h o g y m é g (3 . 1 5 ) - b ő l l e o l v a s -
2» 
1 4 0 FREY T . 
h a t ó a n Q {a ; û ) = 0 i s é r v é n y e s , a z é r t : 
\H,.(a; Q ) | = \ Hn(a; Q)-Q(a; Ö ) | g | M , ( Q - Q : ) | + | Q ( a ; л ) - < З Г , ( а ) | 
= Z ! Q (*"« ; — Q» (**«) I n„ (a) tin (a) + 
( 3 . 4 8 ) + 2 
k=I 
q(xkn;d) — ^Qn(xkn) I Xkn — a I • Un (a) + 
+ vkn (a) • Il (a) + £ • £ Il + 
n k=1 л A l л 
^ 2 — + — • Со ( f ) = . 
n n n 
T e k i n t s ü k e z e k u t á n a 
H,,(a; Q ) = ^ Ф А П ( Л ) ll(a) 
к ; xic„>a 
ö s s z e g e t . M i n t h o g y a 3 . 2 . s e g é d t é t e l s z e r i n t v a l a m e n n y i Ф
кп
{а) r i e m n e g a t i v 
Х ы = а e s e t é n , a z é r t t e t s z ő l e g e s p o z i t í v d ^ m i n j e 3 ; * ^ a ; у с | m e l l e t t 
( 3 . 4 9 ) — g / / „ ( ö ; Q ) ^ У Ф
кп
 ( о ) il (a). 
Il k;xktß_a+ö 
H a s z n á l j u k i t t m o s t f e l a 3 . 2 . s e g é d t é t e l m á s i k , ( 3 . 1 9 ) a l a t t i b e c s l é s é t i s : 
( 3 . 5 0 ) a ( à ) - 2 i l ( а ) Ш 
Kx^a+i П 
a z a z v é g ü l 
( 3 . 5 1 ) z 
к ; x h S n + í Л 
A m e n n y i b e n a Q ( x ; a) f ü g g v é n y h e l y e t t e n n e k a z x = a p o n t r a v o n a t -
k o z ó t ü k ö r k é p é t h a s z n á l j u k f e l , a f e n t i g o n d o l a t m e n e t e k e t s z ó r ó i - s z ó r a m e g -
i s m é t e l v e a 
( 3 . 5 2 ) 2 L ( f i ) t 
b e c s l é s a d ó d i k , s í g y ( 3 . 5 1 ) - e t é s ( 3 . 5 2 ) - t ö s s z e f o g l a l v a 




A m e n n y i b e n ( 3 . 5 3 ) - r a a C a u c h y - f é l e e g y e n l ő t l e n s é g e t a l k a l m a z z u k , a b i z o n y í -
t a n d ó b e c s l é s t k a p j u k é p p e n : 
( 3 . 5 4 ) Z | / a u ( Ű ) | ^ C 1 2 ( ? ; d ) . 
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A z i m é n t i g a z o l t t é t e l n e k c s a k n e m t r i v i á l i s k ö v e t k e z m é n y e a 
3 . 4 . (LOKALIZÁCIÓS) T É T E L : AZ f ( x ) Ç С [ — 1 , 1] függvényhez rendelt és 
az [xk>] normális alappontmátrixra támaszkodó Lagrange-féle interpoláció-
sorozat konvergenciája tetszőleges x 0 £ ( — 1 , 1 ) pontban csakis az f(x) függ-
vénynek az x0 egy tetszőleges környezetében mutatott strukturális tulajdonságaitól 
függ — azaz e s o r o z a t a z f(x0) é r t é k h e z k o n v e r g á l , h a v a l a m e l y ő > 0 s z á m -
h o z m e g a d h a t ó o l y a n gő(x) £ C [ — 1 , 1] f ü g g v é n y , a m e l y h e z t a r t o z ó i n t e r p o l á c i ó -
s o r o z a t x 0 - b a n k o n v e r g e n s é s a m e l y r e 
gö(x)=f(x), h a x 0 — ô s x s x „ + d . 
4 . § . Az Erdős—Turán-féle sejtés bizonyítása 
4 . 1 . SEGÉDTÉTEL. Tekintsük az [xkn\ normális pontcsoport-sorozatot. 
Érvényes ez esetben a 
( 4 . 1 ) j t ( x - x k n f l l ( x ) s ( - 1 + 8 s x s i 1 - 8 ) 
k=1 О 
becslés. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n [ — 1 + Í ; 1—«] é s 
s 
( 4 . 2 ) f(x)=< 
0 , h a — l s x s — 1 + -
Ъ ( x ) , h a - l + ^ + á ű - d 
( x — á f , h a a — d s x s û + d 
r p 2 ( x ) , h a a + d s x s \ — ~ 
0 , h a 1 - r s x s 1 , 
4 
1 + — • l - l i 
+ 4 > 4 
a h o l ô > 0 - t ú g y v á l a s z t o t t u k , h o g y [ a — ô ; a + d ] 
é s <jp 2 (x)-e t p e d i g ú g y , h o g y 
( 4 . 3 ) / ( x ) É C [ — 1 , 1 ] ; / ' ( * ) € C [ — 1 , 1] , s ő t f'{x) é L i p 1 
é r v é n y e s l e g y e n . T a l á l h a t ó t e h á t o l y a n { P , ( x ) } p o l i n o m s o r o z a t , a m e l y r e 
<h(x ) 
( 4 . 4 ) 
( 4 . 5 ) 
é s 
( 4 . 6 ) 
P, (x) b Hn, 
| / ( x ) - P H ( x ) j s ( — 1 = ï = l ; л = 1 , 2 , . . . ) 
Сз | / ' ( x ) - P , ; ( x ) s ^ ( - l s x s l ;
 л
 = 1 , 2 , . . . ) 
1 4 2 FREY T . 
é r v é n y e s e k . T e k i n t s ü k m á r m o s t a z / ( x ) - h e z r e n d e l t , l e g f e l j e b b ( 2 л — l ) - e d f o k ú 
H e r m i t e - f é l e i n t e r p o l á c i ó s p o l i n o m o t é s b e c s ü l j ü k m e g e n n e k x = o - b e l i é r t é k é t : 
\Hn(a; /)[ = | Hn (a ; / ) - f ( a ) | g | Hn (a ; / - />„) | + |/(fl) - Pn {а) \ ш 
11 11 
= Z I f(Xkn) — Pn (xkn) I Vfcn ( ö ) lin (a) + Z I / ' (Xkn) — P:, (Xkn) I I Xkn — a | L (a) + 
( 4 . 7 ) + f ^ f Z t * . ( Ű ) / L + & ( Л ) + § =1 2 £ + 
Л Л * = 1 Л л л 
M á s r é s z r ő l v i s z o n t r é s z l e t e s e n k i í r v a H„(a;f) e g y e s t a g j a i t : 
/ / „ ( û ; / ) = Z K a (О) - 2 ] ( о — х
ь
, ) 2 / 2 „ ( о ) + 
fc
 ; i« -ж
А
„1=0 
( 4 . 8 ) + Z* f(Xkn)vkn(a)lL(a)+ Z* f'(xkn)(a—xk„)lL(a) 
k; W-Xklf>6 к ; \a-xkn\>S 
a d ó d i k . F i g y e l e m b e v é v e t e h á t ( 3 . 7 ) - e t é s ( 3 . 4 3 ) - e t , t o v á b b á / ( x ) d e f i n í c i ó j á t , 
é r v é n y e s a z Z [vkn (a) — 2] (a — Xknf iL (a) 'A — C6(e) 
*s n 
С (e) ( 4 . 9 ) + ^ p - - m a x | / ( x kn ) Vkn (a) + / ' (x , , „ ) (a—xkn 
л t 
C « ) ! C « )
 c ^ = C « ) 
b e c s l é s . А 3 . 1. s e g é d t é t e l ( 3 . 7 ) b e c s l é s é t i s f e l h a s z n á l v a , k ö n n y e n b e l á t h a t ó 
m á r m o s t , h o g y d > 0 m e g v á l a s z t h a t ó o l y a n k i c s i r e , h o g y a ( 4 . 9 ) b e c s l é s b a l -
o l d a l á n , a z ö s s z e g e z é s b e n s z e r e p l ő [vkn (a) — 2 ] f a k t o r o k v a l a m e n n y i e n n e g a t í v a k 
é s p l . — 5 - < 0 - n á l i s k i s e b b e k l e g y e n e k . ( 3 . 7 ) a l a p j á n u g y a n i s 
( 4 . 1 0 ) C f r „ ( ö ) - 2 3 i - l ' W - x k n \ 
m i n { | 1 — х
ш
\; |1 + X f r „ | } ' 
é s í g y 
( 4 . 1 1 ) г** (a)— 2 ^ — 1 + - — = + = 
1 s о
 0 
h a 0 < d ^ m i n í d 0 ; Á - j , a h o l d„ a 
<4. , 2 , 
143 FREY T.: I N T E R P O L Á C I Ó NORMÁLIS P O N T C S O P O R T O K O N , I . 
e g y e n l e t g y ö k e . I t t f e l h a s z n á l t u k a z t a t é n y t , h o g y ö + [ — 1 + e ; 1 — s] é s í g y 
a z ( [ û — d ; a + d ] f e l t é t e l m e l l e t t 
l - f - d s 1 — í — m i n { ( 1 — x * „ ) ; ( 1 + x,,.„)} 
i s é r v é n y e s . V á l a s z t v a t e h á t e g y 0 < ö s m i n j ő0; j - e t é s f i g y e l e m b e v é v e 
( 4 . 9 — l l ) - e t , a 
( 4 . 1 3 ) , 7 2 ' (Xkn—aflL (a) s 
k-,\a-xh\^a n 
b e c s l é s a d ó d i k ; e h h e z h o z z á v é v e m é g , h o g y a 3 . 3 . t é t e l ( 3 . 4 3 ) ö s s z e f ü g g é s e 
a l a p j á n 
( 4 . 1 4 ) 2 * ( X k n - a f l l l ( a ) ± i 4 - 2 * C„(«) 
к ; \ а ~ х ы \ > в n 
a z o n n a l l e o l v a s h a t ó a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
M o s t m á r k ö n n y e n i g a z o l h a t j u k a z E r d ő s — T u r á n - f é l e s e j t é s t : 
4.2. TÉTEL: Tetszőleges [XA„] normális pontcsoportsorozat és tetszőleges 
x £ [—1+8; 1—8] pont esetén érvényes az 
C 1 0 ( 8 ) ( 4 . 1 5 ) K ( x ) | = 
becslés. 
I l ( x Xi, , ) 2 „ ( л = 1, 2 , . . . ) 
BIZONYÍTÁS: A 4 . 1 . s e g é d t é t e l ( 4 . 1 ) b e c s l é s é v e l k a p c s o l a t o s a n f e l h a s z -
n á l v a a C a u c h y - e g y e n l ő t l e n s é g e t , a 
n 
( 4 . 1 6 ) 2 l * — x * n | | / * „ ( x ) ! = £ < : „ ( « ) ( - 1 + í g x s l - « ; n=\,2, ...) 
b e c s l é s a d ó d i k . F e l h a s z n á l v a m é g a z ERDŐS é s TÚRÁN [ 2 ] á l t a l i s a l k a l m a z o t t 
é s i g a z o l t l e m m á t , a m e l y s z e r i n t t e t s z ő l e g e s p o n t c s o p o r t s o r o z a t e s e t é n é r v é n y e s a 
n . 
( 4 . П ) Z r - r ^ ^ ( « = 1 , 2 , . . . ) 
e g y e n l ő t l e n s é g , a z o n n a l b e l á t h a t ó a ( 4 . 1 5 ) b e c s l é s h e l y e s s é g e . U g y a n i s ( 4 . 1 6 ) 
é s ( 4 . 1 7 ) a l a p j á n 
П а H 
<4. 1 8 ) I (on ( x ) I 2 " ~ 3 g i [ сод ( x ) j • 2 I >L ^ = H \ x - X k n \ \ l k n { x ) \ ^ C n { s ) 
s e z e q u i v a l e n s ( 4 . 1 5 ) - t e l . 
1 4 4 FREY T . 
5. §. A Lebesgue-függvény becslése 
5 . 1. S E G É D T É T E L : Tetszőleges [xfc)1] normális alappontmátrix és 
x < [—1+e; 1—f] esetén érvényes a 
( 5 . 1 ) ( л = 1 , 2 , . . . ) 
í t=l n 
becslés. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n — 1 + s ; 1 — * ] é s t e k i n t s ü k a 2 . 4 . s e g é d t é t e l -
b e n d e f i n i á l t s(x; a) i l l . 
( 5 . 2 ) S ( x ; a ) = J s ( | ; û ) dl 
f ü g g v é n y t , t o v á b b á a z e z u t ó b b i h o z r e n d e l t l e g f e l j e b b ( 2 n — l ) - e d f o k ú H e r m i t e -
f é l e i n t e r p o l á c i ó s p o l i n o m o t ; 
( 5 . 3 ) Hn(x; S)= 2 SiXkn'' ? vkn(x)-s(xkn; a) K; XFAJXI L XKN X 
A z o n n a l b e l á t h a t ó , h o g y é r v é n y e s a 
(xkn X ) llcn ( x ) . 
( 5 . 4 ) Hn(a\ S ) | = \Hn(a\ S)—5(a)| ^ Сф) logn (n—l, 2, ...) 
b e c s l é s . A 2 . 4 . s e g é d t é t e l s z e r i n t u g y a n i s t a l á l h a t ó o l y a n { P „ ( x ) = j S ,»_ , ( ? ) d l } 
p o l i n o m s o r o z a t , a m e l y r e a í 6 ^ 
( 5 . 5 ) P n ( x ) £ H n 
( 5 . 6 ) 
é s 
( 5 . 7 ) 
| 5 ( x ; a ) - P n ( x ) | ^ - ^ - l o g « 
s ( x ; a)- dx P „ ( x ) 
Сф) l o g n ( — l á x ^ l ; л = 1 , 2 , . . . ) (х-a) 
é r v é n y e s e k . í g y 
IHn(a; S)—S(a; a)\^\Hn(a; S-Pn)\ + \S(a; а) — Ря(а)\ш 
n 
= 2 {15 (**« ; a) — Pn (х
кп
) I vkn (a) tin (a)} + 
( 5 . 8 ) 
+2 S (xkn ; a)——r— Pn (Xkn) I a — xkn I L (a) + l o g n 
— l o g n 2 Vkn (a) l'L (a) + l o g л 2 I û — | iL (a) + 
л
 k = i " • -
, Сф), l o g л ^ 
Л - fcSI 
l o g Л 
л 
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í g y t e h á t ( 5 . 3 ) - a t é s ( 5 . 8 ) - a t f e l h a s z n á l v a 
( 5 . 9 ) 2 -





nn(a) + s(xk,r, a) 
a — xkn 
(a — xkn) d, (a) C M l o g n 
V i z s g á l j u k m o s t m e g k i s s é r é s z l e t e s e b b e n a s z ö g l e t e s z á r ó j e l b e n s z e r e p l ő 
f a k t o r o k a t , é s h a s z n á l j u k i t t f e l a ( 3 . 6 ) a l a t t i b e c s l é s t i s : 
— l o g (xkn — a) vkn (a) + 1 - f l o g (xkn — a) 
a—xk„ 
( 5 . 1 0 ) = 1 — 1 l o g (х
кп
 — a) \ • [vkn (a) — 1 ] ^ 
^ 1 — I l o g ( x k H - a ) 1 1 X k n ~ C 1 ^ 6 ( 0 > do > о , 
h a c s a k 0 < x k n — a^Ce(s;d0) é s 0 < x t ) í — a ^ m i n j 1 ; — у - | é r v é n y e s e k ( a z 
1 + ß 
xkn £í - e s e t b e n t i . s(x;a) n i n c s e x p l i c i t e m e g a d v a ; e r r e n e m i s l e s z 
e g y é b k é n t s z ü k s é g ü n k ) . A z s(x;a) d e f i n í c i ó j á b a n s z e r e p l ő d(x) f ü g g v é n y t 
v á l a s s z u k a z o n b a n ú g y , h o g y n e c s a k 
( 5 . 1 1 ) 
h a n e m 
( 5 . 1 2 ) 
s ( x ; a ) = 0 , h a 
5 ( X ; Û ) = 0 , h a 
i s é r v é n y e s l e g y e n . E n n e k a l a p j á n a z ( 5 . 9 ) b a l o l d a l á n s z ö g l e t e s z á r ó j e l b e n 
s z e r e p l ő é s ( 5 . 1 0 ) a l a t t n e m v i z s g á l t f a k t o r s o r o z a t r a a k ö v e t k e z ő b e c s l é s t a d -
h a t j u k : 
5 (хд-н ; à) 
( 5 . 1 3 ) 
Хы — а 
m a x 
1-я 1 3+я 
я+min JCe; 1 ; [ S c = !  
-vkn(a) — s(xkn; a) 
I S(x;a)\ с м 
m i n C 6 ; 1 ; 
1 — a 
+ m a x 
1-я 
Я+Ш1П I C'6 ; 1 ; 
3+n 
4 
| 5 ( x ; a ) [ ^ C 8 ( s ; d „ ) , 
i l l . 
( 5 . 1 4 ) S(xkn;a) 
xkn —a 
vkn(a) — s(xkH;a) - 0 , h a xkH i 3 + a 
1 4 6 FREY T . 
I t t f e l h a s z n á l t u k a 3 . 1. s e g é d t é t e l ( 3 . 7 ) b e c s l é s é t i s , a m e l y s z e r i n t 
( 5 . 1 5 ) vkn (а)ШC7 ( s ) , h a a ( [ — 1 + « ; 1 — f i ] ; a < хкпШ 3 + ű 
F i g y e l e m b e v é v e m á r m o s t ( 5 . 9 ) - b e n a z ( 5 . 1 0 ) , ( 5 . 1 3 ) i l l . ( 5 . 1 4 ) b e c s l é s t : 
\ 
1-я i 
к ; a cc j . ^ a+min j 1 ; C8 ; —— | 
C r , - l o g П 
< 5 . 1 6 ) 
S(Xkv ; a) 
Хкп—a 
Vk„(a) — s(xku; a) (Хкп — a) il (a) 
Z i î - a 
к ; rrü„>a+min 1 ; C6 ; —— 
- s (xb, ; a) (Xkn — a) lkn (a) 
S(Xk„; a) 
. Xkn — a 
Cr , - l og n 
Vkn (a) — 
+ 2 C 8 
k \ • t i „>a+min j l ; С,; 
a z a z ( 5 . 1 0 ) a l a p j á n 
( 5 . 1 7 ) 0 < d 0 
î - a i 
(Хкп — a) iL (a) : 
к ; a<s4j l== n+min11 ; C6 ; —-- j 
E z t e g y b e v e t v e a 3 . 3 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z ő 
( 5 . 1 8 ) 
b e c s l é s s e l , a 
V (Xkn — a) il, (a) 
C w p y à о ) l o g n 
Си ( « ; Ce) 
к ; a+min j 1 ; Ce ; J <ar4jl3=l 
Z (Xkn - a) il (a) C l 2 ( g ; C c ) l o g n ( л = 1 , 2 , . . . ) n 
e g y e n l ő t l e n s é g e t k a p j u k . A C, 2 á l l a n d ó f ü g g u g y a n m é g a C ( ; (fi ; r)'0) á l l a n d ó , 
a z a z d 0 v á l a s z t á s á t ó l i s , e z u t ó b b i a z o n b a n t e t s z ő l e g e s e n v á l a s z t h a t ó — c s a k 
a h e l y z e t e k o r l á t o z z a s í g y C 1 2 t u l a j d o n k é p p c s a k f - t ó l f ü g g . s(x; a) t ü k ö r -
k é p f ü g g v é n y é t f e l h a s z n á l v a , e g y é b k é n t a f e n t e b b k ö v e t e t t g o n d o l a t m e n e t e t 
s z ó r ó i - s z ó r a k ö v e t v e a d ó d i k a 
< 5 . 1 9 ) Z I Хкп — a I il (a) ш ^ i í f ) log n (л = 1,2, . .) 
b e c s l é s , s í g y ( 5 . 1 8 ) - c a l e g y ü t t a b i z o n y í t a n d ó ( 5 . 1 ) r e l á c i ó i s . 
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5 . 2 . TÉTEL : Tetszőleges [x,,„] normális alappontmátrix és x( [—1 + «; 1 — s ] 
esetén érvényes a 
n 
( 5 . 2 0 ) К ( x ) = ^ | Ikn ( x ) I ^ Ci4 ( f ) l o g n ( / 2 = 1 , 2 , . . . ) 
becslés. 
BIZONYÍTÁS: GRÜNWALD [3] h a s z n á l t a f e l a z ( 1 . 9 . — 1 0 . ) a l a t t i r e l á c i ó k 
i g a z o l á s á n á l a 
í i-1 n j , 
( 5 . 2 1 ) 2 " L V . , g < : , . , ( * ) / 2 í o g / г (/2 = 1 , 2 , . . . ) 
Ä = 1 к=г+2 ! I X Xkn 
b e c s l é s t , a m e l y t e t s z ő l e g e s t e r m é s z e t e s n é s — 1 + 1 — e ; 
/ = 2 (/2) e s e t é n é r v é n y e s m i n d e n o l y a n a l a p p o n t r e n d s z e r r e , a m e l y r e 
( 5 . 2 2 ) K „ ( X ) / L ( X ) | É Í C 1 6 ( — l á x g l ; A : = l , 2 , . . . , л ; / 2 = 1 , 2 , . . . ) 
t e l j e s ü l . ( 5 . 2 1 ) t i . e g y s z e r ű e n k ö v e t k e z i k a z E R D Ő S é s T u R Á N t ó l s z á r m a z ó [ 2 ] 
(5.23) &v-l;n &v;n > Cn • — 
( / ' = 1 , 2 , . . . , / 2 ; / 2 = 1 , 2 , . . . ; x r ; „ = c o s 0 г ; п ) 
b e c s l é s b ő l , a m e l y u t ó b b i v i s z o n t ( 5 . 2 2 ) e g y k ö v e t k e z m é n y e . ( 5 . 2 2 ) t e r m é s z e -
t e s e n b á r m e l y n o r m á l i s p o n t c s o p o r t s o r o z a t r a é r v é n y e s a z 
( 5 . 2 4 ) I Un ( x ) | + | li+i ; n (x) I ^  C , s (é) ( / / = 1 , 2 , . . . ) 
b e c s l é s s e l e g y ü t t [ 2 ] . ( 5 . 1 ) ; ( 5 . 2 1 ) é s ( 5 . 2 4 ) a l a p j á n a z o n b a n k ö n n y e n 
b e l á t h a t ó a t é t e l á l l í t á s a ( a C a u c h y - e g y e n l ő t l e n s é g e t i s a l k a l m a z v a ) : 
ixoc)i=ic18(f)+ é* 
k=1 L-; кфцг+1 
1 + , y\x-xkn\\lkn(x)\: 
к;кфГ,1+1 |I|X Xkn\ 
( 5 . 2 5 ) ' « i n 
2 Г j г • IX — Xk„ I / L ( x ) ^ 
к; кфг, t+1 I x Xkn I üt; кфг, i+l 
s i C 1 8 ( / - ) + 
a h o g y á l l í t o t t u k . 
C i s ( s ) • n • l o g / 2 • C C ) - ! ^ C 1 9 ( f ) l o g /2, 
1 4 8 FREY T . : I N T E R P O L Á C I Ó N O R M Á L I S P O N T C S O P O R T O K O N , I . 
E t é t e l é s a 3 . 4 . k o r o l l á r i u m e g y e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e a z 
5 . 1 . KOROLLÁRIUM: Legyen f ( x ) £ C [ — 1 ; 1 ] ; x0 £ [— 1 +«; 1 — F ] és 
<o(ő;f; x0—s; x0 + «) = 
( 5 . 2 6 ) 
= s u p { m a x jf(x) - f ( x - Э) |} = О 
Ez esetben az f(x) függvényhez rendelt és az [xkn] normális alappontmátrixra 
támaszkodó Lagrange-féle interpoláció-sorozat x0-ban f(x0)-hoz konvergál. 
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FÜGGVÉNYEGYENLETEK ÉS ALGEBRAI MÓDSZEREK 
A GEOMETRIAI OBJEKTUMOK ELMÉLETÉBEN, I. 
írta: HOSSZÚ MIKLÓS 
T A R T A L O M 
Bevezetés . 
I. f e jezet . Az xa operáció (transzformáció) előállítása az ab (paraméter) művelet 
függvényeként. 
1. §. Visszavezetés a paraméter csoport szerkezetének vizsgálatára 1. Néhány 
algebrai alapfogalom. 2. Visszavezetés operátor-homomorfizmusok (alcsoportok) meghatáro-
zására. 
2. §. Bizonyos részhalmazon invertálható xa. 1. Visszavezetés egyváltozós függvény-
egyenletek megoldására. 2. Egy normálosztón invertálható xa-t szolgáltató endomorfizmusok. 
3. §. Két alcsoport szorzatára bontható szerkezeti vizsgálat^. 1. Az xa-1 szolgál-
tató endomorfizmusok faktorizálható (p-n. 2. Ц tényezőinek részein invertálható xa. 
II. f ezeze t . Differenciális geometriai objektumok. 
1. §. Általánok megjegyzések az ab paraméter műveletről. 1. Az л-dimenziós objek-
tumok értelmezése. 2. Az m-ed osztályú, /г-komponensű objektumok éj*™ paraméter 
csoportja. 
2. §. ( p alcsoportjainak meghatározása. 1. A folytonos, összefüggő, egytagú alcso-
portok. 2. A kéttagú alcsoportok. 3. Az egyes alcsoportok maradékrendszerével operátor-
izomorf objektumok. 
3. §. A ( p bizonyos komplexusain invertálható xa. 1. A kiválasztott komplexus 
normálosztó. 2. A kiválasztott S í nem részcsoport. 3. S í részcsoportja ( p - n a k . 4. Megjegy-
zés a differenciálhatósági feltételekkel nyerhető megoldásokról. 
III. fe jezet . Objektumok algebrája. A disztributivitás függvényelméletének általá-
nosításai. 
1. §. Az Xk tér analitikus transzformációkkal szemben automorf műveletei. 
2. §. Algebrák áz X, térben. 1. Az X r be l i algebrák operátorai. 2. Xx bizonyos 
lineáris transzformációival szemben automorf műveletei. 
3. §. Általános algebrák izotopizmusai, általánosabb disztributivitási egyenletek. 1. 
Izotopizmus rendszerrel ellátott strukturák. 2. Adott struktura izotopizmusai. Visszavezetés 
automorfizmusok meghatározására. 3. Visszavezetés idempotens algebrára. 
Bevezetés 
V a l a m e l y A r - d i m e n z i ó s X k e u k l i d e s i t é r x e l e m e i t ^ - k o m p o n e n s ű / г - d i -
m e n z i ó s geometriai objektumoknak n e v e z z ü k , h a h o z z á r e n d e l h e t ő k e g y n - d i -
m e n z i ő s E„ e u k l i d e s i t é r P p o n t j a i h o z ú g y , h o g y a P = « Q ( k o o r d i n á t a ) 
t r a n s z f o r m á c i ó a l k a l m á v a l a Q - h o z r e n d e l t y = xa = F(x, a) a z x - e n k í v ü l 
150 rfosszú M. 
c s u p á n a P=aQ t r a n s z f o r m á c i ó t ó l f ü g g ( f u n k c i o n á l i s a n ) . H a a P=aQ 
t r a n s z f o r m á c i ó k sereget a l k o t n a k , a k k o r a z y = xa t r a n s z f o r m á c i ó k i s : 
(I) (xa)ß=x(aß), x£Xk; a , ß f ß , 
a z a z k é t t r a n s z f o r m á c i ó h e l y e t t e s í t h e t ő e g g y e l . 
H a F(x, a ) - n a k a P = ß Q - t o l v a l ó f ü g g é s e a 




y=xa = F(x, a) ----- Я x , 
p a r a m é t e r e k k e l l e í r h a t ó , a k k o r x - e t m-ed osztályú speciális geometriai objek-
tumnak n e v e z z ü k . E l é g c s u p á n a t i s z t a differenciális o b j e k t u m o k a t v i z s g á l n i 
[ 5 , 6 ] \ m e l y e k n é l F n e m f ü g g e x p l i c i t e P é s Q - t ó l : 
dP dm P\ 
dQ""'dQmJ 
A P=aQ = aßR t r a n s z f o r m á c i ó i s m é t l é s e s o r á n x a z ( I ) a l a t t i t ö r -
v é n y s z e r ű s é g s z e r i n t t r a n s z f o r m á l ó d i k , t e h á t aß a P = a(aP) ö s s z e t e t t f ü g g -
















í g y a z ccß m ű v e l e t e t a z ö s s z e t e t t f ü g g v é n y d e r i v á l á s i s z a b á l y a é r t e l m e z i . 
A z x - h e z r e n d e l t t r a n s z f o r m á c i ó k ( o p e r á t o r o k ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á t 
( 5 - v e l f o g j u k j e l ö l n i . E z r e n d s z e r i n t f é l c s o p o r t , m e l y t a r t a l m a z e g y § c s o p o r t o t . 
A z x(X g e o m e t r i a i o b j e k t u m o t a z y = xa t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y 
( o p e r á c i ó i ) j e l l e m z i . í g y a z ( I ) ( t r a n s z f o r m á c i ó ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a 
r é v é n a z ö s s z e s k ü l ö n b ö z ő t í p u s ú g e o m e t r i a i o b j e k t u m f e l s o r o l h a t ó . E d o l -
g o z a t c é l j a (1) m e g o l d á s á n a k v i s s z a v e z e t é s e a m e g a d o t t (9 ( v a g y c s o p o r t ) 
s z e r k e z e t é n e k v i z s g á l a t á r a , é s e g y e s s p e c i á l i s e s e t e k b e n e s z e r k e z e t i v i z s g á l a t 
v é g r e h a j t á s a . 
A z I. f e j e z e t 1 — 2 . § - b a n l á t n i f o g j u k , h o g y ( I ) m e g o l d á s a ( | < = < 5 - o n 
e g y e n é r t é k ű a z ( a b s z t r a k t ) c s o p o r t n e m k o n j u g á l t a l c s o p o r t j a i n a k m e g k e r e s é -
s é v e l , é s s p e c i á l i s a n é j v a l a m e l y P l n o r m á l o s z t ó j á n , r ö g z í t e t t x = x 0 h e l y e n 
a z « Ç < 9 1 v á l t o z ó b a n i n v e r t á l h a t ó x « o p e r á c i ó k m e g h a t á r o z á s a e g y e n é r t é k ű 
1
 A szögletes zárójelben álló számok a dolgozat III. része végén található irodalom 
jegyzékre utalnak. 
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b i z o n y o s e n d o m o r f i z m u s a i n a k m e g k e r e s é s é v e l . 2 A z u t ó b b i v i s s z a v e z e t é s i 
t é t e l a l k a l m a z h a t ó a k k o r i s , h a (3 k é t r é s z c s o p o r t s z o r z a t á r a b o n t h a t ó , é s a z 
e g y e s t é n y e z ő r é s z c s o p o r t o k n o r m á l o s z t ó j á n i n v e r t á l h a t ó х 0 к ; e r r ő l s z ó l a 3 . § . 
A 3 . § - b a n e l ő z ő l e g m é g a m e g o l d á s t s z o l g á l t a t ó e n d o m o r f i z m u s t v i z s g á l j u k 
k é t r é s z c s o p o r t s z o r z a t á r a b o m l ó ( | - n . A I I . f e j e z e t l . § - b a n a z « - d i m e n z i ó s 
o b j e k t u m o k ф c s o p o r t j á n a k á l t a l á n o s t u l a j d o n s á g a i t i s m e r j ü k m e g , a 2 . § - b a n 
p e d i g a z m=3. o s z t á l y ú t p c s o p o r t ö s s z e s e g y - é s k é t p a r a m é t e r e s , a z e g y -
s é g e l e m k ö r n y e z e t é b e n f o l y t o n o s , i l l e t v e f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó , e g y s z e -
r e s e n ö s s z e f ü g g ő a l c s o p o r t j a i t f o g j u k m e g h a t á r o z n i . A 3 . § - b a n v i z s g á l j u k a 
ф b i z o n y o s r é s z e i n i n v e r t á l h a t ó m e g o l d á s o k a t , é s m e g h a t á r o z á s u k r a a d u n k 
e g y á l t a l á n o s e l j á r á s t , a m i t p é l d á k o n a l k a l m a z n i i s f o g u n k . 
A I I I . f e j e z e t e t a z o b j e k t u m o k a l g e b r á j á n a k s z e n t e l j ü k ; o b j e k t u m o k X h a l -
m a z a algebrát a l k o t , h a a b b a n é r t e l m e z v e v a n e g y xy£X m ű v e l e t , a m e l y a u t o -
m o r f a z x = xa t r a n s z f o r m á c i ó k k a l s z e m b e n : xy = xy. I t t a z e l ő z ő k k e l s z e m b e n 
n e m k ö v e t e l j ü k m e g ( I ) - e t . A z l . § - b a n b e b i z o n y í t j u k , h o g y t e t s z ő l e g e s 
L - d i m e n z i ó s Xk a l g e b r a i z o m o r f e g y o l y a n A + v e l , m e l y a z x'y' = x' + y(y'— x') 
m ű v e l e t t e l v a n e l l á t v a , f e l t é v e , h o g y b i z o n y o s e l s ő r e n d ű d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i 
f e l t é t e l e k i s t e l j e s ü l n e k . A 2 . § - b a n m á s o d r e n d ű d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g f e l h a s z -
n á l á s á v a l k i m u t a t j u k , h o g y b á r m e l y k= 1 d i m e n z i ó s X, a l g e b r a i z o m o r f e g y 
o l y a n Xj-vel, m e l y b e n a z х = х к o p e r á c i ó k ( t r a n s z f o r m á c i ó k ) a f f i n i t á s ó к : 
x ' = x ' ö + ó [a —a {a), ö = b{aj\, 
s a z i l y e n t r a n s z f o r m á c i ó k k a l s z e m b e n a u t o m o r f m ü v e l e t e k m i n d i g 




у + с 3 
a l a k ú a k , a h o l 
y(at) = ay(t), i l l e t v e c 3 ( a — l ) = ( c , + c 2 — 1 ) 0 . 
A z o b j e k t u m o k a l g e b r á j á t l e h e t á l t a l á n o s a b b a n i s é r t e l m e z n i ; h a (xy)a-ról 
c s a k a n n y i t t u d u n k , h o g y x é s у v a l a m i l y e n t r a n s z f o r m á l t j a i b ó l a l k o t h a t ó 
(xy)a = H[K{x,a),L{y,aj\ 
( e s e t l e g m á s 
XK ф К(x, а) ф L ( x , a) 
t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n n y e l ) , a k k o r a z Xk é s а х'фу(у'—x') m ü v e l e t t e l e l l á -
t o t t X k k ö z ö t t c s a k i z o t o p i z m u s [2] á l l f e n n . E z e k r e é s m é g e g y é b , t ö b b 
v á l t o z ó r a t ö r t é n ő á l t a l á n o s í t á s o k r a a 4 . § - b a n t é r ü n k r á , s l á t u n k n é h á n y 
á l t a l á n o s v i s s z a v e z e t é s i t é t e l t . 
2
 Itletve egyenértékű bizonyos speciális alcsoportok megkeresésével. Az ilyen tulaj-
donságú megoldások meghatározásának problémáját A C Z É L J A N O S [ 1 ] vetette fel. 
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I. FEJEZET 
M xa O P E R Á C I Ó ( T R A N S Z F O R M Á C I Ó ) E L Ő Á L L Í T Á S A 
A Z ab ( P A R A M É T E R ) M Ű V E L E T F Ü G G V É N Y E K É N T 
l . § . Visszavezetés a q (paraméter) csoport szerkezetének vizs-
gálatára. 
1 . M e g á l l a p o d u n k n é h á n y e l n e v e z é s b e n é s j e l ö l é s b e n . 
A z (5 s t r u k t u r á t , v a g y s p e c i á l i s a n a <p c s o p o r t o t e g y X h a l m a z operátor 
tartományának n e v e z z ü k , h a f e n n á l l : 
(1) (xa)b = x(ab), x f X ; a, b f d . 
A g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é n e k i r o d a l m á v a l e l l e n t é t b e n i t t jobb-
oldali o p e r á t o r t v e t t ü n k ; e z i n v e r z o p e r á t o r l é t e z é s e e s e t é n m i n d e g y e l v i l e g , 
m e r t p l . a z ax b a l o p e r á t o r r a l e g y ü t t xa=^a lx j o b b o l d a l i o p e r á t o r : 
(xa)b =-- b~1 (a 1 x) = (Ь"1 a ') x = (a b)~:1 x = x(ab), 
t e h á t a z á t t é r é s e g y i k o l d a l i o p e r á t o r r ó l a m á s i k o l d a l i r a e g y é r t e l m ű . A g e o -
m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é b e n j o b b r ó l í r o t t b a l o p e r á t o r í r á s t e r j e d t e l : ( 1 ) 
h e f y e t t a z 
F[F(x,a), b] = F(x, ba) 
j e l ö l é s t h a s z n á l j a t ö b b s z e r z ő . K é s ő b b l á t n i f o g j u k , h o g y l é n y e g e s s z á m o l á s i 
k ö n n y e b b s é g e t j e l e n t a j o b b o p e r á t o r í r á s ; e g y é b k é n t a m á s i k o l d a l i o p e r á t o r -
r a l i s t e l j e s e n h a s o n l ó ( d u á l i s ) t é t e l e k b i z o n y í t h a t ó k . H o g y m é g s e t é r j ü n k e l 
t ú l s á g o s a n a b e v e t t s z o k á s o k t ó l , xa h e l y e t t a z ûx j e l ö l é s t h a s z n á l v a , a z e g y e s 
g e o m e t r i a i o b j e k t u m t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e k e t f e l í r j u k a z i r o d a l o m b a n m e g -
s z o k o t t ( k o n t r a v a r i á n s ) a l a k b a n i s . 
O p e r á t o r o k q c s o p o r t j á t ( á l t a l á b a n <9 h a l m a z á t ) tranzitívnek n e v e z z ü k X 
f e l e t t , h a v a n X - n e k o l y a n x T e l e m e , m e l y t e t s z ő l e g e s x £ A - b e t r a n s z f o r m á l -
h a t ó : xtq = X. E k k o r n y i l v á n xéj! = X i s t e l j e s ü l b á r m e l y x £ X - n é l . U g y a n i s 
a l k a l m a s n ^ p ! - v e l x = x,a, t e h á t 
xq = {xta)q~ xt(aq) = xzq = x. 
H a a q c s o p o r t t a l m i n t o p e r á t o r t a r t o m á n n y a l e l l á t o t t x unitér azaz q 
e g y s é g e l e m é r e : e - r e f e n n á l l x e = x ( x £ X ) , a k k o r X e g y m á s t ó l i d e g e n 
XT = xtq t r a n z i t i v i t á s i t a r t o m á n y o k ö s s z e g e : X = u X r . A z xtfX e l e m e k -
h a l m a z a X - n e k e g y kifeszítő rendszere. M i n t h o g y e l ő z ő m e g j e g y z é s ü n k s z e r i n t 
e g y t r a n z i v i t á s i t a r t o m á n y t b á r m e l y e l e m e k i f e s z í t i , e z é r t a z Xt t e r e k k ö z ü l 
b á r m e l y k e t t ő k ö z ö s r é s z e ü r e s . N y í l v á n n e m j e l e n t k ü l ö n ö s e b b m e g s z o r í t á s t 
X u n i t é r v o l t a , h i s z e n x o - t m á r e g y é r t e l m ű m ó d o n j e l l e m z i a z X - n e k a z 
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X = X e u n i t é r r é s z é n v a l ó v i s e l k e d é s e : b á r m e l y x £ X é s a ^ é j e s e t é n 
xa = x(ea) = (xé)a = xa, ) _ _ 
— _ . . — x-+x = xe£X=Xe, 
xe = (xe)e = xe = x, ) 
s e z n y í l v á n é r v é n y e s b á r m e l y e g y s é g e l e m e s <£ s t r u k t ú r á n . 
s e l e m e i t , m e l y e k e g y x T £ X - e t v á l t o z a t l a n u l h a g y n a k , a z xt e l e m 
stacioner o p e r á t o r a i n a k n e v e z z ü k . E z e k n e m ü r e s I h a l m a z a n y í l v á n r é s z c s o -
p o r t j a ( á l t a l á b a n r é s z s t r u k t ű r á j a ) 6 [ - n e k . 
A z X - b e n u g y a n n e m é r t e l m e z ü n k m ü v e l e t e t , d e X operátor izomorfiz-
musának ( r ö v i d e n o - i z o m o r f i z m u s á n a k ) f o g j u k n e v e z n i v a l a m e l y X ' h a l m a z r a 
v a l ó x * - * - x ' l e k é p e z é s é t . Ô o p e r á t o r t a r t o m á n y a m a r a d X ' - n e k i s , h a a z 
o p e r á t o r o k h a t á s á t í g y é r t e l m e z z ü k : 
x' о a = (xa)', x£X, a Ç ő. 
E z e g y é r t e l m ű v o n a t k o z á s t l é t e s í t a z xa é s a z x'o a m ű v e l e t e k k ö z ö t t : e g y i -
k ü k m e g h a t á r o z z a a m á s i k a t . H a s o n l ó m ó d o n é r t e l m e z z ü k a z x—*x' o-homo-
morfizmust i s . X - n e k m i n d e n o p e r á t o r - h o m o m o r f X ' k é p é h e z i s h o z z á r e n d e l h e t ő 
Ô o p e r á t o r t a r t o m á n y k é n t , s n y í l v á n a z x —• x ' - v e l k é p e z e t t x ' o a = (xa)' e k k o r 
i s k i e l é g í t i a z ( l ) - h e z h a s o n l ó 
( 1 ' ) ( x ' о а) о b = (xa)' o ô = [ ( x a ) b]' = [x(ab)\ = x' о (ab), V ç X ' ; a, b£Q 
o p e r á t o r k ö v e t e l m é n y t , c s a k m o s t x ' о a - r ó l а v i s s z a t é r é s x a - r a n e m e g y é r -
t e l m ű . T e r m é s z e t e s e n , x — > - x ' c s a k a k k o r é r t e l m e z h o m o m o r f i z m u s t , h a 
x ' = / - v e l e g y ü t t 
(xa)'=(ya)', 
a z a z x ' o a = (xa)' é r t e l m e z é s e f ü g g e t l e n x v á l a s z t á s á t ó l . I z o m o r f - h o m o m o r f 
s t r u k t ú r á k h e l y e t t a f é l r e é r t é s v e s z é l y e n é l k ü l h a s z n á l h a t j u k a m e g f e l e l ő i z o -
m o r f - h o m o m o r f m ű v e l e t e k e l n e v e z é s t . 
2 . A z e l ő b b é r t e l m e z e t t f o g a l m a k f e l h a s z n á l á s á v a l k i m o n d h a t j u k a 
k ö v e t k e z ő t : 
1. T É T E L : Adott JF félcsoport hozzárendelhető önmagához és bármely 
o-homomorf képéhez operátor tartományként, és tranzitív operátor tartomány-
ként csak ezekhez rendelhető hozzá. 
A t é t e l e l s ő r é s z e n y i l v á n v a l ó , a m á s o d i k r é s z b i z o n y í t á s a v é g e t t t e k i n t -
s ü k a z 
а($Щ-+а% = х,а ( £ X r = XtoF) 
l e k é p e z é s t , m e l l y e l v a l ó b a n 
xa = a a = (xla)a = x,(ua) = («ö)t. 
A t é t e l m á s s z a v a k k a l a z t m o n d j a k i , h o g y a d o t t J F ç r c> f é l c s o p o r t o n é s 
e g y t e t s z ő l e g e s r ö g z í t e t t x T £ X e l e m á l t a l k i f e s z í t e t t X r = x , f : : t r a n z i t i v i t á s i 
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t a r t o m á n y o n ( 1 ) l e g á l t a l á n o s a b b m e g o l d á s a 
xa = a a = (aá)', 
a h o l a - + a l = x a z §F t e t s z ő l e g e s o p e r á t o r - h o m o m o r f l e k é p e z é s e A + r a . E s z e -
r i n t ( 1 ) m e g o l d á s a o F - e n e g y e n é r t é k ű cF ö s s z e s o - h o m o m o r f i z m u s a i n a k a m e g -
k e r e s é s é v e l . E z u t ó b b i s t r u k t ú r a p r o b l é m a m e g o l d á s a k ü l ö n ö s e n e g y s z e r ű p l . 
e g y c s o p o r t o n . É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő : 
2. T É T E L . Egy éj csoport S alcsoportja szerinti 
q=Sa, ê b , = 
felbontás jobboldali Ж reprezentáns rendszere homomorf képe f-nek : 
(2) aoa=-aá, а = а'а(€ф-*а«Ж); 
O-izomorfizmustól eltekintve (f-nek nincs is egyéb o-homomorf képe. 
A t é t e l m á s s z a v a k k a l a t r a n z i t í v p e r m u t á c i ó s c s o p o r t o k r e p r e z e n t á l h a -
t ó s á g á t m o n d j a k i a t e l j e s p e r m u t á c i ó s c s o p o r t a l c s o p o r t j a i h o z t a r t o z ó m e l l é k -
o s z t á l y o k p e r m u t á c i ó i k é n t [ 1 0 ] . 
Megjegyzés. K o n j u g á l t § , S ' = c _ 1 S c a l c s o p o r t o k h o z , m e l y e k e t ( 2 - n e k 
e g y a—>c lac ( b e l s ő ) a u t o m o r f i z m u s a e g y m á s r a k é p e z l e , o - i z o m o r f m a r a -
d é k r e n d s z e r t a r t o z i k ; a l k a l m a s o - i z o m o r f i z m u s 
êa^$'c1ac = c~1(êa)c. 
A m e g e g y e z ő a l c s o p o r t o k h o z t a r t o z ó k ü l ö n b ö z ő m a r a d é k r e n d s z e r e k k ö z ö t t p e d i g 
n y í l v á n o - i z o m o r f i z m u s á l l f e n n . V i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y o - i z o m o r f X, X' 
h a l m a z o k e l e m e i h e z t a r t o z ó s t a c i o n e r o p e r á t o r o k a l c s o p o r t j a i e g y m á s k o n j u -
g á l t j a i ; h a u g y a n i s xt s t a c i o n e r o p e r á t o r a i n a k a l c s o p o r t j a J>, a k k o r x! = ( x t c ) ' - é 
$c=--C'1Sc, h i s z e n 
x ' o S ' = [ M r 1 Se]' = (х
г
$с)' = (xzc)' = x ' , 
t e h á t é s m á s r é s z t h a s o n l ó a n c S c c _ 1 < = a > ' v a g y i s v a l ó b a n $ ' = § c . 
M á s s z ó v a l az o-izomorfizmashoz szükséges és elegendő a rögzített ele-
mekhez tartozó stacioner operátorok alcsoportjainak konjugáltsága. [ 5 ] 
Következmény. A éj <=<5 c s o p o r t o n (1) ö s s z e s , l e g f e l j e b b o - i z o m o r f i z -
m u s t ó l e t t e k i n t v e k ü l ö n b ö z ő m e g o l d á s a i n a k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű f ö s s z e s 
n e m k o n j u g á l t S a l c s o p o r t j a i n a k 3 é s a h o z z á j u k t a r t o z ó Ж j o b b o l d a l i m a r a d é k -
3
 A éj különböző S alcsoportjai közül nem kellene számításba venni azokat, 
melyeknek van éj normálosztóját képező része; u. i. ha <§ = c/Pl = PlSf, ahol Pl a éji 
normálosztója, akkor Pl elemei X minden elemének stacioner operátorai, mert 
x Pl = (xtc)Pl = xt (с Pl) = хг (Plc) = (xTPl)c = xtc = X, 
vagyis xa-t leírja már a ( f / P l faktorcsoporton való viselkedése [5]. Hogy ne kelljen éj fak-
torcsoportjait így különválasztva vizsgálni, eltekintünk ettől a megkülönböztetéstől, és éj 
alcsoportjai közül számításba vesszük azokat is/melyeknek van éj normálosztóját képező 
(az egységelemtől különböző) része. 
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r e n d s z e r e k n e k a m e g h a t á r o z á s á v a l [ 3 , 5 ] , v a g y i s a z ö s s z e s i s m é t l é s n é l k ü l i 
Ц = S Ж f a k t o r i z á c i ó k m e g h a t á r o z á s á v a l , a h o l § а ф п е к a l c s o p o r t j a . A m e g -
o l d á s o k a t e g y Xt e l e m á l t a l k i f e s z í t e t t Xz = xt(3 t r a n z i t v i t á s i t a r t o m á n n y a l 
o p e r á t o r - i z o m o r f Ж-а a ( 2 ) k é p l e t ( a m e l l é k o s z t á l y o k t r a n z l á c i ó j a ) s z o l g á l t a t j a , 
a h o l « - * « а ф п е к Ж-га v a l ó t e t s z ő l e g e s l e k é p e z é s e ( o - h o m o r f i z m u s a ) . 
ÖSSZEFOGLALVA: A d o t t I F f é l c s o p o r t o n ( 1 ) l e g á l t a l á n o s a b b m e g o l -
d á s á n a k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű a z ö n m a g á n o p e r á l ó IF o - h o m o m o r f k é p e i -
n e k m e g h a t á r o z á s á v a l , s e g y § c s o p o r t o n a z ö s s z e s o - i z o m o r f i z m u s t ó l e l t e -
k i n t v e k ü l ö n b ö z ő m e g o l d á s o k m e g k e r e s é s e e g y e n é r t é k ű Ц ö s s z e s n e m k o n j u -
g á l t a l c s o p o r t j a i n a k m e g h a t á r o z á s á v a l . A 2 . t é t e l b e n é p p e n a z t b i z o n y í t o t t u k , 
h o g y e g y ö n m a g á n o p e r á l ó Ц c s o p o r t o - h o m o m o r f k é p e o - i z o m o r f éj! v a l a -
m e l y S a l c s o p o r t j a s z e r i n t i Ж j o b b o l d a l i m a r a d é k r e n d s z e r é v e l , a n a l ó g m ó d o n 
a z z a l , h o g y e g y c s o p o r t h o m o m o r f k é p e i z o m o r f v a l a m e l y n o r m á l o s z t ó s z e -
r i n t i f a k t o r c s o p o r t t a l . 
2. §. Bizonyos részhalmazon invertálható xa 
1 . E g y c s o p o r t ö s s z e s a l c s o p o r t j a i n a k m e g h a t á r o z á s a á l t a l á b a n n e m e g y -
s z e r ű f e l a d a t , e z é r t a k ö v e t k e z ő k b e n m á s s z e m s z ö g b ő l v i z s g á l j u k ( 1 ) m e g o l -
d á s á n a k k é r d é s é t . 
ACZÉL JÁNOS [1] a z ( 1 ) m e g o l d á s á n á l m á s f e l f o g á s t k ö v e t : 0 -nak e g y 
e l ő r e m e g a d o t t Ж ( r e n d s z e r i n t n o r m á l o s z t ó , d e l e g a l á b b c s o p o r t ) r é s z é n f e l -
t é t e l e z i a z 
x = xTl*-+x' = l (}Ж) 
l e k é p e z é s l é t e z é s é t , é s í g y k e r e s i xa-1. E g y X = x T 0 t r a n z i t i v i t á s i t a r t o m á -
n y o n i l y e n Ж b i z t o n l é t e z i k : e g y i k l e g s z ű k e b b х
г
Ж = Х t u l a j d o n s á g ú Ж.. 
ACZÉL JÁNOS v i z s g á l a t a i b a n Ж m e g v á l a s z t á s a ö n k é n y e s , d e h a s z n o s , m e r t s o k 
e s e t b e n m i n d e n t o v á b b i d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i , f o l y t o n o s s á g i , s ő t c s o p o r t s t b . f e l -
t é t e l n é l k ü l n y e r h e t ő xa l e g á l t a l á n o s a b b a l a k j a . A z á l t a l á n o s a l g e b r a i m ó d s z e -
r e k e k k o r i s s i k e r e s e n a l k a l m a z h a t ó k : 
A z x < - > x ' l e k é p e z é s s e l á t t é r ü n k X - r ő l Ж - г а , s a z o n é r t e l m e z z ü k 
x' о a = (xa)', X « X) ^ x' « Ж), a ( 0 
- t , m e l y n y í l v á n s z i n t é n k i e l é g í t i a z 
( Г ) ( x ' o a ) ° ö = x ' o ( a ö ) , x ' 0 ( \ a , b ^ e 
o p e r á t o r k ö v e t e l m é n y t . M i n t h o g y x+-+x' i n v e r t á l h a t ó , e z é r t l é t e z i k е£Ж, m e l y r e 
Xi ß — Xx j x% — с 
t e l j e s ü l . í g y 
4» 
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E z u t á n b e v e z e t j ü k C - n a k Ж-ra v a l ó 
a —+ na = с о a 
l e k é p e z é s é t , m e l l y e l , 
I t t a z o n b a n a z а->-ла l e k é p e z é s t n e m i s m e r j ü k , c s u p á n a n n y i t t u d u n k r ó l a , 
h o g y 
(e о а) о b = e о (a b) 
f e n n á l l á s a m i a t t k i e l é g í t i a 
( 3 ) л[(ла)Ь] = л(аЬ), a,b(ô 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . E r r e t e k i n t e t t e l S о я - t ú g y i s f e l í r h a t j u k , h o g y 5 h e l y e t t 
ла-1 í r u n k : 
(ла) о а —л (a a), 
s e z a z t f e j e z i k i , h o g y % a z & o p e r á t o r - h o m o m o r f k é p e . I s m é t e l j ü k a z o n b a n , 
h o g y i t t a z а-+ла l e k é p e z é s t n e m t e k i n t h e t j ü k a d o t t n a k , c s u p á n a z t t u d -
j u k r ó l a , h o g y k i e l é g í t i ( 3 ) - t . A z v i s z o n t n y i l v á n v a l ó , h o g y ( 3 ) f e n n á l l á s a e s e -
t é n a z а—*ла l e k é p e z é s o p e r á t o r - h o m o m o r f i z m u s , v a g y i s « v á l a s z t á s á t ó l f ü g -
g e t l e n ü l é r t e l m e z i (ла)оа-\., m e l y v a l ó b a n k i i s e l é g í t i a z ( Г ) o p e r á t o r 
k ö v e t e l m é n y t : 
, ( I о а) о b = л [ ; т ( $ я ) b] = л(£аЬ) = § о ( о Ь). 
M á r m o s t ( 3 ) m e g o l d á s a v é g e t t f e l t é t e l e z v e , h o g y % c s o p o r t , 
( л а ) К Ж h a 
e z é r t ( 3 ) - b a n b = Ç Ç % - 1 h e l y e t t e s í t v e , 
(ла)Ъ, = л(а I) 
a d ó d i k . H a = c s o p o r t , a k k o r f e l b o n t h a t ó a % s z e r i n t i 
q = a'%, b'%,... 
b a l o l d a l i m a r a d é k o s z t á l y o k r a . H a a ( a'%, a k k o r 
a = a'ä, a(%. 
t e h á t 
ла — л(а' а) = (ла')а = (ла')а'~1а. 
V e z e s s ü k b e e z u t á n л h e l y e t t а 
ла = (y a l)a 
ö s s z e f ü g g é s s e l а у f ü g g v é n y t , a k k o r a z e l ő z ő v e l ö s s z e h a s o n l í t v a l á t j u k , h o g y 
ya~l = (ла')а'1  
c s a k a ' - t ó l f ü g g . H e l y e t t e s í t s ü k e z t a л-t ( 3 ) - b a : 
{у [(лa)b]~1} (yal)ab = [/ (ab) l]ab, 
v a g y i s a 6 - v e l j o b b r ó l v a l ó e g y s z e r ű s í t é s u t á n , ú j v á l t o z ó k k a l 
у[а(лЬУ]уЬ = у(аЬ). 
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A z e l ő b b i m e g á l l a p í t á s s z e r i n t ya c s a k û - n a k a z a' r e p r e z e n t á n s á t ó l 
f ü g g . H a t ö r t é n e t e s e n % = § Я n o r m á l o s z t ó , a k k o r л b ' ^ S l m i a t t 
[а(л)-у}' = [а'Щлуг]' = а', 
t e h á t a z 
a-* ya = ya'=y(a§X)==n{a'r)a' ^SHa 
l e k é p e z é s k i e l é g í t i a 
yayb = y(ab) 
ö s s z e f ü g g é s t , a z a z i | - n e k e n d o m o r f i z m u s a . A z i l y e n ^ - v e l k é p e z e t t 
ла = (ха'1)а(£§И) 
v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 3 ) - a t , t e h á t ( Г ) m e g o l d á s a 
§ О a = л(Щ = \z(ïa)-l]la = {yal)ia, 
s k i m o n d h a t ó a k ö v e t k e z ő : 
3 . T É T E L : AZ X, Ô halmazon értelmezett (1) függvényegyenletnek az 
adott 6 struktura % részén az 
x = x t ^ x ' = l ( E 9 C ) 
invertálhatósági feltételt kielégítő legáltalánosabb megoldása 
(xa)' = £, о а = л(£а)[=(ла) о а = я г ( « о ) ] , x f X , aÇô, 
ahol а-ула(^Ж) а 
(3) л[(ла)Ь] = л(аЬ), = |; а, Ь$6; KU 
összefüggést kielégítő (egyébként tetszőleges) leképzés (o-homomorfizmus). Ha 
6> = i| csoport, melynek % = 3l normálosztója, akkor 
( 4 ) (xa)' = ïoa = (xa-i)ïa, 
ahol 
( 5 ) а^уа = у(аЖ) E a á H 
а Ц-пек (tetszőleges) endomorfizmusa: 
(6) yayb = yfatí), absq. 
MEGJEGYZÉS. Á l t a l á b a n % n e m v á l a s z t h a t ó t e l j e s e n ö n k é n y e s e n : h a 
0 = q c s o p o r t , a k k o r a 2 . t é t e l s z e r i n t % c s a k < | v a l a m e l y & a l c s o p o r t j a s z e -
r i n t i j o b b o l d a l i m a r a d é k r e n d s z e r e l e h e t ; a k k o r v i s z o n t a z 
а = а'а-*ла = а, a'E$ 
l e k é p e z é s v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 3 ) - t , h i s z e n 
db = éáb = a'áb = ab. 
2 . А у e n d o m o r f i z m u s o k m e g h a t á r o z á s a i s s t r u k t ú r a p r o b l é m a , v a g y i s 
q b i z o n y o s s p e c i á l i s a l c s o p o r t j a i n a k m e g k e r e s é s é v e l e g y e n é r t é k ű . E z z e l k a p -
c s o l a t b a n é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő : 
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4 . T É T E L : Ahhoz, hogy egy 
a^-ya = y{a8l) £a§fl 
alakú leképezés а фпек endomorfizmusa legyen, szükséges és elegendő, hogy 
az 81 normálosztó szerinti a 81 (a £ éj) maradékosztályoknak ezen osztályok 
alcsoportot alkotó § reprezentáns rendszerére való leképezése legyen. 
A s z ü k s é g e s s é g n y i l v á n v a l ó a n n a k a l a p j á n , h o g y a y a ( a£éj) e l e m e k § 
h a l m a z a a éj-nek a l c s o p o r t j a , m e r t h i s z k é t i l y e n e l e m s z o r z a t a i s u g y a n i l y e n , 
t o v á b b á 
xe = eÇ§, (уау^уаф®-, 
m á s r é s z t p e d i g § v a l ó b a n a z 81 n o r m á l o s z t ó r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r e , m e r t 
m i n d e n a 81 o s z t á l y n a k m e g f e l e l e g y é s c s a k e g y 
X(a8l)£a8l. 
k i e l é g s é g e s s é g i s n y i l v á n v a l ó , h i s z e n b á r m e l y 
a-> ya = y{a8l) 
l e k é p e z é s , m e l y n e k § k é p t a r t o m á n y a a éj-nek o l y a n r é s z c s o p o r t j a , h o g y a z a z 
81 n o r m á l o s z t ó s z e r i n t i m a r a d é k o s z t á l y o k r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r e , t e l j e s ü l ( 6 ) , 
m e r t a r e p r e z e n t á n s o k s z o r z a t a , m e l y § c s o p o r t v o l t á b ó l k i f o l y ó l a g m a g a i s 
r e p r e z e n t á n s , m e g e g y e z i k a s z o r z a t r e p r e z e n t á n s á v a l . 
M i n t h o g y e g y S" r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r r e j e l l e m z ő , h o g y & Ц = § 8 1 
s z o r z a t e l ő á l l í t á s i s m é t l é s n é l k ü l i , a 4 . t é t e l a 3 . t é t e l l e l ö s s z e v e t v e m á s s z a -
v a k k a l a z t m o n d j a , h o g y a z ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k a éj! c s o p o r t 8 1 n o r n á l -
o s z t ó j á n i n v e r t á l h a t ó m e g o l d á s a i n a k m e g h a t á r o z á s a e g y e n é r t é k ű a z o l y a n 
i s m é t l é s n é l k ü l i 
e l ő á l l í t á s o k m e g k e r e s é s é v e l , m e l y e k n é l f a éj-nak a l c s o p o r t j a . 
3. §. Két alcsoport szorzatára bontható éj szerkezeti vizsgálata 
1 . A z e d d i g i e k b e n ( 1 ) m e g o l d á s á t e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g -
o l d á s á r a v e z e t t ü k v i s s z a . M o s t e g y á l t a l á n o s e l j á r á s t m u t a t u n k a z 
( 5 ) a - + y a = ( a 8 í ) Ç a 8 l 
a l a k ú e n d o m o r f i z m u s o k m e g k e r e s é s é r e , v a g y i s 
( 6 ) y a y h = y ( a h ) 
m e g o l d á s á r a a z ( 5 ) t e l j e s ü l é s e e s e t é n , m i d ő n u g y a n a k k o r a éj c s o p o r t 
< i= = ( i l ^ l l = ( i l l ( j l= = < f l u ( f i i 
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r é s z c s o p o r t o k r a v a l ó n e m f e l t é t l e n i s m é t l é s n é l k ü l i f e l b o n t á s á t i s m e r j ü k . E k k o r 
W
 \oan^xa =о(а]]Щ £ап31\)\31( = §ф31 
é r t e l m e z e t t e n d o m o r f i z m u s o k . É s z r e v e s s z ü k a z t i s , h o g y g és о é r t e l m e -
z é s e , é s у e n d o m o r f i z m u s v o l t a m i a t t n e m f ü g g e t l e n e k , h i s z e n 
a =a n = « a , av 
e s e t é n 
XA = XA\XA\\ = XA,\XA\> 
v a g y i s é r v é n y e s , h o g y 
(8 ) у a = ga\OCt\ = oa, оа\, a = a^a{\ = a\a\. 
K i m o n d h a t j u k a k ö v e t k e z ő t : 
5 . TÉTEL. Ahhoz, hogy y a részcsoportok szorzatára bontható 
csoportnak (5) alakú endomorfizmusa legyen, szükséges és elegendő a (8) 
egyenletek fennállása, ahol д, о a (7) alatti alakú endomorfizmusok. 
A b i z o n y í t á s e l ő t t m é g m e g a d j u k a z 5 . t é t e l f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s i 
m e g f o g a l m a z á s á t i s : 
KÖVETKEZMÉNY. A ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t ( 5 ) k i e g é s z í t ő f e l t é t e l t k i e l é g í t ő 
m e g o l d á s á n a k m e g k e r e s é s é r e e g y e n é r t é k ű a (7), (8) ö s s z e f ü g g é s e k e t k i e l é g í t ő 
g, о e n d o m o r f i z m u s o k m e g h a t á r o z á s á v a l , h a a 6j! m e g f e l e l ő m ó d o n f a k -
t o r i z á l h a t ó . 
M i n t h o g y a s z ü k s é g e s s é g b i z o n y í t á s a m á r m e g t ö r t é n t , a k ö v e t k e z m é n y 
d e d i g n e m k í v á n k ü l ö n b i z o n y í t á s t , r ö g t ö n r á t é r ü n k a z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í -
t á s á r a . T e k i n t s ü k e l ő s z ö r ( 5 ) - ö t : 
у a = y(a\ ay) = pa, oû|| = g (о, <D!|) a(nit Щ =  
= у (а, аЧ|0||<§Лц) = y(a3l) £ a, Ul, а,3(\ =a Si, 
u g y a n i s с>7|| = (2ц л SI a ( f n - n e k n o r m á l o s z t ó j a t e h á t 
a\§îl\a аЧц = а\§Л\оЯ\':а:\ = О]3ia = в\а\\31 = а31, 
h i s z e n 
m e r t e g y r é s z t • 
31^^3131=31, 
m á s r é s z t 
3l] 5)1, Э á ^ e и e3l, = n SU) и (éj, n 31) = u§)v8fl = qn8fl=8K. 
I g a z o l j u k e z u t á n у h o m o m o r f i z m u s v o l t á t i s . L e g y e n 
ű = ö|ú[|, b — t\\b\, ab = c\c\\, 
160 HOSSZÚ M . 
a k k o r 
( 9 ) ЩЬ\Ь\ = a\\ab) = a\1 c\c\\, 
t e h á t ( 8 ) f e l h a s z n á l á s á v a l a 
yayb = çaloai\obAQb\ = оа\о(а\Ь\)оЬ1 = oa\y(a\b\b) = 
= Qa\yÁa\lc\á)^Qa\Q(alci)oc<l = ga\oalec\oq = x(pc) = y(ab) 
e g y e n l ő s é g s o r o z a t o t n y e r j ü k , m e l y n e k e l e j é t é s v é g é t ö s s z e h a s o n l í t v a k a p j u k 
a b i z o n y í t a n i k í v á n t á l l í t á s t . 
A z i t t t á r g y a l t v i s s z a v e z e t é s h a s z n á t k ü l ö n ö s e n a k k o r t a p a s z t a l j u k , 
m i d ő n a Q, A k ö z ü l a z e g y i k p l . Q k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t ó , s a k k o r o - t a 
( 8 ) a l a p j á n t u d j u k k e r e s n i . 4 
2 . E l ő f o r d u l , h o g y a 3 . t é t e l b e n h a s z n á l t i n v e r t á l h a t ó s á g i f e l t é t e l n e m 
t e l j e s ü l , d e p f a k t o r i z á l h a t ó o l y m ó d o n , h o g y a z e g y e s t é n y e z ő r é s z c s o p o r -
t o k o n m á r a l k a l m a z h a t ó a 3 . t é t e l . H a a t é n y e z ő ( p r é s z c s o p o r t o k n a k v a n 
o l y a n "3и r é s z e , h o g y a z o k o n xa i n v e r t á l h a t ó e g y x\, i l l e t v e x h e l y e n , a k k o r 
fe l i r h a t ó 
XÖ; = cf i:Ti [ ( < j p : 1 x ) A J , x^X, a. / — ||, 
a h o l 
(10) = = at, b ^ y , 
M i n t h o g y b á r m e l y û £ p e s e t é n f e n n á l l a z 
ű = Ú|Ű|| = « | | ű | 
f e l b o n t á s , e z é r t a k ö v e t k e z ő k é p p e n í r h a t ó 
a z a z b e v e z e t v e a 
( 1 1 ) y p [ ( 9 | £ | ) ö ] = § oa, ( ю З С ц = = 3 £ ) 
j e l ö l é s e k e t , 
( 1 2 ) | | о а = о ) щ [ < о 1 щ ^ а \ ) а { ] = л \ { т щ [ { ш ' 1 ' Е . \ ) а \ \ а ) 
a z X - s z e l o - i z o m o r f "3£| h a l m a z o n é r t e l m e z e t t o p e r á c i ó . í g y t e h á t n y i l v á n v a l ó 
a k ö v e t k e z ő : 
6 . T É T E L . Legyen a P , P , részcsoportok szorzatára bontható P csoport 
3 £ | , részén legalább egy-egy x, kelyen 
\ I X X - , i = \,t 
4
 A 4. tételre való tekintettel az 5. tétel azt állítja, hogy а р = р | р | = р ц р | cso-
portnak az adott §f[ normálosztóval képezett ismétlés nélküli р = сГ5'( faktorizációjának. 
megkeresése, melynél a p-nek alcsoportja, egyenértékű a hasonló tulajdonságú 
faktorizációk meghatározásával, melyeknél fennáll |T = QT| Őf = el" ot) • 
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invertálható; akkor az ю-га felírt ( 12_) egyenlet fennállása szükséges és ele-
gendő ahhoz, hogy a vele és a ( 10)-et kielégítő rr-vel meghatározott (12x) 
alatti о a operátormüvelet legyen, azaz (Г) teljesüljön. 
M i e l ő t t a b i z o n y í t á s r a r á t é r n é k , m e g a d j u k a t é t e l f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g -
o l d á s i m e g f o g a l m a z á s á t : 
KÖVETKEZMÉNY. AZ ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k a k é t v á l t o z ó s x a - r a v o n a t -
k o z ó , a z i n v e r t á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k e t k i e l é g í t ő m e g o l d á s á n a k m e g h a t á r o z á s a 
e g y e n é r t é k ű a ( 1 0 ) , ( 1 2 ) e g y v á l t o z ó s e g y e n l e t n e k а щ,со-ra v o n a t k o z ó m e g -
o l d á s á v a l . A m e g o l d á s t a ( 1 1 ) , ( 1 2 ) k é p l e t s z o l g á l t a t j a , 
A 6 . t é t e l b e l i f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s s é g é n e k b i z o n y í t á s a m á r a z e l ő z ő k b e n 
m e g t ö r t é n t . A z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í t á s á h o z ( 1 ) f e n n á l l á s á t k e l l i g a z o l n i , 
v a g y i s a z t k e l l k i m u t a t n i , h o g y é r v é n y e s 
( Г ) ( I | o ű ) o ó = Í | o ( ű 6 ) , 
e b b ő l m á r a ( l l j ) s z e r i n t f e n n á l l ó o p e r á t o r - i z o m o r f i z m u s m i a t t k ö v e t k e z i k ( 1 ) 
i s . T e k i n t s ö k t e h á t a z 
a = ű | ö | | b = b\\b\ ab = c\c,\ 
f e l b o n t á s o k a t , m e l l y e l ( l ' ) - t a k ö v e t k e z ő , v e l e e g y e n é r t é k ű a l a k b a n í r h a t j u k f e l : 
fél ° (û |û | | ) ] ° Ф А ) = g| ° (C|C||), 
п^ютфо-
1
^ о а)Ь\Щ) = ющ^ю^щ^с)^. 
M i n t h o g y a z o n b a n 
° а) =щ[аг1л;:(£\а\)а\], 
é s ( 1 2 о ) s z e r i n t 
щ{ющ\ю-1л\(£\а\)а\]Ь\$ = щ[(о1щ(£\а\)а\\Ь\], 
e z é r t а ( 1 0 ) , ( 9 ) ö s s z e f ü g g é s f e l h a s z n á l á s á v a l a z i g a z o l a n d ó e g y e n l ő s é g b a l -
o l d a l a á t a l a k í t h a t ó : 
щ{(ощ\т 1 rv\Q,\a\)аф\<\Ь\) = (ощ{ю xщ[ж\[(ь|«|)«|1 С|]ец} =  
= w щ {со-1 щ [5| (ai1 с,)] с,(} = со щ [ю 1 ж\ (g, с,) Сц]. 
А 6 . t é t e l t t e h á t b e b i z o n y í t o t t u k . 
MEGJEGYZÉS. Н а % = n o r m á l o s z t ó , a k k o r b e l e h e t v e z e t n i a 
,Jliai — y.iplf a i 
ö s s z e f ü g g é s s e l é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e t , s e z e k ( 6 ) m i a t t n y i l v á n e n d o -
m o r f i z m u s o k l e s z n e k : 
( б ' ) хлхА^хЛаА), 
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é s ( 4 ) h e l y e t t a k ö v e t k e z ő m ó d o n a d j á k xa-1: 
§1 о а = ю{(%\У)со Ф ^ О ^ ^ М ^ ^ ф Г ' М С х « 
а = űjOj| = OT|;ß| . 
(Beérkezett : 1958. IV. 24.) 
Nehézipari Műszaki Egyetem, Miskolc 
Matematikai Tanszék 
ALGEBRAI STRUKTÚRÁK KONGRUENCIARELÁCIÓIRÓL 
írta: SCHMIDT E. TAMÁS 
Bevezetés 
M i n t i s m e r e t e s ( l á s d [ Í J ) e g y t e t s z ő l e g e s A a l g e b r a i s t r u k t ú r a * 9 , Ф... 
k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i a t e r m é s z e t e s r é s z b e n r e n d e z é s r e n é z v e [ 9 ^ Ф a k k o r é s 
c s a k i s a k k o r t e l j e s ü l , h a x = y(Q) m a g a u t á n v o n j a х = у(Ф)А\ k o m p l e t t 
h á l ó t a l k o t n a k , m e l y e t 0 ( A ) - v a l j e l ö l ü n k . F e l a d a t u n k © ( A ) s z e r k e z e t é n e k 
m e g i s m e r é s e . E g y a d o t t A s t r u k t ú r á b ó l k i i n d u l v a a n n á l k ö n n y e b b 0 ( A ) v i z s -
g á l a t a , m i n é l t ö b b k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a í r h a t ó A - n a k O a , b a l a k b a . ( Q a , b a l e g -
k i s e b b o l y a n k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t j e l ö l i , m e l y n é l a = b. А О
а
,ъ a l a k b a í r h a t ó 
k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k a t m i n i m á l i s n a k n e v e z z ü k . ) H a p é l d á u l m i n d e n k o n g r u -
e n c i a r e l á c i ó m i n i m á l i s , a k k o r n a g y o n s z o r o s a z a d o t t A s t r u k t ú r a e l e m e i n e k 
é s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó j á n a k k a p c s o l a t a . M i v e l m i n k e t v i z s g á l a t a i n k b a n 
0 ( A ) s z e r k e z e t e é r d e k e l , e z é r t k é z e n f e k v ő g o n d o l a t a z A s t r u k t ú r á t e g y o l y a n 
S s t r u k t ú r á r a k i c s e r é l n i , h o g y 0 ( A ) é s 0 ( 5 ) i z o m o r f o k l e g y e n e k , s e m e l l e t t 
5 - n e k a l e h e t ő l e g t ö b b k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a l e g y e n m i n i m á l i s . HASHIMOTO [3 ] 
e g y i k t é t e l e s z e r i n t a m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k s z ü k s é g k é p p a l u l r ó l 
e l é r h e t e t l e n e k . A d o l g o z a t f ő e r e d m é n y e e n n e k m e g f o r d í t á s a : o l y a n 5 s t r u k t ú r á t 
k o n s t r u á l u n k , m e l y r e 0 ( 5 ) ^ 0 ( A ) é s 0 ( 5 ) m i n d e n a l u l r ó l e l é r h e t e t l e n 
e l e m e m i n i m á l i s . 
E z a t é t e l e l s ő k í s é r l e t , h o g y t e l j e s e n á l t a l á n o s a l g e b r a i s t r u k t ú r á k r a 
v o n a t k o z ó a n b i z o n y í t á s i m ó d s z e r t n y ú j t s o n . E z e n m ó d s z e r a l k a l m a z á s á r a a 
d o l g o z a t k é t p é l d á t t á r g y a l . E l s ő k é n t P . M . WHITMAN [6 ] e g y n e v e z e t e s t é t e -
l é r e a d ú j b i z o n y í t á s t . E z e n t é t e l s z e r i n t m i n d e n v é g e s h á l ó b e á g y a z h a t ó e g y 
p a r t í c i ó h á l ó b a . 
A m ó d s z e r m á s i k a l k a l m a z á s a a MALCEV á l t a l b e v e z e t e t t r é s z l e g e s 
a l g e b r a i s t r u k t ú r á k , m á s n é v e n a l g e b r a i s t r u k t u r o i d o k e l m é l e t é b e n t ö r t é n i k . 
B e b i z o n y í t j u k , h o g y m i n d e n ' v é g e s h á l ó i z o m o r f v a l a m e l y v é g e s a l g e b r a i 
s t r u k t u r o i d k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó j á v a l . 
* Az absztrakt algebrai és hálóelméleti fogalmakra nézve az [1] könyvre utalunk. 
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l . § . Előkészületek 
L e g y e n A v a l a m e l y a l g e b r a i s t r u k t ú r a . A z A - n é r t e l m e z e t t m ű v e l e t e k 
ö s s z e s s é g é t j e l ö l j e M ( A ) . M á r a b e v e z e t é s b e n i s e m l í t e t t ü k , h o g y a t e r m é -
s z e t e s r é s z b e r e n d e z é s r e n é z v e A k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i n a k ö s s z e s s é g e , 0 ( A ) , 
h á l ó t a l k o t . G . BIRKHOFF é s V . S . KRISHNAN ( l á s d [ 1 ] ) k ö v e t k e z ő t é t e l e e f f e k t i v e 
m e g a d j a e z e k e t a m ü v e l e t e k e t : 
L e g y e n { 0 a } v a l a m e l y r é s z h a l m a z a 0 ( A ) - n a k . A { 0 „ } k o n g r u e n c i a -
r e l á c i ó k k o m p l e t t m e t s z e t é n é l x é s y ( x , y Ç A ) a k k o r é s c s a k a k k o r k o n -
g r u e n s e k , h a x = y ( 0 ) m i n d e n 0 Ç { 0 „ } - r a . A { 0 a } k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k 
k o m p l e t t e g y e s í t é s é n é l x é s y a k k o r é s c s a k a k k o r k o n g r u e n s e k , h a a l k a l m a s 
x = x 0 , xu .. .,xn=y s o r o z a t r a Xí_i = Xí(0í) ( / = 1 , 2 , . . . , л ) m e g f e l e l ő k é p p 
v á l a s z t o t t 0 , Ç { 0 „ } - v a l . 
A k o m p l e t t m e t s z e t d e f i n í c i ó j á b ó l l á t h a t ó , h o g y a z ö s s z e s o l y a n k o n -
g r u e n c i a r e l á c i ó m e t s z e t é n é l , m e l y e k n é l o = b ( r ö g z í t e t t a, b Ç . 4 - r a ) , s z i n t é n 
f e n n á l l a = b. í g y t e h á t v a l ó b a n l é t e z i k 0 „ j ( , . 
A z A s t r u k t ú r á n b e l ü l m e g l e h e t a d n i a z t , h o g y m e l y e l e m p á r o k k o n -
g r u e n s e k m o d u l ó Oa,b (a, b Ç A ) . A t é t e l e g y s z e r ű b b m e g f o g a l m a z h a t ó s á g a 
k e d v é é r t e l ő b b b i z o n y í t j u k a k ö v e t k e z ő t : 
1. LEMMA: Minden A algebrai struktúrához tulálhutó oly un S ulgebrui 
strukiúru, hogy 0 ( A ) 0 ( 5 ) és M (S)-ben csuk egyváltozós miiveletek 
vannuk. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n a z 5 s t r u k t ú r a u g y a n a z o n a h a l m a z o n é r t e l m e z v e , 
m i n t A . L e g y e n 9 > ( х 1 ; . . . , x „ ) v a l a m e l y t e t s z ő l e g e s л - v á l t o z ó s m ű v e l e t e A - n a k . 
H a e n n e k a m ű v e l e t n e k л — 1 v á l t o z ó j á t r ö g z í t j ü k , a k k o r e g y e g y v á l t o z ó s 
m ü v e l e t e t n y e r ü n k . 
A í ( S ) - e t ú g y d e f i n i á l j u k , m i n t M ( A ) ö s s z e s e g y v á l t o z ó s m ű v e l e t e i t , 
t o v á b b á a z ö s s z e s t ö b b v á l t o z ó s m ű v e l e t b ő l , a z ö s s z e s l e h e t s é g e s m ó d o n 
e l k é s z í t e t t e g y v á l t o z ó s m ü v e l e t e k e t . K ö n n y ű b e l á t n i , h o g y 0 ( S ) ^ 0 ( A ) . S ő t 
m é g e n n é l t ö b b i s i g a z . A z i s v i l á g o s , h o g y 5 é s A k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i 
u g y a n a z o k a t a m a r a d é k o s z t á l y o k a t l é t e s í t i k . 
A z 1 . l e m m a e g y s z e r ű s é g e e l l e n é r e i s f o n t o s . U g y a n i s , m i n t a b e v e z e -
t é s b e n i s e m l í t e t t ü k , a d o t t 0 ( A ) m e l l e t t c é l u n k a z A s r u k t ú r á t o l y a n S s t r u k -
t ú r á r a k i c s e r é l n i , h o g y 0 ( A ) ^ 0 ( 5 ) s a m e l l e t t a z S s t r u k t ú r á b ó l m á r e l é g 
s o k k ö v e t k e z t e t é s t v o n h a s s u n k l e 0 ( S ) - r e . A z e l s ő i l y e n k i c s e r é l é s i l é p é s t 
m u t a t j a m e g a z 1 . l e m m a . 
L e g y e n a d o t t a z A s t r u k t ú r a ; m o s t m á r f e l t e s s z ü k , h o g y A Í ( A ) - b a n c s u p á n 
e g y v á l t o z ó s m ű v e l e t e k s z e r e p e l n e k . A z t m o n d j u k , h o g y A v a l a m e l y o, b e l e m -
p á r j á h o z h o z z á v a n r e n d e l v e a c, d e l e m p á r , j e l b e n o,b—*c,d, h a a l k a l m a s 
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<РиЪ> AÍ(A)-ra 
с = cp1 <p2... cpn (a), d—cplcp2... <pn (b) 
[<jp, cp2... cpn(x) r ö v i d í t e t t j e l ö l é s e cpx (у> 2 (• • • ( x ) ) . . . ) - n e k ] , 
2 . LEMMA: AZ A csupa egyváltozós művelettel rendelkező struktúrában 




а, Ь~+у(-и yt ( / = = 1 , 2 , . . . , « ) . 
A 2 . l e m m a e x p l i c i t e k i m o n d v a m é g s e h o l s e m s z e r e p e l t . L é n y e g é -
b e n a z o n b a n t a r t a l m a z z a A . 1. MALCEV [ 4 ] d o l g o z a t a s h á l ó k e s e t é r e R . P . 
DILWORTH [ 2 ] . L é n y e g é b e n u g y a n í g y f o g a l m a z h a t ó m e g t e t s z ő l e g e s ( v é g e s s o k 
v á l t o z ó s ) m ü v e l e t e k k e l e l l á t o t t s t r u k t ú r á r a i s , s z á m u n k r a a z o n b a n e l é g a 
f e n t i e g y s z e r ű b b a l a k . 
A z 1. l e m m a m u t a t r á a r r a , h o g y k o n g r u e n c i a s z e m p o n t b ó l m i é r t j o g o s 
G . BIRKHQFF k o n v e n c i ó j a : c s a k v é g e s v á l t o z ó s m ü v e l e t e k e t e n g e d ü n k m e g , 
d e e z e k b ő l a k á r h á n y l e h e t . U g y a n i s a z 1. l e m m a s z e r i n t k o n g r u e n c i a s z e m -
p o n t b ó l e l é g e g y v á l t o z ó s m ü v e l e t e k r e s z o r í t k o z n i , v i s z o n t m á r e g y b i n é r -
m ű v e l e t b ö l i s v é g t e l e n s o k e g y v á l t o z ó s m ű v e l e t e t k a p u n k . 
S z ü k s é g ü n k l e s z a k ö v e t k e z ő l e m m á r a : 
3 . LEMMA: Az L háló egyesítés kongruenciarelációi komplett hálót alkot-
nak. Minden egyesítés kongruenciareláció, 0 U , felírható V ©«,& alakba, ahol 
( f f j , az a és b-t egybeejtő legkisebb egyesítés kongruenciarelációt jelöli. 
BIZONYÍTÁS: T e k i n t s ü k a z L h á l ó n a k c s a k a z e g y e s í t é s m ű v e l e t é t . E r r e 
n é z v e L a l g e b r a i s t r u k t ú r á t a l k o t : LÉ. í g y t e h á t BIRKHOFF [1] t é t e l e s z e r i n t 
f f k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i k o m p l e t t h á l ó t a l k o t n a k , f f k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i é p p e n 
L e g y e s í t é s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i . E z z e l a 3 . l e m m a e l s ő r é s z é t b e l á t t u k . A 0 U 
e g y e s í t é s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó n y i l v á n e l ő á l l a z ö s s z e s o l y a n 0 ^ e g y e s í t é s e -
k é p p , m e l y r e a = 6 ( 0 ° ) . 
A z A a lgebrai s t ruktúra kongruenciare lác ió há ló jának 0 (A)-nak valamely 
{ 0 „ } részhalmazát irányított ha lmaznak nevezzük, ha minden 0 « , 0 ^ £ { 0 a } -
hoz ta lálható 0 7 £ {0«}, melyre 0 a ^ 0 Y , 0 ^ 0 7 tel jesül . Ha 0 előáll egy 
olyan irányított ha lmaz elemeinek komplet t egyesí téseképp, amely irányított 
ha lmaznak ö n m a g a nem eleme, akkor 0 - t alulról e lérhetőnek nevezzük. 
Ellenkező esetben azt mondjuk , hogy 0 alulról elérhetetlen. A z alulról e lér-
hetetlen kongruenciare lác iók fontos szerepet já t szanak, s t ruktúrá juk már m e g -
határozza 0 ( A ) szerkezetét. A z alulról elérhetetlen kongruenciare lác iók leírását 
tar ta lmazza a következő tétel, mely J . HASHiMOTŐtól (lásd [ 3 ] ) s zá rmaz ik : 
4 . LEMMA: Legyen A algebrai struktúra s 0 £ 0 ( A ) . A 0 kongruencia-
reláció akkor és csak akkor alulról elérhetetlen, ha véges sok minimális kong-
rue nciareláció egyesítése. 
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2. §. Az alulról elérhetetlen és a minimális kongruenciarelációk 
kapcsolata 
L á t t u k a z e d d i g i e k b ő l , h o g y a m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k a l e g e g y -
s z e r ű b b e n l e í r h a t ó k s í g y a l e g k ö n n y e b b e n k e z e l h e t ő k . M á s r é s z r ő l a z i s 
v i l á g o s , h o g y a z e r e d e t i s t r u k t ú r a e l e m e i e z e k k e l a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k k a l 
v a n n a k l e g s z o r o s a b b k a p c s o l a t b a n , p é l d á u l a z e r e d e t i s t r u k t ú r a e l e m e i n e k 
p e r m u t á c i ó j á r a e z e k a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k a l e g é r z é k e n y e b b e k . K í v á n a t o s 
t e h á t , h o g y a s t r u k t ú r á n a k m i n é l t ö b b m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a l e g y e n . 
A d o l g o z a t e r r e v o n a t k o z ó f ő e r e d m é n y e a k ö v e t k e z ő : 
1. TÉTEL: Minden S algebrai struktúrához található olyan T algebrai 
struktúra, melyre 0(5)^0(7) és Q(T)-nek minden alulról elérhetetlen eleme 
minimális. 
Megjegyzés. É r d e m e s m e g v i z s g á l n i , h o g y a z 1. t é t e l m i t m o n d a 4 . l e m m a 
s z e m p o n t j á b ó l . T u d j u k , h o g y m i n d e n 0 k o n g r u e n c i a r e l á c i ó m i n i m á l i s k o n -
g r u e n c i a r e l á c i ó k k o m p l e t t e g y e s í t é s e , 0 = V 0 « , ь • 0 á l t a l á b a n s o k f é l e k é p p e n 
i r h a t ó f e l , m i n t m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k e g y e s í t é s e . T e k i n t s ü k m i n d a z o n 
k a r d i n á l i s s z á m o k a t , a m i l y e n s z á m o s s á g ú m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó e g y e -
s í t é s e k é p p 0 e l ő á l l í t h a t ó . A k a r d i n á l i s s z á m o k j ó l r e n d e z e t t s é g e m i a t t e z e k 
k ö z ö t t l e s z e g y l e g k i s e b b ; n e v e z z ü k e z t 0 r e n d j é n e k . HASHIMOTO t é t e l e a z t 
m o n d j a k i , h o g y 0 r e n d j e a k k o r é s c s a k a k k o r v é g e s , h a 0 a l u l r ó l e l é r h e -
t e t l e n , m á s s z ó v a l a r e n d v é g e s , v a g y v é g t e l e n s é g é t 0 ( A ) - n b e l ü l h á l ó e l m é l e t i 
e s z k ö z ö k k e l e l l e h e t d ö n t e n i . T e g y ü k m á r m o s t f e l , h o g y 0 r e n d j e v é g e s . 
E l l e h e t v a j o n d ö n t e n i , h o g y m e k k o r a ? L e g a l á b b a z t , h o g y 0 m i n i m á l i s - e ? 
A z 1. t é t e l s z e r i n t e z e k r e a k é r d é s e k r e t a g a d ó a v á l a s z . H á l ó e l m é l e t i s z e m -
p o n t b ó l s e m m i s e m k ü l ö n b ö z t e t i m e g a m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k a t e z e k 
v é g e s e g y e s í t é s e i t ő l . 
BIZONYÍTÁS: A g o n d o l a t m e n e t a k ö v e t k e z ő : e l ő s z ö r a z 5 s t r u k t ú r á t 
k i c s e r é l j ü k a z S' s t r u k t ú r á r a , m e l y b e n m á r c s a k e g y v á l t o z ó s m ü v e l e t e k v a n -
n a k . E z u t á n a z S' s t r u k t ú r á b ó l m e g k o n s t r u á l u n k e g y o l y a n 7 \ s t r u k t ú r á t , 
m e l y b e n a z e l ő r e k i s z e m e l t 0 „ ) C и Оъ,а ( e s e t l e g m á s o d r e n d ű ) k o n g r u e n c i a -
r e l á c i ó m á r m i n i m á l i s . E l j á r á s u n k a t t r a n s z f i n i t i n d u k c i ó v a l f o l y t a t v a , n y e r j ü k 
a t é t e l á l l í t á s á t . 
I n d u l j u n k k i t e h á t a z 5 a l g e b r a i s t r u k t ú r á b ó l . A z 1. l e m m a a l a p j á n f e l -
t e h e t j ü k , h o g y 5 c s u p á n e g y v á l t o z ó s m ü v e l e t e k e t t a r t a l m a z . R ö g z í t s ü k l e 5 
k é t e l e m é t : a é s b-t. M e g k o n s t r u á l j u k a T, s t r u k t ú r á t . 
F o r m á l i s a n k é p e z z ü k m i n d e n x E 5 - r e a z / ( x ) e l e m e t ( / t e h á t n e m 
v a l a m e l y m ű v e l e t e 5 - n e k ! ) a z o n e g y e t l e n m e g s z o r í t á s s a l , h o g y a=f(b). A z 
/ ( x ) a l a k ú e l e m e k h a l m a z á t / ( 5 ) - s e l j e l ö l j ü k ; 5 - n e k t e h á t / ( 5 ) - s e l e g y e t l e n 
k ö z ö s e l e m e v a n , a, s xf=y e s e t é n ( x , y E 5 ) f(x)=f=f(y). 
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T e k i n t s ü k e z u t á n a 7 ) = 5 l l / ( 5 ) h a l m a z t . E z e n a h a l m a z o n e g y v á l t o z ó s 
m ü v e l e t e k e t é r t e l m e z ü n k . T e k i n t s ü k e l ő s z ö r a z / ( x ) é s g(x) e g y v á l t o z ó s m ű v e -
l e t e k d e f i n í c i ó j á t : A z / ( x ) , x ( 5 e s e t é n , a f o r m á l i s a n é r t e l m e z e t t / ( x ) e l e m , 
s h a y = / ( x ) , a k k o r f(y) = f f ( x ) = f(á); x ( 5 e s e t é n g(x) = b é s gf(x) = x. 
Trre k i t e r j e s z t j ü k a z ö s s z e s , 5 - e n é r t e l m e z e t t e g y v á l t o z ó s m ű v e l e t e t . L e g y e n 
m (x) ( M (S). H a x ( S, a k k o r ю ( x ) ő r i z z e m è g e r e d e t i j e l e n t é s é t s y = / ( x ) 
e s e t é n l e g y e n c o f ( x ) = w ( a ) . A z / ( x ) , ^ ( x ) é s c o ( x ) ( ( A i ( 5 ) ) e g y v á l t o z ó s 
m ü v e l e t e k a l k o s s á k A í ( 7 ) ) - e t . E z z e l 7 > e t a l g e b r a i s t r u k t ú r á v á t e t t ü k . 
B e l á t j u k e l ő s z ö r , h o g y 0 ( 5 ) ф 0 ( 7 ) ) . L e g y e n 0 ( 0 ( 5 ) . D e f i n i á l j u k 
7 ) - e n a k ö v e t k e z ő r e l á c i ó t : u = v(0) a k k o r é s c s a k a k k o r á l l f e n n , h a a z 
a l á b b i f e l t é t e l e k v a l a m e l y i k e t e l j e s ü l : 
( 1 ) u, ú ( 5 é s a=v(0); 
( 2 ) u=f(x),v=f(y) é s x = y(0)\ 
( 3 ) x = a(0),b = y(0)és v a g y u=x,u=f(y), v a g y u=f(y),v = x. 
I g a z o l j u k , h o g y 7 > n e k 0 r e l á c i ó j a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó . 
V i l á g o s , h o g y 0 r e f l e x í v é s s z i m m e t r i k u s . 
L e g y e n u^:v(0) és v=w(0). H a u, v, w ( 5 v a g y u, v, w ( / ( 5 ) , a k k o r 
a t r a n z i t i v i t á s ( v a g y i s u = w ( 0 ) ) n y i l v á n v a l ó , m e r t l é n y e g é b e n 0 t r a n z i t i v i -
t á s á r ó l v a n s z ó ( u g y a n i s / ( x ) = / ( y ) ( 0 ) ( 2 ) s z e r i n t a k k o r é s c s a k a k k o r 
t e l j e s ü l , h a x = y (0)). T e k i n t s ü k a z u, v ( 5 , w ( / ( 5 ) e s e t e t ( a z и ( 5 ; 
r, i v ( / ( 5 ) e s e t h a s o n l ó a n t á r g y a l h a t ó ) . E k k o r uzzzv ( 0 ) , v = a(0), x= b ( 0 ) , 
a h o l w = / ( x ) ( ( l ) é s ( 3 ) a l a p j á n ) , í g y t e h á t 0 t r a n z i t i v i t á s a f o l y t á n u = a(0), 
t e h á t ( 3 ) m i a t t u = w(0). V é g e z e t ü l f o g l a l k o z u n k a z u, w ( 5 , v ( / ( 5 ) e s e t t e l 
( u , w ( / ( 5 ) , v ( 5 u g y a n í g y t á r g y a l h a t ó ) . E k k o r ( 3 ) s z e r i n t и — a ( 0 ) , b = з x ( 0 ) , 
v=f(x), w = a ( 0 ) , s e z e k k ö z ü l a z e l s ő é s h a r m a d i k k o n g r u e n c i a 0 t r a n z i -
t i v i t á s a f o l y t á n u = w(0)-1 a d j a , a m i ( 1 ) a l a p j á n a k í v á n t u = w ( 0 ) - t j e l e n t i . 
E z u t á n i g a z o l j u k 0 - r a a h e l y e t t e s í t é s i e l v e t . A z t k e l l b e l á t n u n k , h o g y h a 
í j j ( x ) ( M ( Г , ) é s u = v(0), a k k o r 4p(u) = ip(v)(0) i s f e n n á l l . H á r o m e s e t e t 
k ü l ö n b ö z t e t ü n k m e g : 
a ) и , г > ( 5 . / ( « ) = / « ) ( © ) ( 2 ) a l a p j á n a d ó d i k . A . g ( x ) m ű v e l e t e t a l k a l -
m a z v a , a t r i v i á l i s b = w ó ( 0 ) - h o z j u t u n k . Н а со ( x ) 5 - n e k v a l a m e l y i k 7 > r e k i t e r -
j e s z t e t t m ű v e l e t e , a k k o r со (U) = OJ (V) ( 0 ) í g y ( 1 ) a l a p j á n ro ( « ) = « ( r ) ( 0 ) . 
b ) u, ü(/(S). E k k o r u=f(x), v=f(y) é s f e n n á l l x = y ( 0 ) . A z / ( x ) = / ( y ) 
m i n d k é t o l d a l á r a a z / ( x ) m ű v e l e t e t a l k a l m a z v a f(á)=f(a)~t n y e r j ü k . A g ' ( x ) 
m ű v e l e t t e l x = gf(x)=gf{y) = y a d ó d i k , a m i ( 1 ) s z e r i n t s z i n t é n h e l y e s . 
V é g ü l v a l a m e l y 5 - r ő l k i t e r j e s z t e t t c o ( x ) m ű v e l e t t e l co(ö) = co(ű) a d ó d i k . 
c ) « ( 5 , v ( / ( 5 ) . E k k o r v=f(x) s f e n n á l l n a k a z y = a ( 0 ) , b = x(0) 
k o n g r u e n c i á k . u = v(0)-ra m i n d k é t o l d a l t a l k a l m a z v a r e n d r e a z / ( x ) , g" ( x ) é s 
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w ( x ) m ü v e l e t e k e t / ( « ) = / ( я ) ( 0 ) , 6 = x ( 0 ) , c o ( x ) = w ( a ) ( 0 ) a d ó d i k , a m e l y 
k o n g r u e n c i á k v a l ó b a n k ö n n y e n n y e r h e t ő k a f e l t é t e l b ő l . 
E z z e l t e h á t b e l á t t u k , h o g y 0 k o n g r u e n c i a r e l á c i ó . 0 e g y o s z t á l y o z á s á t 
l é t e s í t i 5 - n e k i s , m i n t 7 ) r é s z h a l m a z á n a k , s e z a z o s z t á l y o z á s e g y b e e s i k a 0 
á l t a l l é t e s í t e t t o s z t á l y o z á s s a l . 
K i m u t a t j u k , h o g y a 0 — • 0 m e g f e l e l t e t é s i z o m o r f i z m u s 0 ( 5 ) é s 0 ( 7 ) ) 
k ö z ö t t . E l ő s z ö r i s b e l á t j u k , h o g y T - n e k m i n d e g y i k k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a e l ő -
á l l í t h a t ó 0 a l a k b a n . V a l ó b a n , l e g y e n Ф(0(Т
л
). Ф l é t e s í t 5 - e n e g y o s z t á l y o -
z á s t , m e l y e t i n d u k á l ó 0 ( 5 ) - b e l i k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t j e l ö l j e 0 . B e l á t j u k , h o g y 
Ф = 0 . L e g y e n я = ? ; ( Ф ) . Н а и, г ф 5 , a k k o r a z á l l í t á s n y i l v á n v a l ó . V i l á g o s 
a z и, ? ф / ( 5 ) e s e t b e n i s , h i s z e n f(x)=f(y) (Ф) e k v i v a l e n s х = у ( Ф ) - у е 1 . 
A z и ( 5 , г ф / ( 5 ) ( v = f ( x ) ) e s e t b e n a k o n g r u e n c i a m i n d k é t o l d a l á r a a l k a l -
m a z z u k a z f ( x ) f ü g g v é n y t , f(u)=f(v)= f f ( х ) = / ( я ) ( Ф ) a d ó d i k , m a j d a o - ( x ) 
f ü g g v é n y t , s u = gf(u)=gf(a) = a(0)-1 k a p j u k . A t r a n z i t i v i t á s f o l y t á n t e h á t 
a=v ( Ф ) , v a g y i s --g(a)=g (?;) = £ / ( х ) = х ( Ф ) i s f e n n á l l . í g y a © k o n -
g r u e n c i a r e l á c i ó n á l я = я é s 6 = x , v a g y i s f - r e v a l ó k i t e r j e s z t é s é n é l a ( 3 ) s z a -
b á l y s z e r i n t f e n n á l l w : - _ : / ( x ) ( 0 ) , a m i a b i z o n y í t a n d ó v o l t . B e l á t t u k t e h á t , 
h o g y 0 — • © e g y - e g y é r t e l m ü m e g f e l e l t e t é s 0 ( 5 ) é s 0 ( 7 ) ) k ö z ö t t . A k i t e r -
j e s z t é s r e v o n a t k o z ó s z a b á l y m i a t t a z i s n y i l v á n v a l ó , h o g y 0 > Ф a k k o r é s 
c s a k i s a k k o r t e l j e s ü l , h a 0 > Ф f e n n á l l . H a k é t h á l ó k ö z ö t t a d v a v a n v a l a -
m e l y e g y - e g y é r t e l m ü , k ö l c s ö n ö s e n s z i g o r ú a n m o n o t o n l e k é p e z é s , a k k o r a z 
s z ü k s é g k é p p i z o m o r f i a , í g y 0 ( 5 ) é s 0 ( 7 ) ) v a l ó b a n i z o m o r f o k . 
M á s o d s z o r b e b i z o n y í t j u k , h o g y 
0 a , с U 0 6 , d = 0 c , f i d ) • 
V a l ó b a n , 6 : ű f ( 0 „ , c U 0 M ) s e b b ő l a d ó d i k , h o g y a=f(b)=f(d)(0„,cü 0 M ) , 
s e z t ö s s z e v e t v e a = c ( 0 „ , c U 0 M ) - v e l c = / ( r f ) ( 0 „ > r U 0 , , d ) - t k a p j u k , s í g y 
0 a > c U © м i S 0 г , д о ) . M e g f o r d í t v a , с = / ( d ) ( ® е Л а , ) - Ь б 1 f(c) ff(d)=f(a) (0c,m) 
a z a z c=--gf(c)=gf(a) — a(0c>m)-1 k a p u n k , t e h á t a t r a n z i t i v i t á s m i a t t 
a = f(b)=f(d)(0c,'m) é s b = d(0c>m). í g y 0„,c^0c,m é s 0b,d^0c,mtehát 
0 a , с U 0b,d= 0c,m, a m i v e l a k í v á n t e g y e n l ő s é g e t b i z o n y í t o t t u k . 
E z z e l t e l j e s e g é s z é b e n b e l á t t u k , h o g y 7 ) m e g f e l e l a k i r ó t t f e l t é t e l e k n e k . 
T e k i n t s ü k a z o n T s t r u k t ú r á k {Ta} o s z t á l y á t , m e l y e l e g e t t e s z a k ö v e t k e z ő 
k i k ö t é s e k n e k : 
A ) 5 < ü T é s 5 - n e k m i n d e n m ű v e l e t e k i v a n t e r j e s z t v e Г - r e , a m i t f o r m á -
l i s a n M ( 5 ) с M ( 7 > v e i j e l ö l ü n k . 
B ) 0 ( 5 ) ^ 0 ( 7 ) . 
C ) L e g y e n Ф(0(Т) s j e l ö l j e 0(0(S) a z t a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t , 
a m e l y 5 - e n u g y a n a z t a z o s z t á l y o z á s t l é t e s í t i , m i n t Ф . A 0 á l t a l T - n i n d u k á l t 
k o n g r u e n c i a r e l á c i ó m e g e g y e z i k Ф - v e l . 
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{ T „ } - n d e f i n i á l u n k e g y r é s z b e n r e n d e z é s t a k ö v e t k e z ő k é p p : T „ < T e á k k o r 
é s c s a k i s a k k o r t e l j e s ü l , h a 5 é s Г h e l y e t t T„ é s Ttj-ra t e l j e s ü l n e k a z A ) , B ) é s 
C ) f e l t é t e l e k , t o v á b b á T « - n a k v a n o l y a n n e m m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a , 
a m e l y Tp-n m á r m i n i m á l i s . A d e f i n i á l t r e l á c i ó n y i l v á n r é s z b e n r e n d e z é s . L e g y e n 
{ T ß } ß e B v a l a m e l y l á n c a | T a } - n a k . D e f i n i á l j u k а Г a l g e b r a i s t r u k t ú r á t a k ö v e t -
k e z ő k é p : x £ T a k k o r é s c s a k i s a k k o r t e l j e s ü l , h a v a l a m e l y ß £ В-re x £ Tp, s 
l e g y e n M(T)= V M(Tp). M i v e l Ta < Tß e s e t é n T„ m i n d e n m ű v e l e t e k i v a n 
е е в 
t e r j e s z t v e Tp-ra i s , e z é r t v a l ó b a n T a l g e b r a i s t r u k t ú r a . B e l á t j u k , h o g y T({T„). 
A ) v i l á g o s . A k á r h o g y a n v e s z ü n k e g y 0 £ 0 ( 5 ) - e t , a z k i v a n t e r j e s z t v e m i n -
d e n Tp-ra s r g y m a g á r a T - r e i s . ( E z e k a k i t e r j e s z t é s e k e g y m á s f o l y t a t á s a i 
é p p e n m e r t {Tß}ßeB l á n c . ) E z e n k i t e r j e s z t e t t k o n g r u e n c i a r e l á c i ó b í r a C ) - b e n 
l e í r t t u l a j d o n s á g g a l , h i s z e n e l l e n k e z ő e s e t b e n ( e z é p p a 2 . l e m m á b ó l l á t h a t ó 
v i l á g o s a n , h o z z á t é v e m é g , h o g y T - n e k b á r m e l y i k v é g e s r é s z h a l m a z a b e n n e 
v a n e g y a l k a l m a s T ^ - b a n ) m á r v a l a m e l y i k Tp-ban e l l e n t m o n d á s r a j u t n á n k . 
U g y a n í g y l á t h a t ó b e B ) t e l j e s ü l é s e i s . 
B e l á t t u k , h o g y { T „ } - b a n m i n d e n r é s z l á n c n a k v a n m a x i m á l i s e l e m e , í g y 
a K u r a t o w s k i — Z o r n l e m m a k i s s é á l t a l á n o s a b b f o r m á j á b ó l l á t h a t ó , h o g y {Ta}~ 
b a n v a n m a x i m á l i s e l e m , j e l ö l j e a z e g y i k e t T . B e l á t j u k , h o g y T e l e g e t t e s z 
a z 1. t é t e l f e l t é t e l e i n e k . 0 ( T ) ~ 0 ( S ) a d ó d i k T < E { T „ } - b ó l . T e g y ü k f e l , h o g y 
0 ( T ) - b e n v a n v é g e s r e n d ű d e n e m m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó . E k k o r 
T - b ő l k i i n d u l v a é s a t é t e l e l e j é n l e í r t k o n s t r u k c i ó t i s m é t a l k a l m a z v a { T « } - n a k 
e g y T - n é l n a g y o b b e l e m é h e z j u t n á n k , a m e l y e l l e n t m o n d á s T m a x i m a l i t á s á v a l . 
E z z e l a z 1. t é t e l i g a z o l á s á t b e f e j e z t ü k . 
Kiegészítés. H a a z 5 s t r u k t ú r a v é g e s , a k k o r T i s v é g e s n e k v e h e t ő . 
A k i e g é s z í t é s á l l í t á s a a k o n s t r u k c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó . 
L á t h a t ó , h o g y a k o n s t r u k c i ó b a n m e g a d o t t s t r u k t ú r a s e m i l y e n s z o k á s o s 
s t r u k t ú r a o s z t á l y b a ( c s o p o r t , g y ű r ű , h á l ó s t b . ) s e m t a r t o z i k . F e l m e r ü l t e h á t a 
k ö v e t k e z ő p r o b l é m a : e g y e s s t r u k t ú r a o s z t á l y o k r a t a l á l j u n k o l y a n k o n s t r u k c i ó t , 
m e l y a z a d o t t s t r u k t ú r a o s z t á l y b ó l n e m v e z e t k i , v a g y i s h a 5 b e n n e v a n , 
a k k o r T i s e l e m e . E z e d d i g c s a k k é t s t r u k t ú r a o s z t á l y r a , a v é g e s é s a d i s z -
t r i b u t í v h á l ó k o s z t á l y á r a s i k e r ü l t m e g a d n i . E r r e m a j d m á s u t t v i s s z a t é r ü n k . 
C s o p o r t o k , g y ű r ű k , v é g t e l e n h á l ó k e s e t é b e n a p r o b l é m a i g e n n e h é z n e k t ű n i k . 
3. §. Partíció hálók véges részhálói 
A W h i t m a n t é t e l e g y s z e r ű e n f o g a d ó d n i a k ö v e t k e z ő l e m m á b ó l : 
5 . LEMMA: Legyen S véges algebrai struktúra, 0 « , Ф
а
 nem zéró elemei 
0 (S)-nek, s teljesüljön а 0 « ^ Ф « egyenlőtlenség. Létezik egy olyan Talgebrai 
struktiíra, hogy 0 (T) tartalmaz 0(S)-nek V 0«„> szerinti egyesítés horno-
morf képével izomorf részhálót. 
5 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i IX/2 
1 7 0 S C H M I D T E. T . 
BIZONYÍTÁS: AZ 1 . l e m m a é s 1. t é t e l s z e r i n t f e l t e h e t ő , h o g y 
5 - e n c s a k e g y v á l t o z ó s m ü v e l e t e k v a n n a k é r t e l m e z v e s h o g y 0 ( 5 ) m i n -
d e n e l e m e m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó , s í g y 0 « = &a<t, ъа, Ф « = 0ca, ла- 
D e f i n i á l j u n k m i n d e n a z \fOea"i>a-ban s z e r e p l ő « i n d e x r e e g y fa(x) f ü g g v é n y t 
a 
ú g y , h o g y fa ( ö „ ) = Ca, fa (Ьа) = da é s m i n d e n x Ç 5 ( x =f= aa, ba)-ra a z fa ( x ) 
ú j e l e m . L e g y e n a z fa(x) e l e m e k h a l m a z a / « ( 5 ) . A z V ( 5 l l / « ( 5 ) ) h a l m a z n e m 
a 
s t r u k t ú r a , h i s z e n s e m a z f„(x) s e m a cpß^M(5)-beli m ű v e l e t e k a z / „ ( 5 ) - e k e n 
n i n c s e n e k é r t e l m e z v e . I s m é t f o r m á l i s a n d e f i n i á l j u k ц> / « ( 5 ) - e t ( t e r m é s z e t e s e n 
f e l t é v e , h o g y 5 - n e k n e m é p p a z au v a g y ba e l e m é r ő l v a n s z ó ) , t o v á b b á 
fß f ß f a ( 5 ) - e t é s í g y t o v á b b a z / „ ( x ) - e k é s a z Á í ( 5 ) - b e l i m ü v e l e t e k ö s s z e s 
l e h e t s é g e s v é g e s s o r r e n d j é t f i g y e l e m b e v é v e . E z e n ü j e l e m e k k ö z ü l k e t t ő c s a k 
ú g y e s h e t e g y b e , h a a z a z fa(a„) = ca,f„(ba) = da s z a b á l y o k b ó l k ö v e t k e z i k . 
T e k i n t s ü k a z í g y k a p o t t e l e m e k h a l m a z á t é s j e l ö l j ü k T - v e l . N y i l v á n v a l ó a n a 
T h a l m a z o n é r t e l m e z v e v a n n a k m i n d a z / „ , m i n d a z A f ( 5 ) - b e l i m ű v e l e t e k , 
í g y t e h á t T a l g e b r a i s t r u k t ú r a . 
Á l l í t j u k , h o g y T k i e l é g í t i a l e m m a f e l t é t e l e i t . 
T e k i n t s ü k 5 - n e k e g y 0 k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j á t . D e f i n i á l j u k 0 - t , T e g y 
r e l á c i ó j á t , a k ö v e t k e z ő k é p p : x : у (0) a k k o r é s c s a k a k k o r , h a l é t e z n e k o l y a n 
X; , yi—к ( Ç A , 1 = 1 , . . . , n), h o g y X i = y , : ( 0 ) , t o v á b b á o l y a n x=z0, zu-- .zn=y 
T - b e l i s o r o z a t , m e l y r e х, : ,уг—>-Z;_i,г» ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . K ö n n y ű b e l á t n i , h o g y 0 
k o n g r u e n c i a r e l á c i ó . M i v e l a z a„ ~ba k o n g r u e n c i a m i n d k é t o l d a l á r a a l k a l m a z v a 
a z / « ( x ) m ű v e l e t e k e t ca = / „ (aa) ~fa(ba) = da a d ó d i k , e z é r t 0 « = Фа.  
H a s o n l ó k é p p l á t h a t ó , h o g y h a k é t k o n g r u e n c i a r e l á c i ó , Ф, é s Ф, k o n g r u e n s 
V 0 0 „ > ф
а
-nál, a k k o r Ф , = Ф,. T o v á b b á s e m m i l y e n , a z / „ ( x ) - e k k e l b e j ö v ő ú j 




- n á l k i s e b b k o n g r u e n c i a r e l á c i ó t n e m b á n t , 
h i s z e n e g y ú j m ü v e l e t c s a k a z a„, ba->- ca, dtt h o z z á r e n d e l é s t l é t e s í t i s h a v a l a -
m i l y e n k o n g r u e n c i a r e l á c i ó n á l m á r au = ba, a k k o r a z m á r n a g y o b b , v a g y 
e g y e n l ő , m i n t 0 „ . N y i l v á n v a l ó a n a z e r e d e t i s t r u k t ú r á n b e l ü l m á s h o z z á r e n -
d e l é s n e m l é t e s ü l t , h i s z e n m á s e l e m p á r o k r a a z ú j / « (x) o p e r á c i ó k a l k a l m a z á s a 
k i v e z e t a z 5 s t r u k t ú r á b ó l s v i s s z a m e n é s r e n i n c s e n l e h e t ő s é g . E z z e l a l e m m a  
b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
L á t h a t j u k , h o g y a b i z o n y í t á s l e g l é n y e g e s e b b p o n t j a a z , h o g y a 0 « é s Ф « - к  
m i n i m á l i s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k . H a u g y a n i s 0 a - r ó l c s a k a n n y i t t u d n á n k , h o g y 
n 
a l u l r ó l e l é r h e t e t l e n , v a g y i s 0 « = V 6 )
Я ; , ъ ; , a k k o r n e m t e h e t n é n k m e g , h o g y a z 
ÜÍ, b -kre d e f i n i á l n á n k ü j f ü g g v é n y e k e t , m e r t e k k o r a 0 „ - n á l k i s e b b 0 „ ; , Ь {  
k o n g r u e n c i a r e l á c i ó k a t i s m e g b o l y g a t n á n k , v a g y i s a 0 — > 0 m e g f e l e l t e t é s n e m 
а У @ а a , ь а s z e r i n t i e g y e s í t é s h o m o m o r f i z m u s v o l n a . A z 5 . l e m m a v é g -
a 
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e r e d m é n y b e n a z t á l l í t j a , h o g y v é g e s a l g e b r a i s t r u k t ú r a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó 
h á l ó j á n a k m i n d e n e g y e s í t é s h o m o m o r f k é p e b e á g y a z h a t ó e g y a l g e b r a i 
s t r u k t ú r a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó j á b a é s í g y e g y p a r t í c i ó h á l ó b a ( u g y a n i s e g y 
a l g e b r a i s t r u k t ú r a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i n a k h á l ó j a k o m p l e t t r é s z h á l ó j a a s t r u k -
t ú r á n , m i n t h a l m a z o n é r t e l m e z e t t p a r t í c i ó h á l ó n a k ) . A z á t f o g a l m a z á s h e l y e s -
s é g é n e k i g a z o l á s á h o z c s a k a z t k e l l b e l á t n u n k , h o g y a z 5 . l e m m á b a n s z e r e p l ő 
e g y e s í t é s h o m o m o r f i z m u s a l e h e t ő l e g á l t a l á n o s a b b . A z o n b a n m i n t a 3 . l e m -
m á b ó l t u d j u k , m i n d e n e g y e s í t é s k o n g r u e n c i a r e l á c i ó m i n i m á l i s e g y e s í t é s k o n g -
r u e n c i a r e l á c i ó k e g y e s í t é s e . í g y t e h á t a l k a l m a z h a t ó a z 5 . l e m m a . E z e n m e g -
j e g y z é s u t á n i g a z o l j u k W h i t m a n t é t e l é t : 
2. TÉTEL: Minden véges háló beágyazható egy partició hálóba. 
BIZONYÍTÁS: A z z a l a z i s m e r t t é n n y e l k e z d j ü k , h o g y m i n d e n v é g e s L h á l ó -
h o z t a l á l h a t ó o l y a n В v é g e s B o o l e - a l g e b r a , m e l y n e k L e g y e s í t é s h o m o m o r f 
k é p e . V a l ó b a n , l e g y e n В a z L h á l ó ö s s z e s r é s z h a l m a z á n a k B o o l e - a l g e b r á j a . 
F e l e l t e s s ü k m e g В e g y e l e m é n e k , a m e l y L v a l a m e l y r é s z h a l m a z a , e z e n 
e l e m e k L - b e l i e g y e s í t é s é t . K ö n n y ű s z á m o l á s m u t a t j a , h o g y e z á l t a l é p p a 
k í v á n t e g y e s í t é s h o m o m o r f i z m u s t k a p t u k . 
M i n d e n v é g e s B o o l e - a l g e b r a a l k a l m a s a l g e b r a i s t r u k t ú r á n a k ( t i . ö n m a g á -
n a k ) k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó j a s í g y a z 5 . l e m m a s a z e l ő b b i m e g j e g y z é s 
s z e r i n t e z e k m i n d e n e g y e s í t é s h o m o m o r f k é p e , a z a z m i n d e n v é g e s h á l ó 
b e á g y a z h a t ó k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó b a s í g y p a r t i c i ó h á l ó b a . 
4. §. Algebrai strukturoidok kongruenciarelációi 
S o k o l y a n a l g e b r a i o p e r á c i ó v a l t a l á l k o z u n k , m e l y n e k a z é r t e l m e z é s i t a r -
t o m á n y a n e m a z e g é s z s t r u k t ú r a . P é l d á u l e g y g y ú r ü e l e m m u l t i p l i k a t í v i n v e r z e 
k ö z i s m e r t i l y e n f o g a l o m , u g y a n i s e g y g y ű r ű b e n n e m m i n d e n e l e m n e k v a n 
s z ü k s é g k é p p e n i n v e r z e . H a s o n l ó k é p p e n e g y e l e m k o m p l e m e n t u m á n a k f o g a l m á t 
i s á l t a l á n o s a n h a s z n á l j á k a h á l ó e l m é l e t b e n o l y a n h á l ó k e s e t é b e n i s , a h o l n e m 
m i n d e n e l e m n e k v a n k o m p l e m e n t u m a . P o n t o s a b b a n s z ó l v a , a g y ű r ű k n é l a z 
х
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, i l l e t v e h á l ó k n á l a z x ' o p e r á c i ó é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a á l t a l á b a n n e m a z 
e g é s z s t r u k t ú r a . MALCEV [4] m u t a t o t t r á , h o g y a z i l y e n o p e r á c i ó k a t i s ( t e h á t 
a h o l a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y n e m s z ü k s é g k é p p e n e s i k e g y b e a z e g é s z s t r u k -
t ú r á v a l ) t e l j e s j o g ú o p e r á c i ó k n a k k e l l t e k i n t e n ü n k . E g y i l y e n o p e r á c i ó t r é s z l e g e s 
a l g e b r a i m ű v e l e t n e k n e v e z ü n k . A z a l g e b r a i s t r u k t u r o i d ( m á s n é v e n r é s z l e g e s 
a l g e b r a i s t r u k t ú r a ) e g y o l y a n h a l m a z , m e l y e n a d o t t e g y v a g y t ö b b ( d e m i n -
d i g v é g e s v á l t o z ó j ú ) r é s z l e g e s a l g e b r a i m ü v e l e t . 
M i n t i s m e r e t e s , e g y S a l g e b r a i s t r u k t ú r a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i n a k h á l ó j a 
i z o m o r f a z 5 h a l m a z p a r t i c i ó h á l ó j á n a k v a l a m e l y r é s z h á l ó j á v a l , m é g p e d i g e z t 
5» 
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a z i z o m o r f i z m u s t ú g y k a p j u k m e g , h o g y e g y k o n g r u e n c i a r e l á c i ó i n a k m e g -
f e l e l t e t j ü k a z á l t a l a l é t e s í t e t t o s z t á l y o z á s t , m i n t a h a l m a z e g y p a r t í c i ó j á t . E z 
a z á l l í t á s a l g e b r a i s t r u k t u r o i d o k r a m á r n e m é r v é n y e s . E g y s z e r ű e l l e n p é l d a a 
k ö v e t k e z ő : 5 l e g y e n a z 1 , 2 , 3 é s 4 s z á m o k h a l m a z a . S - e n e g y r é s z l e g e s 
m ű v e l e t , f(x) v a n é r t e l m e z v e . f ( x ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a 1 , 2 é s / ( 1 ) = 2 , 
/ ( 2 ) = 3 . L e g y e n 0 a z a k o n g r u e n c i a r e l á c i ó , m e l y n é l c s u p á n 1 = 4 , s Ф 
p e d i g , m e l y 2 - t é s 4 - e t e j t i e g y b e . H a 0-t é s Ф-t m i n t k o n g r u e n c i a r e l á c i ó -
k a t e g y e s í t j ü k , a k k o r m i n d a n é g y e l e m e g y o s z t á l y b a k e r ü l , m í g 0 é s Ф 
m i n t p a r t í c i ó k e g y e s í t é s é n é l 1, 2 é s 4 k e r ü l a z e g y i k o s z t á l y b a , s 3 ö n m a g á -
b a n a l k o t j a a m á s i k o s z t á l y t . 
A k ö v e t k e z ő á l l í t á s a z o n b a n i g a z . 
6. LEMMA: AZ S algebrai strukturoid kongruenciarelációi hálót alkotnak. 
Ez a háló izomorf az S halmaz partició hálójának valamely metszet rész-
hálójával. 
BIZONYÍTÁS: F e l e l t e s s ü k m e g m i n d e g y i k k o n g r u e n c i a r e i á c i ó n a k a z á l t a l a 
l é t e s í t e t t o s z t á l y o z á s t , m i n t p a r t í c i ó t . A k á r h á n y i l y e n p a r t i c i ó p a r t i c i ó e l m é l e t i 
m e t s z e t e ú j b ó l k o m p á t i b i l i s o s z t á l y o z á s l e s z , m e r t h a a é s b e g y o s z t á l y b a n 
v a n n a k , s v a l a m e l y <y(x) r é s z l e g e s m ü v e l e t ( a z 1. l e m m a é r v é n y e s t e r m é s z e t -
s z e r ű l e g a l g e b r a i s t r u k t u r o i d o k r a i s , e z é r t t e h e t j ü k f e l , h o g y c s a k e g y v á l t o z ó s 
r é s z l e g e s a l g e b r a i m ü v e l e t e k v a n n a k ) é r t e l m e z v e v a n a é s b-n i s , a k k o r cp(a) 
é s cp ( b ) a z o n o s o s z t á l y b a n v o l t m á r m i n d e g y i k k i i n d u l á s u l v e t t p a r t í c i ó n á l i s , 
í g y e z e k k o m p l e t t m e t s z e t é n é l i s . 
í g y t e h á t t e t s z ő l e g e s s o k k o n g r u e n c i a r e l á c i ó n a k l é t e z i k k o m p l e t t m e t s z e t e 
s e z m e g e g y e z i k a m e g f e l e l ő p a r t i c i ó e l m é l e t i m e t s z e t t e l . M i v e l a k o n g r u e n c i a -
r e l á c i ó k ö s s z e s s é g é n e k n y i l v á n v a n l e g k i s e b b é s l e g n a g y o b b e l e m e ( l á s d [1 ] , 
4 9 . o l d a l ) , v a l ó b a n h á l ó t a l k o t n a k . E z e g y ú t t a l a k í v á n t i z o m o r f i z m u s t i s s z o l -
g á l t a t j a . 
A z 1. t é t e l t e r m é s z e t s z e r ű l e g é r v é n y e s a l g e b r a i s t r u k t u r o i d o k r a i s , v a g y i s 
k i m o n d h a t ó a k ö v e t k e z ő á l l í t á s : 
7. LEMMA: Minden S algebrai strukturoidhoz található olyan T algebrai 
strukturoid, hogy 0 ( 5 ) ^ 0 ( 7 ) és 0(T) minden alulról elérhetetlen eleme 
minimális. 
A z 5 . l e m m a a l g e b r a i s t r u k t u r o i d o k r a é l e s e b b e n f o g a l m a z h a t ó m e g : 
8. LEMMA: Legyen S véges algebrai strukturoid s 0„ v ф
а
 S-nek nem 
zéró kongruenciarclációi. Ekkor található olyan T algebrai strukturoid, hogy 
0 ( 7 ) izomorf 0(S)-nak V 0 0 „, ч
 а
 szerinti egyesítés homomorf képével. Ha 
a 
S véges, akkor 7 is feltehető végesnek. , 
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BIZONYÍTÁS: A 7 . l e m m a s z e r i n t m i n d e n a l u l r ó l e l é r h e t e t l e n k o n g r u e n c i a -





. D e f i n i á l j u k a fa r é s z l e g e s a l g e b r a i m ű v e l e t e k e t : / „ é r t e l m e z é s i t a r -
t o m á n y a aa é s ba, t o v á b b á ft(aa) = ca,fa(ba) = da. E z e n r é s z l e g e s a l g e b r a i 
m ü v e l e t e k e t h o z z á c s a t o l v a A f ( 5 ) - h e z k a p j u k M(T)-t. A z 5 . l e m m a b i z o n y í t á -
s á h o z h a s o n l ó a n l á t h a t ó b e , h o g y T e l e g e t t e s z a 8 . l e m m a f e l t é t e l e i n e k . A z 
5 . l e m m á v a l s z e m b e n a z e g y e t l e n k ü l ö n b s é g , h o g y ú j e l e m e t n e m k e l l e t t 
d e f i n i á l n u n k s í g y Г - п е к ú j k o n g r u e n c i a r e l á c i ó j a n i n c s e n , t e h á t 0 ( S ) - n e k 
V 0 0 a , 7 „ s z e r i n t i e g y e s í t é s h o m o m o r f k é p e n e m r é s z h á l ó j a 0 ( T ) - n e k , m i n t 
a 
a z 5 . l e m m á b a n , h a n e m e g y e n e s e n i z o m o r f v e l e . 
E z e n e l ő k é s z ü l e t e k u t á n m á r k ö n n y e n b i z o n y í t h a t j u k a p a r a g r a f u s 
f ő e r e d m é n y é t : 
3 . T É T E L : Minden véges háló egy alkalmas véges algebrai strukturoid 
kongruenciareláció hálójával izomorf. 
BIZONYÍTÁS: M i n d e n v é g e s h á l ó e g y a l k a l m a s v é g e s B o o l e - a l g e b r a 
e g y e s í t é s h o m o m o r f k é p e , t o v á b b á m i n d e n v é g e s B o o l e - a l g e b r a v a l a m e l y v é -
g e s a l g e b r a i s t r u k t u r o i d k o n g r u e n c i a r e l á c i ó h á l ó j á v a l i z o m o r f . V é g ü l m i n d e n 
e g y e s í t é s h o m o m o r f i z m u s m i n i m á l i s e g y e s í t é s h o m o m o r f i z m u s o k e g y e s i t é s e . . 
E z e n á l l í t á s o k a t ö s s z e v e t v e a 8 . l e m m a á l l í t á s á v a l a d ó d i k a 3 . t é t e l . 
A 6 . l e m m a é s a 3 . t é t e l k o m b i n á c i ó j a a k ö v e t k e z ő : 
KOROLLÁRIUM: Minden véges háló izomorf egy véges partíció háló alkal-
mas metszet részhálójával. 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z t m á r 0. ORE [5] b e b i z o n y í t o t t a , h o g y m i n d e n 
v é g e s h á l ó i z o m o r f e g y v é g e s p a r t í c i ó h á l ó a l k a l m a s e g y e s í t é s r é s z h á l ó j á v a l . 
A z o n b a n a p a r t i c i ó h á l ó ( h a t ö b b , m i n t h á r o m e l e m ű h a l m a z o n v a n é r t e l m e z v e ) 
n e m ö n d u á l i s , í g y O r e t é t e l é b ő l n e m n y e r h e t ő a f e n t i k o r o l l á r i u m . 
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A Magyar Tudományos Akadémia 
Matematikai Kutató Intézete 
HASADÁSI TERMÉKEK A LÉGKÖRI CSAPADÉKBAN 
DEBRECENBEN 1952. ÉS 1957. KÖZÖTT 
írta: SZALAY SÁNDOR* és id. BERÉNY1 DÉNES** 
1952. márciustól rendszeresen mértük Debrecenben egy ombrométerbe 
begyűjtött csapadék radioaktivitását. 
1952. körül Európa ezen a részén, valamint általában a világon kevés 
ilyen mérést tettek közzé, és így azt hisszük célszerű, ha a rendelkezésünkre 
álló adatokat, amelyekből eddig csak az 1953.-es méréseket közöltük [1], most 
összegyűjtve, 1957. végéig bezárólag közzétesszük. Más szerzők adataival való 
helyes összehasonlítás érdekében röviden közöljük a mérési eljárást. 
Egy ombrométerből naponta egyszer, minden reggel vesszük ki a 24 
óra alatt összegyűlt csapadékot. 1953. végéig horgany fémből készült mete-
orológiai típus-ombrométert használtunk, 1/50 m2 területtel. Minthogy tapasz-
talataink szerint a fém a hasadási termékek egy részét (mérési körülményeink 
között mintegy 5—20 %-át ) adszorbeálta, 1954. eleje óta egy másik ombro-
métert használunk. Az új ombronréter átmérője 400 mm, területe 0,1256 m2, 
gyüjtőtölcsére PVC-ből, gyűjtőedénye üvegből készült. A kapott eső mennyi-
ségét és aktivitását mindig az eredeti szabványos 1/50 m2 területre számí-
tottuk át. 
Az ombrométerből kivett vizet az edényben leülepedett porral és korom-
mal együtt kevés sósavval megsavanyítva vesszük ki, és lapos porcelán-tálban 
infravörös lámpa alatti besürítés után sósavval egy 24 mm belső átmérőjű 
és 8 mm magas üveg mérőedénykébe visszük át és pároljuk be. A víz begyűj-
tésétől számított legalább 48 óra eltelte után — amely idő alatt a természetes . 
radioaktív anyagok (RaB + C-j stb.) lebomlanak — egy 26 mm átmérőjű 
végablakkal bíró G. M. számlálócső alá vittük; az ablak 0,1 mm vastag 
Al-ból készült. így meghatároztuk a hasadási termékekből származó percen-
kénti beütések számát. Egy uránoxid standard segítségével meghatározva a 
mérőberendezés geometriáját, de nem véve figyelembe az Al-ablak abszorbeáló 
hatását, ezen adatokat hozzávetőleg 10"11 Curie egységekbe is átszámítottuk, 
és feltüntettük a hystogramm ordinátáján. (1. ábra.) 
* Magyar Tudományos Akadémia Atommag Kutató Intézete, Debrecen 
** Kossuth Lajos Tudományegyetem Meteorológiai Intézete, Debrecen 
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A felfelé felmért aktivitások fekete oszlopa az aktivitás középértékét, a 
végén látható két fehér jel a mérések' statisztikai hibáját jelenti. 
Az ordinátán lefelé feltüntettük a leesett csapadék mennyiségét mm-ben, 
illetve az 1/50 ma területre leesett térfogatban cnf-ekben. 
Sok esetben a mért aktivitások olyan jelentősek voltak, hogy lineáris 
ábrázolás nein volt lehetséges. Ilyen esetben a percenkénti beütések számát 
odaírtuk a fekete vonás fölé. 
A vízszintes koordinátán a naptári időtengelyt tüntettük fel, és meg-
jelöltük az irodalomból, vagy sajtóból, rádióból tudomásunkra jutott, ismer-
tetett atomrobbantások időpontját és helyét. Ez adatok nem mindig hivatalos 
közlésen alapulnak, és ezért bizonytalanok, továbbá bizonyosan hiányosak, 
minthogy sok robbantásról nem történt egyáltalán közlés. Ezért e robbantási 
adatok hitelességéért felelősséget nem vállalhatunk. 
Ha a csapadék aktivitása elegendő nagy volt, hosszabb időn át (hete-
ken át) megfigyeltük a radioaktív bomlását is. 
A Way—Wigner formula [2] segítségével gyakran sikerrel meg lehetett 
állapítani — néhány nap bizonytalansággal —, hogy az aktivitás melyik idő-
pontban történt ismert robbantástól származott. Az utóbbi években a robban-
tások száma erősen fokozódott, és ezzel együtt nőtt az atmoszféra állandó 
I. TÁBLÁZAT 
Néhány olyan radioaktív csapadék*, amelyről elég biztosan megállapíthattuk, hogy 








1 50 m--en 
Fajlagos 
aktivitás 
imp, min. ml 
Ismert robbantás 
időpontja és helye 
1953. június 6. 25,7 128 0,25 1953. május 19. Nevada 
1953. június 12. 16,8 364 1,08 1953. június 4. Nevada 
1953. június 13. 3,1 37,7 0,61 1953. május 25. Nevada 
1953. június 23. 20,9 78 0,19 1953. június 4. Nevada 
1954. november 4. 17,7 47,6 0,13 1954. október 15. SzSzSzR 
1955. december 16. 24 32,6 0,067 1955. november 9. SzSzSzR 
H-bomba 
1956. január 18. 11,3 21,2 0,1 1955, november 9. „ 
1956. június 18. 25,3 35,6 0,07 1956. március 10. SzSzSzR? 
1956. szeptember 12. 0,4 24,1 3,07 1956. augusztus 29. SzSzSzR 
1957. február 25. 15 34 0,113 1956. november 17. SzSzSzR 
1957. szeptember 26. 2,1 21,2 0,49 1957. augusztus 38. Nevada 
* M E G J E G Y Z É S : A táblázatban feltüntetett csapadékokon kívül számos más esetben is 
sikerült jól kiértékelhető módon megállapítani a robbantás időpontját, de mivel ezek ese-
tében nem állnak rendelkezésre ellenőrző adatok, ezeket a táblázatba nem vettük fel. 
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radioaktív fertőzöttsége. Azt hisszük, hogy most már meglehetősen bizonyta-
lanná vált annak megállapítása, hogy egy bizonyos ismert aktivitás melyik 
robbantástól származik, mert valószínű, hogy több robbantásból származó 
kevert aktivitást mérünk, és a lebomlási görbe ezért eltérést mutat a Way-
Wigner formulától. 
Az alanti táblázatban feltüntettük azokat az aktivitás méréseket, amelyek 
eredete valamelyes biztonsággal egy ismert bombarobbantáshoz volt rendel-
hető. (I. táblázat.) 
Általánosságban a következőket tapasztaltuk: 
A Nevada-i (Uj-Mexikó) robbantások aktivitása többnyire már 8—28 
nap múlva jelentkezik Debrecenben. Az 1952-es észleléseinkről közzétett első 
munkánkban [1] foglalkozunk a hasadási termékek vándorlásának útjával, a 
sugár áram hordozó szerepével és általában a meteorológiai tényezőkkel. 
A Csendes Óceáni szigeteken, valamint a Szovjetunióban végzett robbantások 
aktivitása sokkal későbben, legalább 20—40 nap múlva, vagy még későbben 
érkezik meg hozzánk, valószínűleg nyugati irányból. 
II. TÁBLÁZAT 
Az erösebb radioaktív fertőzésű csapadékos napok Debrecenben. Az 1 50 m2 terü-
letre eső napi csapadék aktivitása e napokon meghaladta a 35 imp min (1,33- I0~'" Curie) 









1953. június 6. 128 4,86 500 
1953. június 12*. 364 13,8 310* 
1953. június 14. 37 1,39 100 
1953. június 23. 78 2,82 420 
1953. július 5. 58 2,20 1370 
1954. április 26. 45 1,71 110 
1954. november 4. 47,6 1,81 400 
1955. április 25*. 45,2 1,72 20* 
19 6. június 17. 35,6 1,35 550 
1957. május I. 47 1,80 250 
1957. május 6. 50 1,90 250 
1957. június 23. 110 4,18 610 
1957. július 2*. 180 6,84 50* 
1957. augusztus 18. 57 2,12 380 
1957. szeptember 10*. 36 1,43 32* 
1957. szeptember 12*. 62 2,36 120 
1957. szeptember 24. 48 1,82 110 
* A *-gal jelölt csapadékok fajlagos aktivitása meghaladja az ivóvízben folyamatos 
fogyasztásra megengedett koncentráció értékét (4 • 10~9 Curie liter). 
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A legnagyobb radioaktivitást 1953. június 12.-én észleltük, ez Jeltehe-
tően a Nevadában 1953. június 4.-én robbantot bomba hatása volt. A nagyobb 
aktivitásokat a II. táblázat mutatja. 
Az egész atmoszféra átlagos radioaktív fertőzöttsége az évek folyamán 
láthatóan emelkedést mutat. 
1957. nyarán szórványosan főzelék-félék aktivitását is mértük, és több 
ízben határozottan megállapítottuk hasadási termékek jelenlétét. (így például 
50 gr spenót szárítás és hamvasztás után adott percenként maximálisan 28 
imp/min értéket, amely érték megfelel 2-10~b mC/kg-nak.) 
Meteorológiai kiértékelés. Az újabb adatok is igazolták azt a korábbi 
feltevésünket, hogy jelentős mértékben aktív csapadékok rendesen olyan csa-
padékképződéssel járó időjárási folyamatok alkalmával hullanak, amelyek a 
magas atmoszférikus rétegek behatolnak fel. Ezek, mint ismeretes, erős betörési 
frontokkal és labilitási esőkkel, zivatarokkal kapcsolatosak. Az időjárási hely-
zetek közül az űn. V. b. helyzetek érdemelnek külön említést. Az V. b. hely-
zetekkel a talajmentén veszteglő frontok lépnek fel, míg a magasban az 500mb 
felületen zárt mélynyomások találhatók. Ebben az időjárási helyzetben a 
csapadékképző térbe nemcsak különböző eredetű légtömegek áramlanak, de 
ezek egyúttal különböző eredetű és keletű aktivitásokat is szállítanak. A szub-
trópusi levegő (Tm,Tc) a szubtrópusi maximumban tárolt régi aktivitást, míg 
a Pm vagy Am levegő a nyugatias áramban úszó újabb keletű aktivitást 
szállítja. Az V. b. helyzetek veszteglő frontjai rendesen bőséges csapadék 
kiválást okoznak, és így alkalmasak arra, hogy jelentős mennyiségű aktivitást 
hozzanak le a légkörből. 
A nagyobb — 10 imp./min. — aktivitások szinoptikus vizsgálata azt 
mutatja, hogy Debrecen és Magyarország légterében a jelentős aktivitású csa-
padék alkalmával az 500 mb felület magasságában (5—6 km-ben) mindig 
nyugatias a légáramlás, illetve a felettünk ebben a magasságban elhelyezkedő 
mélynyomású képződménybe nyugati áramlás torkollik. Ez a helyzet akkor 
is, ha a Szovjetúnióban végrehajtott robbantásokról van szó. Az 1956. augusztus 
végi szovjet robbantások igen rövid idő alatt, már szeptember elején észlel-
hetők voltak a debreceni csapadékban. Ugyanakkor azonban 5—6 km magas-
ságban 100—200 km/óra sebességű szelek szállították hozzánk az aktív 
részecskéket, amelyek szélességi körünk mentén majdnem az egész Földet 
megkerülve jutottak hozzánk. 
A csapadék formája és az aktivitás között határozott összefüggést nem 
találtunk. 129 3 imp./min.-nél nagyobb aktivitású-esetet megvizsgálva ziva-
tarral, záporral vagy jégesővel jelentkező csapadék 61, míg egyéb makro-
csapadék formánál 68 esetben volt jelentősebb aktivitás. A két csoport aránya 
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61/68 gyakorlatilag egyforma. Az első csoport csapadék formái a nyári év-
szak, a másodiké a téli és átmeneti évszakok jelenségei. A csapadék formák 
megoszlása arra mutat, hogy az aktív csapadék az évszak jellegének meg-
felelő és az abban leggyakrabban előforduló formában lép fel, és nincsen 
bizonyos csapadékformákhoz kötve. 
A nagyobb aktivitású csapadékokat frontológiai szempontból vizsgálva 
az esetek megoszlása a következő: 
Betörés Felsiklás Veszteglő Összes 
103 17 9 129 
Az aktív csapadék létrehozásában a betörési frontok túlsúlya nyilvánvaló, 
de nem utasítható el a felsikló és veszteglő frontok szerepe sem. Amint a 
csapadék formákban, úgy a frontfajtákban sincs tehát egy frontfajtának sem 
kizárólagos szerepe. 
A csapadék és az aktivitás összefüggésének megvilágítása érdekében a 
két tényező között korrelációkat és lineáris egyenleteket számítottunk, a követ-
kező változatokban: 1) csapadékmennyiség — impulzus/min. 2) csapadék-
mennyiség — imp./min./liter, 3) imp./min. — imp./min./liter. 
Az imp./min./liter az 1 liter csapadékra átszámított aktivitást jelenti, ami 
50 
az impulzus min. értéknek ттт hányadossal történt szorzásából adó-
csapadek mm J 
dik. A számításokat korrelációs táblázattal hajtottuk végre, amelyben azonban 
csak a 4 imp./min. és ennél nagyobb értékeket használtuk fel. Ilyen eset 
összesen 86 volt. Mivel az aktivitás meghatározása a kis csapadékoknál is 
bizonytalan, elhagytuk az 1 mm alatti csapadékok aktivitását is. Elhagytunk 
ezenkívül egy-két rendkívüli értéket is, s ezzel a vizsgált esetek száma 80-ra 
csökkent. 
A nyert korrelációk és azok standard hibája a következő: 
l 2 3 
Csapadék— imp min Csapadék—imp/min üt imp/min—imp/min/lit 
0,3703 ± 0,0871 —0,3419 + 0,0994 0,5164 ± 0,0964 
Az első és harmadik esetben a korreláció pozitív, míg a másodikban 
negatív, ami azt jelenti, hogy az állandó térfogatra átszámított impulzus érték 
a csapadékmennyiséggel fordítottan változik. 
A korrelációk nem nagyok, de azok mindegyike P :0 ,01 %-os nívón is 
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A korrelációs tényezők alapján számított lineáris egyenletek ugyanabban 
a sorrendben, mint az előbb: 
K = 0 , 9 1 3 6 X + 5,97 Y= — 7,942 X + 177,9 Y = 5,243 Л ' + 110,5 
(A zárójelbe tett szimbólumok megadják az egyenletek AT és К értékeinek 
jelentését, ahol a csapadék mindig mm-ben értendő.) 
Az 1. egyenlet azt jelenti, hogy minden 1 mm-nyi csapadék növekvés 
kb. 1 imp/min.-nel növeli a csapadék aktivitását. 
[ 1 ] S Z A L A Y S Á N D O R és id. B E R É N Y I D É N E S : Szokatlan radioaktivitás megfigyelése a Debrecen-
ben 1952. április 22. — decenber 31. között leesett csapadékokban. MTA III. 
Oszt. Közi, 5 (1955) 89—101. 
[2] The Effects of Atomic Weapons, 250—252, McGraw Hill Book. Co., New York, 1950. 
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DELAUNAY NÉHÁNY TÉTELÉNEK BIZONYÍTÁSA 
írta: ZSOLDOS LEHEL 
D E L A U N A Y ( 1 9 3 3 ) igen egyszerű és szemléletes redukciós eljárást vezetett 
be, amelynek segítségével egy pontrács bármely primitív elemi cellájának 
ismeretében könnyűszerrel meghatározhatjuk a pontrácsra jellemző Bravais-
cella adatait. A redukció elméletében azonban néhány állítását nem bizonyí-
totta. A jelen közlemény célja ezek bizonyítása. D E L A U N A Y módszere néhány 
év óta a finomszerkezet vizsgálatban egyre nagyobb gyakorlati jelentőségre 
tesz szert [lásd I T Ô ( 1 9 4 9 ) ] , ezért aktuális a felmerült problémák tisztázása. 
D E L A U N A Y cikkének 5 , 1 §-ában a következőképen vezette be A redukált 
vektronégyes (reduzierte Vierseit) fogalmát. Tekintsük a legáltalánosabb — az 
ő jelölései szerint I. típusú — pontrács egy О pontjának Voronoi-tartomá-
nyát.1 ( 1 . ábra) Ezt összesen 1 4 síkidom határolja, melyek közül 8 hatszög 
és 6 négyszög. Válasszunk ki négy egymással nem érintkező hatszög határoló 
lapot. Ez a centroszimmetrikus pároktól eltekintve egyértelműen megtehető. 
E négy síkfelület mentén négy szomszédos rácspont Voronoi-tartománya érint-
kezik О Voronoi-tartományával. Jelöljük ezeket a rácspontokat А, В, C, D-vel 
1
 A Voronoi-tartományok definíciója és tulajdonságai részletesen megtalálhatók 
D E L A U N A Y idézett cikkében. A Voronoi-tartományok alakja szerint D E L A U N A Y a pontrácsokat 
öt csoportra osztotta. 
1 8 2 Z S O L D O S L. 
s az ide mutató vektorokat a, b, c, d-vel. A négy vektort együttesen redukált 
vektornégyesnek nevezzük. 
I. Bebizonyítjuk, hogy e négy vektor közül bármely három primitív elemi 
cellát feszít ki és valóban teljesül az a + b + c + d = 0 követelés. Első lépés-
ként megmutatjuk, hogy az így kiválasztott cellák felülete nem tartalmazhat 
rácspontot. Vizsgáljuk meg pl. az О AD síkot (2. ábra). Feltételeink szerint 
az a és d lapok nem érintkeznek,'2 van tehát közöttük egy lap, amit jelöljünk 
/-fel. A Voronoi-tartományok tulajdonságaiból következik, hogy az a,f d lapok 
és centroszimmetrikus párjaik zárt felületzónát alkotnak, és ezért / normál-
vektora, amely az F rácspontba mutat, az О AD síkban fekszik. De ez az 
F pont nem feküdhet az OAD^-ben, vagy az AD egyenesen. Ebben az eset-
ben ui. A', D', ill. F'-vel jelölve az OA, ÖD, ill. OF vektoroknak és О 
Voronoi tartományának döféspontját (melyek egyben az OA, OD, OF egye-
>-
nesek felezőpontjai is) — ha ezt a síkot egy az F' ponton áthaladó OF-re 
merőleges egyenessel kettévágjuk, egyik félsík sem tartalmazhatja egyidejűleg 
az O, A', D' pontokat és ezeknek valamely véges környezetét. Ebből követke-
zik, hogy az A' és D' pontok nem lehetnek egyidejűleg közelebb O-hoz mint 
F-hez. Viszont feltételeink értelmében az a és d lapok léteznek, s így a 
Voronoi-tartomány definíciója folytán A' és D' — az A és D pontokat ki-
véve — közelebb van O-hoz, mint bármely más rácsponthoz, tehát mint pl. 
F-hez. Ellentmondásra jutottunk, ezért F valóban csak az AD egyenesen 
kívül feküdhet. A rácskritérium miatt azonban itt is csak úgy helyezkedhet 
el, hogy OAFD parallelogrammát alkosson (ellenkező esetben az ОЛТ>
А
-ben 
is kell lennie rácspontnak). Az a és d vektorok által kifeszített parallelog-
ramma tehát primitív. Ugyanez érvényes a többi vektorpárra is. 
Megmutatjuk most, hogy az elemi cellák belseje sem tartalrhazhat rács-
pontot. Rajzoljuk fel pl. az a, b, d elemi cellát (3. ábra), s vágjuk ezt el az 
F, G, H pontokon átmenő síkkal. A cellának az a nagyobbik fele, melyhez О 
is tartozik, nem tartalmazhat belsejében rácspontot. Ha ui. lenne egy ilyen / 
pont, akkor az / ponton áthaladó Ol-re merőleges sík újabb részt vágna le a 
cella említett feléből, s ezért ez nem tartalmazhatná egyidejűleg az 0,A,B,D, 
G, F, H csúcspontokat. Ha A', B',... stb.-vel jelöljük az OA, OB, stb. . . távol-
ságok felezőpontjait, akkor ez azt jelenti, hogy az 01 egyenes felezőpontjában 
>-
emelt Ol-re merőleges sík a teret két olyan részre osztja, melyek közül egyik 
sem tartalmazhatja egyidejűleg az O, A', B', D', F, G', H' pontokat, s ezért a 
fenti pontok nem lehetnek valamennyien közelebb O-hoz, mint i-hez. Ugyan-
olyan ellentmondásra jutottunk mint az előbb, hiszen feltételeztük, hogy az 
2
 Itt a, b, . . .-a! jelöltük a Voronoi-tartománynak azokat a határlapjait, amelyeknek 
normálvektorai a, b 
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a,b, d , f , g,h lapok léteznek, s ezért A', B', D', F, G', H' együttesen az О 
ponthoz vannak legközelebb. 
Ezzel megmutattuk, hogy az OA, OB, OD vektorok által kifeszített elemi 
cella primitív. Ugyanez bebizonyítható a másik három vektorhármasról is. 
A fentiekből most már nyilvánvaló, hogy az a, b, d lapok közt fekvő 
e lap normálvektora a fenti elemi cella testátlója s az E pontba mutat, s 
ezért ÖA+ÖB + ÖD = ÖE. Viszont ÔÊ = -ÔC s így ÖA + OB + Ö~C + 
+ OD = 0. 
II. DELAUNAY redukált paramétereknek nevezte el a redukált vektornégyes 
vektorainak páronkénti skaláris szorzatait (ab, bc, bd, ad, ac, cd) és bebizonyí-
totta, hogy a redukált paraméterek között pozitív szám nem fordulhat elő. Meg-
mutatjuk most, hogy az előbb definiált redukált vektornégyest kivéve, nem 
található még egy olyan primitiv vektornégyes, melynek páronkénti skaláris 
szorzatai között pozitív szám nem szerepel. Tehát a nem pozitív paraméterek 
alapján a redukált vektornégyes egyértelműen felismerhető. Állításunkat több 
lépésben bizonyítjuk be. 
1. A vektornégyes kiválasztásánál csak olyan vektorok jönnek szóba, 
amelyek szomszédos rácspontokba mutatnak. (Szomszédosnak nevezünk két 
rácspontot, ha Voronoi-tartományaiknak van közös pontjuk. 1. típusú pontrács 
esetén egy közös határoló lapjuk van). 
Vizsgáljuk meg először a kétdimenziós pqntrácsot. Legyen pl. d olyan 
vektor, amely egy nem szomszédos rácspontba mutat. Jelöljük D--szal 
a — d vektor végpontjában lévő rácspontot (4. ábra). Válasszuk ki azt az A 
rácspontot, amely az OD- egyenesre, mint átmérőre emelt körön belül van s  
amelyre az a és — d vektorok hajlásszöge a legkisebb. Egy ilyen pont bizo-
nyára van, mert ellenkező esetben az OD távolság D' felezőpontja közelebb 
volna O-hoz és D - hoz, mint bármely rácsponthoz; ez pedig csak akkor 
lehet, ha О és D szomszédosak. 
в 
H 
3. ábra 4. ábra 
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Az О A D A egy primitív elemi cella egyik felét képezi, azonban a cella él-
vektorainak skalár szorzata; a b > 0. A primitív cella területe: a x b = a x (—d). 
Tudjuk, hogy a primitív cella területe független az élek választásától, ezért 
adott d esetén, csak olyan vektor képezheti egy primitív cella élét, amelynek 
végpontja az előbbi A ponton átmenő és —d-vel párhuzamos egyenesen fek-
szik (ebben az esetben lesz a vektor-szorzat állandó). Mivel ezen az egyene-
sen az identitás távolság OD - Q2Q2, több rácspont a Q4 és Q2 pontok 
közé nem eshet, s így sohasem érhető el, hogy a három vektor (a ,b, d) 
egymással tompa szöget zárjon be (skaláris szorzatuk negatív legyen). 
£ 
5. ábra 6. ábra 
Térjünk most át a háromdimenziós pontrácsra. Tegyük fel ismét, hogy egy 
primitív vektornégyes d vektora nem szomszédos rácspontba mutat, de egyéb-
ként a vektorok skaláris szorzatai nem pozitívek. Tekintsük az OAD E pon-
tok síkját (5. ábra). Mivel 
c d á O , b d ^ O , 
ezért 
e d = cd + b d g O , 
továbbá 
a e
 =-§ 0. 
így az e és a vektorokkal képezett parallelogramma az OAD- síkbeli pont-
rácsnak egy olyan primitív elemi cellája, amelyre 
a + e + d = 0 , 
a e s ö , a d ^ O , e d g O . 
A fentiek értelmében ez azonban csak ügy lehetséges, ha D . a síkrácsban 
O-val szomszédos, vagyis az OD- egyenes egyetlen pontja sem tartozhat E 
vagy A Voronoi-tartományához. Ugyanez mondható el a B, C, G, E pontokról 
is, amiből következik, hogy a D_ (és ezzel együtt a D pont is) a térrácsban 
is szomszédos O-val. 
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Ezek után megállapíthatjuk, hogy I. típusú rács esetén a vektornégyes 
kiválasztásánál valóban csak a szomszédos pontokba mutató vektorok, tehát 
a határlapok normálisai jöhetnek szóba. 
2. Nem szerepelhetnek a vektornégyesben olyan vektorok, melyek egy-
másnak (—l)-szeresei. Ekkor ui. az a + b + c + d = 0 feltétel miatt a négy 
vektor konplanáris. 
3. Nem szerepelhetnek a Voronoi-tartomány egymással érintkező lap-
jainak normálisai, mivel két szomszédos lapnormális mindig hegyesszöget 
zár be egymással. 
Ha e három feltételt szem előtt tartjuk a legáltalánosabb Voronoi-tarto-
mány alapján csak kétféleképpen tudunk négy vektort kiválasztani: 
a) a négy vektor négy egymással nem érintkező hatszöglap normálisa 
(redukált vektornégyes). 
b) a négy vektor közül legalább egy valamelyik négyszöglap normálisa (1). 
Az ezt környező négy hatszöglap és az átellenes négyszöglap tiltott (6. ábra). 
A tiltott lapokat vastag vonalakkal határoltuk. .Marad négy hatszög és négy 
négyszöglap. Az egyik vektornak most is feltétlenül valamelyik hatszöglapon 
kell áthaladnia (2.), hiszen csak két pár négyszöglap van. Ezzel négy lap ismét 
tiltottá válik, s a fennmaradt két vektort egyértelműen a négyszöglapok nor-
málisai közül kell kiválasztani (3. és 4.). Ekkor azonban ha pl. a hatszög-
lapokon áthaladó vektorok közül с szerepel a vektornégyesben, a másik három 
vektor szükségképpen f, g, h. De 
f + g + h = (a + d) + (b + d) + (a + b) = 2(a + b + d) = —2c . 
így 
f + g + h + c = - c 4 0 , 
s ezenkívül a vektornégyes nem is primitív. Tehát csak egyféleképpen tudunk 
primitív és nem pozitív paraméterekkel rendelkező vektornégyest kiválasztani, 
s ez éppen a redukált vektornégyes. 
III. Végül megmutatjuk, hogy a D E L A U N A Y által javasolt redukciós eljá-
rás során a primitiv vektornégyes ismét primitívbe megy át. A redukciós eljárás 
abból áll, hogy az 
a, b, c , d 
vektorok helyett rendre a 
c, — b, a + b, d + b 
vektorokat tekintjük. Az 1. ábrának megfelelő irányításban az elemi cellák 
térfogata 
V— a bd = a d c = a c b = bcd . 
6 III. Osztály Közleményei IX/2 
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A redukció után pedig 
V' = с[(— b) x (d + b)] = — cbd= V, 
Y' = c[(d + b ) x ( a + b)] = c [ d x a + d x b + b x a ] = 
= — a d c + b c d + a c b = a c b = U stb. 
Az elemi cellák térfogata a redukció során változatlan, tehát az új vektorné-
gyes primitív. 
Az eddigi megfontolásaink I. típusú pontrácsra vonatkoztak. Eredménye-
ink azonban minden pontrácsra egyaránt érvényesek. Ugyanis mint D E L A U N A Y 
megmutatta, bármely pontrács előállítható I. típusú pontrácsból annak egy 
folytonos, egyirányú, homogén deformációjával, miközben a Voronoi-tartomá-
nyok egyes határlapjai egyenesekké vagy pontokká zsugorodnak össze. Továbbá 
a nem I. típusú pontrácsban redukáltnak azt a vektornégyest nevezzük, amely-
hez a megfelelő I. típusú rács redukált vektornégyese tart, ha a szükséges 
deformációt végrehajtjuk. Folytonos deformáció során primitív cella primitívbe 
megy át, s így 1. tételünk általános érvényessége nyilvánvaló. A II. tétel érvé-
nyességét pedig az biztosítja, hogy a szomszédos pontok a deformáció után 
is szomszédosak maradnak. 
Befejezésül köszönetet mondok S Á N D O R E N D R É N E K , aki felhívta figyel-
memet a fenti problémákra. 
I R O D A L O M 
B . D E L A U N A Y : Neue Darstellung der geometrischen Kristallographie, Z. Kristallographie, 8 4 
(1933) 109—149. 
T. ITÔ: A general X-Ray Powder Photography, Nature, 161 (1949) 775. 
(Beérkezett: 1958. IX. 3.) 
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem 
I. sz. Kísérleti Fizikai Intézete 
A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 
RÁDIÓTECHNIKA ÉS SZÁMELMÉLET* 
írta : BALTH. VAN DER POL 
Előadásom tárgya két oly tudományág kapcsolata, melyek az első pil-
lanatra talán egymástól teljesen idegennek tűnnek. Nincs is tudomásom arról, 
hogy az irodalomban e két terület kapcsolatával foglalkoznának. Gondolok 
egyrészt a szó legtágabb értelmében vett rádiótechnikára, arra a témakörre, 
melyről mindnyájan igen sokat hallottunk, s mellyel személyesen is megis-
merkedtünk — ha másként nem, hát otthoni rádiókészülékünk használata 
révén ; másrészt a számelméletre, mint az ún. tiszta matematika egy részére, 
mely talán éppen a „legtisztább" matematikai diszciplínának tekinthető. G A U S S -
nak — a nagy német matematikusnak — tulajdonítják ezt a megállapítást: 
„Ha a matematika a tudományok királynője, akkor a számelmélet a mate-
matika királynője". — A számelmélet nagyrészt a természetes számokkal : 
1,2, 3 , . . . foglalkozik. E természetes számok mindenféle tulajdonságokban 
meglepően gazdagok és némelyik rájuk vonatkozó tétel az emberi értelem 
által eddig elért legmagasabb régiókba tartozik. Ez indította K R O N E C K E R Í , egy 
másik matematikust, a következő kijelentésre : „Az egész számokat Isten 
teremtette, minden egyéb emberek müve." 
A természetes számokat bizonyos fokig mindnyájan ismerjük ; például, 
mikor reggel koronában és őrében fizetünk a tejesnek, természetes számokkal 
van dolgunk. De a természetes számok sorozata túllépi a százat, túl a mil-
liót, sőt a legnagyobb számokat is, melyekkel a csillagászatban találkozunk, 
így az az anyag, ami a számelmélettel foglalkozók rendelkezésére áll, vég-
telenbe nyúlik. A természetes számok mindegyike vagy törzsszám (prímszám), 
vagy összetett szám. (A prímszámok az egységen és önmagukon kívül semmi 
más egész számmal nem oszthatók.) Az első prímszámok: 2 , 3 , 5 , 7 , . . . , de 
törzsszám például 
107, 141, 183, 460, 469, 231, 731, 687, 303, 715, 884, 105, 727 
is, amely (a tizes számrendben felírva) 39 jegyű szám. 
* Ez az előadás a Dán Műszaki Akadémián hangzott el 1953. jan. 20-án abból az 
alkalomból, hogy a szerzőt — az UNESCO Nemzetközi Rádiózási Tanácsadó Bizottságá-
nak (C. C. 1. R; székhelye: Genf, Svájc) igazgatóját — a Valdemar Poulsen-díjjal tüntették ki. 
Az előadás szövege a Journal of the Franklin Institute 255. kötetének 6. számában (1953. 
jún. , 475—495. o.) jelent meg, "Radio Technology and the Theory of Numbers" címmel. 
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Egy ilyen nagy számnál annak megállapítása, hogy nem összetett, azaz 
hogy az 1 -et kivéve egyetlen nála kisebb természetes számmal sem osztható, 
— nyilván nem könnyű feladat. És mégis nemrégiben egy amerikai mate-
matikus, Dr. D. H. L E H M E R , mikor felkerestem Los Angeles-i matematikai 
„laboratóriumát", azt újságolta, hogy ő még nagyobb törzsszámot fedezett fel; 
bizonyára ez a legnagyobb szám, melyről bizonyosan tudjuk, hogy tényleg 
prím. Ez a szám 
21270—1, 
mely a decimális rendszerben felírva 386 jegyű ; Dr. L E H M E R modern elektro-
nikus számológépének 14 percre volt szüksége e szám meghatározásához, 
míg egy emberi lény csak mintegy 125 év alatt végezte volna el ugyanezt.1 
Milyen kapcsolat áll fenn mármost -a rádiótechnika és a számelmélet 
között ? 
Mielőtt erre a kérdésre válaszolnék, szeretnék — még általánosabb érte-
lemben — foglalkozni egyrészt a matematika, másrészt a fizika és a technika 
között fennálló kapcsolattal. A tudomány története azt mutatja, hogy a mate-
matika jórészt a „tiszta matézis" művelői révén fejlődött, akik e tudomány 
szépségének varázslatos hatása alatt álltak; akiket elbűvölt a tárgykör titok-
zatos általánossága és akik életüket azzal töltötték, hogy új tényeket és össze-
függéseket fedeztek fel ezen az igen kiterjedt és csodálatos területen. 
Hogy eredményeik alkalmazhatók-e az asztronómiában, a fizikában, a kémiá-
ban vagy — mondjuk — a technikában, az elsődleges szempontként rend-
szerint nem érdekelte őket. Fő célkitűzésük arra irányult, hogy tételeiket mind 
elvontabb és elvontabb esetekre terjesszék ki, és munkásságuknak vezérelve 
az általánosság volt. Ebben az értelemben veendő Sir B E R T R A N D R U S S E L L 
angol matematikus és filozófus híres mondása, hogy „egy matematikus soha-
sem olyan boldog, mint mikor nem ismeri azt, amiről beszél". 
Néhány matematikus oly messzire ment e téren, hogy egyenesen büszke 
volt arra, ha eredményei a gyakorlatban nem voltak alkalmazhatók. Mondják, 
hogy egyik nagy matematikus a következő megjegyzést tette: „A Bessel-
függvények szép függvények annak ellenére, hogy sok alkalmazásuk van." 
A fizika és a technika a tiszta matematikától kétségkívül bizonyos mér-
tékig függetlenül fejlődött. Természetes tehát, hogy a fizikusok és a műszakiak 
egyszerre csak meglepődve fedezték fel, hogy pontosan azokat a matematikai 
segédeszközöket és módszereket, amelyekre nekik szükségük van problémáik 
megoldására, már hiánytalanul kifejlesztették a tiszta matematika művelői, 
1
 E R D Ő S P Á L szíves információja szerint 1953 óta ugyanazzal a géppel sikerült még 
nagyobb törzsszámot találni: (22281— l)-et. — Természetesen ezek csak „előőrsök": nem 
ismerjük az összes kisebb prímszámokat. (A fordító megjegyzése.) 
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akiknek annak idején a legcsekélyebb szándékuk vagy éppen érdeklődésük 
sem fűződött eredményeik esetleges gyakorlati alkalmazásához. 
Előadásom fö célja annak megmutatása, hogy nézetem szerint a fizika 
és a rádiótechnika oly fejlődési fokozatot ért el, melyben szorosan a szám-
elmélethez tartozó módszerek és eredmények alkalmazhatók — és nagy siker-
rel kezdik is azokat alkalmazni — tipikusan fizikai, ill. rádiótechnikai prob-
lémák megoldására. 
Tudom, hogy némelyik matematikus nem ért egyet ezzel a nézettel. Nem 
tudom, merjem-e idézni ebben A vonatkozásban G. H . H A R D Y Í , A nagy angol 
matematikust, mégpedig két okból : először, mivel nagy adósságom van vele 
szemben mindazért, amit szép matematikai kutatómunkája során, különösen 
pedig a számelméletben adott nekünk és másodszor, mert többé már nem 
tud vitába szállni velem.2 Ha tehát megkockáztatom, hogy mégis idézem őt, 
ezt minden köteles tisztelet kifejezése mellett teszem. — A különben elbűvölő 
és némelykor egyenesen patetikus (1) esszében,3 melyet nem sokkal halála 
előtt írt, a következőket mondja (60—61. oldal) : 
. . . " Ha a számelméletet fel lehetne használni bárminő gyakorlati és 
nyilvánvalóan tiszteletreméltó célra, ha közvetlenül az emberi boldogság elő-
mozdítására vagy az emberi szenvedés enyhítésére lehetne fordítani, mint a 
fiziológiát és a kémiát, akkor bizonyosan sem G A U S S , sem bármelyik más 
matematikus nem lett volna ojy esztelen, hogy kifogásolja az ilyen alkalma-
zásokat vagy sajnálkozzék ezek miatt. De a tudomány éppen annyira dolgozik 
a gonosznak, mint a jónak (s persze különösen háborús időben); és meg-
okoltnak tekinthető mind G A U S S , mind kisebb matematikusok öröme afelett, 
hogy legalább egy tudomány van —' s ez az övék —, amelynek a közönsé-
ges emberi tevékenységtől való nagyfokú elszakadottsága lehetővé teszi, hogy 
megőrizzék nemesnek és tisztának," 
Egy másik nagy matematikus és számelmélet-kutató, E D M U N D L A N D A U 
ezt írta „standard" ( 2 ) műve első kötetének 2 1 . oldalán: „ G O R D A N pflegte 
etwa zu sagen: Die Zahlentheorie ist nützlich, weil man nämlich mit ihr 
promovieren kann."4 
E szempontok helyesek és többé-kevésbé indokoltak lehettek abban az 
időpontban, amikor íródtak, de az én véleményem az, hogy a fizika és a 
rádiótechnika olyan fejlődési fokot ért el, hogy területükön igenis nagy sikerrel 
alkalmazhatók olyan ideák, módszerek és eredmények, amelyek tipikusan a 
2
 Mint ismeretes, H A R D Y 1947. dec. 1-én meghalt. (A ford, megj.) 
3
 Zárójelbe tett kövér számok a dolgozat végén levő irodalomjegyzékre utalnak. 
4
 G O R D A N szokta mondani : „ A számelmélet hasznosamér t az ember doktori foko-
zatot szerezhet vele." 
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felsőbb számelmélet körébe tartoznak. Hadd adjak önöknek néhány, tézisemet 
illusztráló példát: 
(a) Kocka-alakú kristályok /?ö«4>T«-spektroszkópiájábaii észrevették, hogy 
bizonyos hullámhosszúságú sugarak nem verődnek vissza. Azt találjuk, hogy 
az előforduló visszaverődések a következő egész számoknak felelnek meg: 
1,2, 3,4, 5,6, —, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, —, 16, 1 7 , . . . , s kitűnt, hogy a hiányzó 
n számok n = 4k (8m + 7) alakúak, ahol к és m pozitív egészek. Mármost 
a számelmélet azt tanítja, hogy ezek oly számok, melyek nem állíthatók elő 
három vagy ennél kevesebb négyzetszám összegeként ; az idézett tény nyilván 
I. TÁBLÁZAT 
A természetes számok additív előállítása négy vagy kevesebb négyzetszámmal 
1 = 12 
2 = 1 2 + 1-2 
3 = 1 2 + 1 2 + 12 
4 = 22=12+12+12+12 
5 = 2 2 + 1 2 
6 = 2 2 + 1 2 + 1 2 
7 = 2 2 + 1 2 + 1 2 + 12 
8 = 22 + 22 
9 = 32 = 22 + 22 + 12 
10 = 3 3 + 12 = 2 2 + 2 2 + 12 + ] 2 
11 = 32+ 12+ 12 
12 = 22 + 22 + 22 = 32 + 12 + 12 + 12 
13 = 3-2 + 22 = 22 + 22 + 22+ 12 
1 4 = 3 2 + 2 2 + 12 
1 5 = 3 2 + 2 2 + 12 + 12 
1 6 = 4 2 
17 = 42 + 12 = 32 + 22 + 22 
18 = 32 + 32 = 42 + 12 + 12
 = 32 + 22 + 22 + 12 
19 = 32 + 3 2 + 12 = 4 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 
20 = 42 + 22 = 32 + 32+12+ 12 
2 1 = 42 + 22+ 12 
22 = 32 + 32 + 22 = 42 + 22+12+12 . 
23 = 32 + 32 + 22+ 12 
24 = 42 + 22 + 22 
25 = 52=5=42 + 32 = 42 + 22 + 22+ U 
26 = 52 + 12 = 42 + 32 + 12 = 32 + 32 + 22 + 22 
27 = 32 + 32+32 = 52+ 12+12 = 42 + 32+12+ 12 
28 = 42 + 22 + 22 + 22 = 32 + 32 + 32 + 12 = 52 + 12 + 12 + 1-2 
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szoros kapcsolatba hozható euklidesi terünk három dimenziójával. — A 
mellékelt I. táblázatban ideiktattam egy rövid listát, mely a 28-ig terjedő 
természetes számok négy vagy kevesebb négyzetszám összegére való fel-
bontását tartalmazza. Négynél több négyzetszámra nincs szükség, viszont 
négy összeadandó feltétlenül szükséges 7 , 1 5 , 2 3 , . . . esetében, melyek mind 
a fent említett alakúak. 
(b) Egy kristályrács belsejében fellépő potenciálok elmélete (például az 
ismert Madelung-konstans) legjobban az elliptikus theta-függvények felhasz-
nálásával vezethető le, amelyek egyúttal az analitikus tárgyalás alapját képezik 
egész számok négyzetösszegekként való előállításának elméletében. Valóban, 
a két levezetés teljesen analóg. 
(c) A Planck-féle sugárzási formulával és az Einstein—Bose, valamint 
Fermi-féle statisztikákkal kapcsolatosan bizonyos szempontok szorosan össze-
függnek £(s)-sel, a Riemann-féle zetafüggvénnyel, melynek definíciója: 
О ) < R e s > 1 ) 
о 
s amely gyakorlatilag minden, a törzsszámok eloszlására vonatkozó aritmetikai 
vizsgálat alapja. Ezt a tényt — úgy látszik — olyannyira felismerték az 
Egyesült Államokban, hogy a háború alatt még a ^-függvény tulajdonságaira 
vonatkozó tisztán matematikai kutatásokat is a „biztonsági" témakörök közé 
sorolták (NORBERT WiENERtől kapott szóbeli közlés). 
(d) Egy másik számelméleti függvény, amely most kezd jelentős szerepet 
játszani a fizikában, a p(n) partíció-függvény. A következő generátor-függ-
vény segítségével értelmezzük :
 % 
со -, ja 
(2) ( W < 1 ) -
к—1 1 — X ! 
p(n) nem más, mint azoknak a lehetőségeknek a száma, ahányféleképpen az 
n egész számot fel lehet írni bármilyen pozitív egészek összegeként, ismét-
lések megengedése mellett. így például : 
6 = 5 + 1 = 4 + 2 = 4 + 1 + 1 = 3 + 3 = 3 + 2 + 1 = 
= 3 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 2 = 2 + 2 + 1 + 1 = 
= 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 
ami tizenegy különböző változatot jelent 6-nak pozitív egészek összegeként 
való felírására, tehát p ( 6 ) = l l . 
E p(n) partíció-függvény és aszimptotikus viselkedése újabban alkal-
mazást nyer a fizika különböző részeiben, köztük a kristályok növekedésének 
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elméletében (3) s felhasználható bizonyos olyan irregularitások megmagyará-
zására, amelyek kristályok felületén néha fellépnek. 
Ezt a néhány példát, amelyekben a modern problémák sikerrel foghatók 
meg a számelmélethez tartozó módszerekkel és eredményekkel, az elméleti 
fizika területéről kölcsönöztük. 
De a rádiózással kapcsolatban is termékenyen alkalmazható a mate-
matikának ez az egyik legabsztraktabb ága. Hadd szolgáljak Önöknek ismét 
néhány példával. 
(e) Ismeretes, hogy amikor periodikus elektromotoros erő relaxációs 
oszcillációt végző rendszerre hat, ez a rendszer bizonyos körülmények között 
oly rezgésre kényszerül, amelynek frekvenciája a ható frekvenciának osztója. 
Ezek a rezgések kiterjedt felhasználására kerülnek a televízióban. így tehát 
frekvencia-„deinultiplikációval", azaz osztással van dolgunk. — Nos, a számok 
oszthatóságának problémaköre a számelméletnek egy jellegzetes része és talán 
éppen legfontosabb fejezeteinek egyike. Nem tűnik valószínűtlennek, hogy itt 
ismét aritmetikai módszerek segíthetnek megvilágítani e nagy mértékben 
komplex jelenséget, amelyet gyakran felhasználunk a praxisban. Ugyanakkor 
számos, különböző nemzetiségű matematikus még folytatja az elméleti kuta-
tásokat a szóbanforgó területen, köztük M A R Y L . C A R T W R I G H T az angliai Cam-
bridge-ben ( 4 ) . 
(f) Hadd adjak mindjárt egy másik, nagyon „klasszikus ízű" példát: 
a két vezető gömb közötti kapacitás problémáját. Ennek egyik igen elegáns 
megoldását Lord K E L V I N adta meg 1 0 0 évvel ezelőtt az „elektromos képek" 
általa kidolgozott elmélete segítségével (5). 
Mindamellett talán nem közismert, hogy az a kifejezés, melyet K E L V I N 
kapptt a két, kölcsönösen egymáson kívüli, a, ill. b sugarú és с centrum-
távolságú gömb közötti Ca,h kapacitásra, a következő alakban írható : 
(3)




és E, I jelenti azon körök közös külső, ill. belső érintőinek hosszát, melyek 
e gömböknek egy, a középpontjaikon átmenő síkkal való metszése útján 
adódnak. (3)-ban ott találjuk a d{rí) függvényt, a számelmélet egyik jelleg-
zetes függvényét, amely az n szám osztóinak számát adja meg. Hogy egy 
példát mondjunk: d(6) = 4, mivel 6-nak négy (pozitív) osztója van, ti. 1 , 2 , 3 
és 6. Megjegyezzük, hogy a (3)-ban rf nullával helyettesítendő bármely 
R Á D I Ó T E C H N I K A É S S Z Á M E L M É L E T 1 9 3 
páratlan л-ге. Eszerint, (3)-ban néhány tagot explicite kiírva, adódik : 
Ca,h (3) vagy (За) alatti alakjának birtokában, ahol az együtthatók számel-
méleti jellegűek, felismerhető a probléma analógiája a híres Dirichlet-féle 
problémával. Az utóbbi а У^с1(п) összeg aszimptotikus viselkedésének meg-
határozásában áll, N-* oc mellett (6). 
Tudomásunk szerint a jelenlegi irodalomban nem található semmiféle 
formula, mely approximativ értéket adna e С
а
,ь kapacitásra, midőn a gömbök 
nagyon közel vannak egymáshoz, azaz d távolságuk kicsi mindkét sugárhoz 
képest. Ez esetben a nagyon közel van az egységhez és (3) vagy (3a) sorunk 
ekkor valóban nagyon lassan konvergál. A (3) kifejezés azonban lehetővé 
tette számunkra, hogy olyan matematikai módszereket alkalmazzunk, amelyek 
jellemzőek a számelméletre. így két egyenlő a sugarú gömb esetén, melyek 
egymástól kicsi d távolságra vannak, a következő egyszerű kifejezést találtuk 
a kölcsönös kapacitásra : 
A (4) képlet teljes levezetését a Függelék tartalmazza. 
Láthatjuk tehát, hogyan használhatók fel a modern számelméletből köl-
csönzött analitikus módszerek még egy nagyon klasszikus elektromosságtani 
problémában is. 
(g) De van még egy tipikus — s igen alapvető — rádió-probléma, 
amelyet sohasem láttam az irodalomban világosan kifejtve, s amely szintén 
arra vezet bennünket, hogy számelméleti eredményeket használjunk fel. 
Tegyük fel, hogy valamely v feszültséget, mely az idő két koszinuszos 
függvényének szuperpozíciója után áll elö, vagyis amely 
(5) v — a cos coj + b cos œ2t 
alakú, olyan detektorra alkalmazunk, melynek i karakterisztikája kvadratikus 
függvénye r-nek : 
l Ca ъ = —— j a + a* + 2a3 + ai+2c? + 2ae + 2a'! + as + 3a9 + 
(3a) ' C ' 
/ + 2 a10 + 2 a11 + 4 a12 + • • • + 2 a6089 + 1 б a6u9° + 2 «ß091 + • • • 
N 
(4) 
(6) i = 2ССГ2. 
(5)-nek (6)-ba való helyettesítésével adódik : 
i = a{d\\ + 2 c o s 2 w , f ) + ö2(l + c o s 2m.2t) + 
+ 2 a b [ c o s ( е л , + w o ) T + c o s ( с « ! — OJ.2)T]}. 
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E formula világosan mutatja, hogy az áram a következő frekvenciákat „tar-
talmazza" : 
0, 2 ü)u 2(o2, tOi-j- a>2, io1— co.2. 
Mikor azonban a detektor-karakterisztika olyan, hogy г^-nek csak kompli-
káltabb transzcendens függvényeként állítható elő, mint pl. az ún. „lineáris 
detekció" esetében, vagy midőn i — eßv, akkor az eredő áram frekvenciái 
közt — ideértve a negatívakat is — általában alapfrekvenciák minden lineáris 
kombinációja előfordul, ti. 
(7) mcoi-f na>2 (m,n = 0, + 1, + 2,.. .). 
Ha továbbá a>x és ro2 kommenzurábilisak, s alkalmas idő-skálát használunk, 
(7) helyettesíthető 
(7a) ma + nb 
-vei, ahol a és b egész szám. Egészeknek egy ilyen típusú kombinációját 
a számelméletben „modulus"-nak nevezzük (7) és [a, ó]-vel jelöljük. Meg-
jegyezzük, hogy ezzel kapcsolatban F U E T E R idéz W I L H E L M F L I E B : „Zum Ablauf 
des Lebens" című könyvéből, amelyben utóbbi azt állítja, hogy [23, 28] elő-
állít minden olyan számot, ami az emberi életben fontos. F L I E B megemlíti 
pl., hogy 
1-28—1-23 = 5, 
3-23—2-28 = 13, 
5-23—4-28 = 3, 
5-28 — 6-23 = 2, 
s a kapott 5, 13 ,3 ,2 számok az emberi életben különösen fontos életkorokat 
reprezentálnak. Azonban, amint F U E T E R világosan rámutat, a [23, 281 modulus 
elemei, vagyis a 
23л + 28m (лг,л = 0, + 1, ± 2 , . . . ) 
számok valójában minden egész számot „lefednek" —°o-től + °°-ig. Bár-
mely adott egész szám előállítható, ha megtaláljuk a megfelelő (m, n) szempárt. 
Ez a helyzet a 23 és 28 bázisok esetében, mivel 23 és 28 legnagyobb 
közös osztója az egység. Ha viszont pl. а 16л + 20/л modulust vesszük, 
akkor a generált számok nyilván 4 összes többszörösei, minthogy 16 és 20 
legnagyobb közös osztója 4. 
Visszatérve mármost a kombinációs hangokkal kapcsolatos rádió-prob-
lémáinkra, az általános elmélet arról tájékoztat bennünket, hogy a (7a) modu-
lus előállítja az a, b számok vagy (az idő-skála alkalmas transzformációjával) 
az ш, és m, legnagyobb közös osztójának összes pozitív és negatív egész-
számú többszöröseit. Ennélfogva azok a kombinációs hangok, amelyeket egy 
transzcendens detektorral nyerünk, mind szabályosan és egyenletesen oszla-
nak el, egymástól oly frekvencia-távolságra, amely megfelel a és b legnagyobb 
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közös osztójának, feltéve, hogy m, és co2 kommenzurábilisak ; különben a 
kombinációs hangok „mindenütt sűrüek". így például előzetesen megállapít-
hatjuk, hány kombinációs hang lesz található egy adott frekvencia-sávban 
s ez a szám csak a sáv szélességétől függ, viszont nem függ a sáv helyze-
tétől a frekvenciaspektrumban. 
Az említett tétel, ti. hogy az ma + nb alakú számok, ahol a és b rög-
zített egészek, míg m és n egymástól függetlenül végig fut az összes pozi-
tív és negatív egész számokon, nem egyebek, mint az a, b számok legnagyobb 
közös osztójának (egészszámű) többszörösei, alapvető fontosságú a számel-
méletben. Valóban, két számnak, ű-nak és Л-nek legnagyobb közös osztóját 
legjobban ügy definiálhatjuk, mint a (7a) kifejezés legkisebb pozitiv értékét, 
melyet m és n alkalmas megválasztásával kaphatunk meg. 
1. és la ábra. A kombinációs hangok eloszlásának szemléltetése nóniuszon, 
amidőn a detektorra két szinuszos rezgést viszünk 
Érdemes itt megjegyezni, hogy a szóbanforgó fundamentális tétel hogyan 
szemléltethető a technológiában jól ismert nóniusszal. Két lineáris skála segít-
ségével magyarázhatjuk meg a dolgot a legjobban. Az 1. ábrában a két skála 
egyikét Д-val, a másikat ß-vel jelöltük. Az A skálán két egymásutáni vonás 
távolsága: (a„, a,l+1) egyenlő 8 egységgel, míg a ß skálán a szukcesszív 
vonások távolsága : (b„, bn+i) 7 egység. Mármost először is úgy állítjuk a 
skálákat, hogy a — tetszés szerint választott — „nulla-vonások" (a0 és ő„) 
egy vonalba essenek. Akkor világosan látható, hogy az A skála valamely an 
vonásának a ß skála bármely másik bm vonásától való távolsága éppen 
8л — l m egység. 
Speciálisan az ábrából világosan látható, hogy 
a, — bx = \ egység, 
a2—b2 = 2 egység, 
ûs — ő3 — 3 egység, 
a Q a a a a a 
-3 -2 -1 0 -I 2 3 
b b b b b b 
- 2 - 1 0 1 2 3 
a a a a с a a 
-2 -1 о i 2 s 4 
, I ,1 , I, ,1 , I , ,1 
в I I F I I Г Г 1 I 1 
b Ь b b b 
- 1 0 1 2 ; 
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úgyhogy ily módon az összes egész számok generálhatók. A legkisebb fel-
lépő pozitív távolság (itt 1) 8-nak és 7-nek legnagyobb közös osztója. 
Tekintsük ezután az l a ábrát, ahol ismét van egy A skála, míg а В 
skálát egy B' skála helyettesíti, melyen a vonások hat egységnyire vannak 
egymástól. 
Itt az A és В skálán felvett egy-egy vonás legkisebb távolsága (eltekintve 
zérustól) 2-vel egyenlő; mint például ax és bu vagy ba és a2 között. Az 




2. ábra. Az у = Sa (x) fürészfog-függvény 
Most utolsó híradástechnikai példánkra térünk. 
(h) A 2. ábrán az ún. „fürészfog"-függvény látható, amelyet Sa(x)-szel 
jelölünk. A grafikon legnagyobb, ti. - - ordinátájú pontjai ( s egyúttal a leg-
1
 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . . helyek-
Г 
ITL = [ X 1 
kisebb, — — ordinátájúak is j az x = • • 
hez tartoznak ; a függvény tehát egységnyi ugrást mutat ezekben a pontokban, 
egyébként pedig (szakaszonként) lineárisan fogyó. 
Ilyen időfüggvényt használnak minden televíziós 
adóban és vevőben a kép vonalainak és mezőinek 
periódikus „letapogatására". Jelentős technikai fejlő-
dést értek el az utóbbi időben alkalmas alakú és 
viselkedésű fürészfogfüggvények kísérleti előállítása 
terén, Ugyanakkor azonban éppen ez az Sa (x) fürész-
fog-függvény, melyet oly nagy mértékben alkalma-
zunk a híradástechnikában, a számelmélet legalap-
vetőbb függvénye. Ez világossá válik egy igen egy-
szerű konstrukció segítségével. 
Az egész számok grafikus ábrázolásakor a 3. ábrát kapjuk. Ezt a lép-
csős függvényt a számelméletben Így jelöljük : 
(8) У = [х]. 
Ha (8)-ból kivonjuk az egyszerű y = x függvényt és hozzáadunk - y -et, az 
Sa (x) fürészfog-függvényt kapjuk : 
(9) . Sa(x) = [ x ] - x + i - , 
1 2 3 X 
3. ábra. Az y — [x] függ-
vény grafikonja 
R Á D I Ó T E C H N I K A ÉS S Z Á M E L M É L E T 197 
mely 1 szerint periodikus, azaz 
Sa(x + 1) = Sa (x). 
Ez az Sa(x) függvény oly alapvető szerepet játszik a számelméletben, 
hogy nem meglepő, ha valóban lépten-nyomon előfordul. Legyen szabad 
néhány példát adnom : 
Az első a 
Г1(х) — Г(х -f 1 ) 
faktoriális-, ill. gammafüggvényre vonatkozó Stirling-féle formulával kapcsolatos. 
Fennáll a jólismert 
(10) 77(x) = j/2rix x x e ~ x e ^ (x > 0) 
képlet, ahol ,«(x) 0-hoz tart, midőn Az utóbbi fi(x) függvény eléggé 
bonyolult, azonban nagyon elegáns és egyszerű módon fejezhető ki a fürészfog-
függvény segítségével, nevezetesen: 
<H) ,"(*) = J -
f S a « ) du. 
De (11) tovább általánosítható, ha bevezetjük a £(s) Riemann-féle zeta-
függvény Hurwitz-ié\t általánosítását, £(s, x)-et(8). Ennek definíciója a R e s > l 
félsíkban : 
g « , x ) = 2 V 1 (Re 5 > 1, x > 0), 
ftó (x + n) 
úgyhogy 
A £(s, x) függvény analitikusan folytatható a Re s < 1 félsíkban és szintén 
előállítható az Sa(x) fürészfog-függvény segítségével a következőképpen:5 
L\asx+\)- - + — • j = Г Sa(»> 
s j x + D ( s—l)x s l 2 x s i J (u + xT 
( R e s > — 1, x > 0). 
(12) a (11) formula általánosítása, amennyiben s -»-0 esetén az utóbbira 
redukálódik. 
Ha pedig (12)-ben s-et a — 1 < R e s < 0 sávra korlátozzuk, x helyébe 
zérus is tehető és így a Riemann-féle zetafüggvényre a következő elegáns 
kifejezést kapjuk : 
CD 
(13) - ^ f - í / « (— 1 < Re s < 0) ; 
0 
6
 (12) baloldalán s = 0 és s = 1 esetén a megfelelő határérték veendő. (A ford, megj.) 
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ez az a függvény, amelynek tanulmányozásához olyan sokkal járult hozzá 
H A R A L D B O H R , a nagy dán matematikus, s mely az egész törzsszámelmélet 
alapja. — A (11), 12 és (13) képlet csupán néhány példa a fűrészfog-függ-
vény előfordulására az analízisben. 
Egy másik, tipikusan számelméleti példa a következő: 
Tekintsünk egy négyzetes rácspontrendszert (4. ábra), melyben két szom-
szédos rácspont távolsága egységnyi. Ha egy olyan kört rajzolunk, melynek 
középpontja egy tetszőleges rácspont, sugara pedig 
R hosszúságú, akkor a körbe eső rácspontok száma 
nyilván növekedni fog R növelésekor. A számelmé-
letnek egy klasszikus problémája az R sugarú körbe 
eső rácspontok számának, A(/?-)-nek a meghatáro-
zása. Már első látásra világos, hogy ha R igen nagy-
gyá válik, akkor ez a szám közelítőleg egyenlő a 
kör területével, azaz ;т-7?--tel. A korrekció, melyet 
alkalmaznunk kell, hogy pontos eredményt kapjunk 
4. ábra. A rácspontok szá- ebből a közelítésből, elegáns módon fejezhető ki a 
ma egy R sugarú kör következő, fűrészfog-függvényekből álló sor alakjában, 
belsejében
 ahol / ? = f x : 
J_ 
4 M ( x ) - ^ - x } = S a ( x ) - S a j j j + S a | ^ | - S a ( y ) + -
Az Sa(x) fürészfog-függvénynek olyan tulajdonságai is vannak, amelyek 
grafikonjából azonnal láthatók. Valóban, a periodikus Sa(x) függvény bizo-
nyos szempontokból egyszerűbb, mint — mondjuk — a sin 2лх függvény, 
jóllehet Fourier-sora : 
(14) Sa (X)
 = J U S XI К 
végtelen sok szinusz-tagot tartalmaz. 
A szóbanforgó tulajdonságok egyike : 
(15) 2 ' S a ( x - ^ ] = S a ( n x ) , 
melyet az 5. ábra (az n = 3 esetben) illusztrál. Szavakban kifejezve ez azt 
jelenti, hogy n fűrészfog-függvény szuperpozíciója, melyek közül mindegyik 
\/n fázisdifferenciával van eltolva az élőhöz képest, újabb fürészfog-függvényt 
szolgáltat, de n-szer akkora frekvenciával. — Ilyen jellegű tulajdonságoknak 
kétségkívül vannak alkalmazásai a híradástechnikában. 
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A fürészfog-függvénynek vannak más sajátságai is (1. 6. ábra), melyek 
kísérleti vonatkozásban használhatók lehetnek, mint pl . : 
(16) Sa(x) — S a j x — A j = y 5 i n (2л;х), 
ahol 5 i n (2rrx) azt a „négyzetes szinusz"-függvényt jelöli, mely (—l)-ről 
( + l)-re „ugrik" az x = . . . , —1, 0, 1, 2 , 3 , . . . pontokban és ( + l)-ről (—l)-re 
_ j_ JL A A 
az X— . . . , 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' " 
intervallumokban az 1, ill. —1 konstanssal egyenlő. A következő két alakban 
is felírható : 
5. sin 2 л:х 
in (2лх) = ——т. i 
v
 ' sin 2 í t x 
helyeken, míg a szakadási helyek közötti 
5. ábra. Három, rendre 0/3, 1/3, 2/3 perió-
dussal eltolt fiirészfog-függvény összeadása 
újabb fűrészfog-fiiggvényt szolgáltat, mely-
nekfrekvenciája az eredetinek háromszorosa 
6. ábra. Ha egy fűrészfog-függvényből ki-
vonunk egy másik, fél periódussal eltolt 
fürészfog-függvényt, egy „négyzetes 
szinusza-függvényt kapunk 
A függvény tehát bizonyos analógiát mutat a közönséges szinuszfügg-
vénnyel, eltekintve diszkontinuus viselkedésétől. 
Nem nehéz megmutatni (például geometriailag), hogy 5 i n (2л:х) fürész-
fog-függvényekből a következő módon is előállítható (1. 7. ábra) : 
(17) 2 Sa ( x ) — S a (2x) ]in (2я:х). 
Megjegyzendő, hogy (17) (16)-ból és (15)-ből is következik, ha az utóbbiban 
l!
 Mint látható, egyúttal 5 i n (2лx) — sgn (sin 2ттх), feltéve, hogy a szakadási helyek-
hez tartozó függvényértékeket 0-nak vesszük. Ez az ún. Rademacher-féle ortogonális rend-
szer első tagja. (A ford, megj.) 
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л-et 2-nek vesszük. A fűrészfog-függvények összes fenti tulajdonságai, sók 
egyéb tulajdonsággal együtt, könnyen levezethetők az operátorszámítás segít-
ségével (9). 
Megmutatható az is, hogy Sa(x) 2" frekvenciájú „négyzetes szinusz"-
függvények szerint sorba fejthető. Valóban : 
S a ( x ) = v ' ^ i n í Z ' - 2 : rx ) j d ^ (_1)Г*1. 
гг—1 £ П — L ^ 
Az Sa(x) fürészfog-függvénynek ezt a in-függvényekből való összetételét 
illusztrálja a 8. ábra. Legfelül öt „négyzetes 
szinusz"-függvény található: a,b,c,dés e. Az 
A grafikon a és b összetétele, míg В a, b, c, d, e 
szuperpozíciója útján jön létre. 
Sa (x) ilyen kifejtésének, (14) alatti Fouríer-
sorával ellentétben, az az érdekes tulajdonsága 
van, hogy az ún. Gibbs-Ше. jelenség itt nem 
lép fel. A 9. ábra a fúrészfog-függvénynek kö-
zönséges Fowrier-komponensekböl (szinuszfügg-
vényekből) való hasonló összetételét szemlélteti ; 
világosan látható a keletkező Gibbs-féle jelen-
ség: a szakadási helyek közelében fellépő „túl-
lengések". 
Nemrég ismertem fel a fűrészfog-függvényre 
vonatkozó következő függvényegyenleteket (a má-
sodik az első folyománya) : 
/ ] 8 ч Sa (Sa (x)) = — Sa (x + y j , 
Sa {Sa (Sa (x))} = Sa (x). 
(18) tehát azt mutatja, hogy az Sa (x) függvényt kétszer egymásután 
önmagára alkalmazva, az eredeti fúrészfog-függvényt kapjuk. Eszerint bármely 
páratlan számú iteráció mindig reprodukálja Sa(x)-et. 
A (15), (16), (17) és (18) alatti relációk mind viszonylag egyszerűek, 
de sokkal mélyebb, a fúrészfog-függvényt tartalmazó összefüggések is vannak. 
Például LANDAU (2, IL kötet, 170. lap) bebizonyítja A következő érdekes 
formulát: 
i 
(19) J Sa (mx) • Sa (л x) dx = Y . 
з 
7. ábra. Egy fűrészfog-függvény-
nek egy másik, kétszer akkora 
frekvenciájú, de feleakkora amp-
litúdójú fűrészfog-függvényből 
való kivonása egy „ négyzetes szi-
nusz"-függvényt szolgáltat 
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Itt m és n két pozitív egész számot jelent, (m, ti) ezeknek legnagyobb közös 
osztója, {m, ti) pedig m és n legkisebb közös többszöröse. 
Ez a fürészfog-függvény számelméleti előfordulására tipikus és elég 
mélyen fekvő példa. 
» _L 
S a ( x ) = E 2 n + 1 S in(2 n - 1 2TTx) 
8. ábra. Fürészfog-függvény összetétele „négyzetes szinusz"-fiiggvényekböl 
Végül, olyan sajátságok, mint a (15), (16), (17) és (19) alattiak tovább 
általánosíthatók, ha megjegyezzük, hogy Sa (x) azonosítható az első Bernoulli-
polinom: Д ( х ) = х — n e g a t í v j á v a l , amennyiben az utóbbit a 0 < x ^ l 
intervallumon kívül periodikusan kiterjesztjük. 
Tehát fennáll : 
(20) Sa (x) == — B1 (x—[x]). 
A Bernoulli-poYmomokat definiálhatjuk generátor-függvénnyel i s : 
te" у Bn(x).u \ 
e*—1 V n\ ) 
7 III. Osztály Közleményei IX/2 
2 0 2 BALTH. VAN DER POL 
Így a B„(x) polinomok ismert tulajdonságai rögtön alkalmazhatók a mi Sa (x) 
fűrészfog-függvényünkre, s ezek közül néhánynak bizonyos technikai értéke is 
lehet. A közelmúltban találtam egy formulát, amely általánosítja a Landau-
féle relációt. Nem akarom ideiktatni ennek legáltalánosabb alakját, csak a 
következő speciális esetet:7 
(21) 
В к (m x—[m x]) • Bk(n x—[nx])dx 
E képletben tehát az (m, n)/{m, n} viszonyszám valamely L-adik hatványát 
nyerjük (к pozitív egész) a LAN-
DAU (19) alatti formulájában sze-
replő első hatvány helyett. 
Remélhetőleg a fenti érvek 
meggyőzőek abból a szempontból, 
hogy megérett az idő a számelmé-
letben, a matematika talán legel-
vontabb s legtisztább ágában nyert 
módszereknek és eredményeknek 
a fizika és a rádiótechnika terü-
letén való alkalmazására. 
A magam részéről nem érzem 
azt, hogy e technikai alkalmazá-
sok megfosztanák a számelméletet 
sokféle szépségétől, „charme"-jától 
és bonyolult lényegétől. Ellenke-
zőleg, számos, ma még rejtett tétel 
és reláció napvilágra kerülhet ily 
módon. Valóban, a fejlődő technika már elérte azt a fokot, amikor jelentős 
mértékben támogathatja a számelméletet, ma midőn — például — az e és л 
számokat több mint 2000 tizedesig kiszámították a modern elektronikus 
számológépek segítségével. Ugyancsak kidolgoznak módszereket és terveket 
arra, hogy numerikusan vizsgálják — ugyanilyen készülék felhasználásával — 
9. ábra. Egy fürészfog-függvénynek szinuszfügg-
vényekből való összetétele a tipikus „tüllengést" 
mutatja a diszkontinuitásoknál. („Gibbs-féle je-
lenség") 
7
 Vö. M . M I K O L Á S , Farey series and their connection with the prime number problem I., 
Acta Sei. Math. Szeged, 13 (1950), 93—117; Lemma 5. — A diofantikus approximációk 
elméletébe vágó alkalmazásokat és a Hurwitz-íé\e zetafüggvényre való általánosítást illetően 
1.: M . M I K O L Á S , Integral formulae of arithmetical characteristics relating to the zeta-function 
of Hurwitz, Publicationes Math. Debrecen, 5 (1957), 44—53. (A ford, megj.) 
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a híres Riemann-féle sejtést, mely szerint a £(s) függvény minden nem-triviá-
lis zérushelye a Res = A egyenesen fekszik.8 Ez a hipotézis a legnagyobb 
fontosságú a modern számelmélet szempontjából, és a felsőbb aritmetika 
számos eredménye lényegesen finomítható volna, ha R I E M A N N állítása bizo-
nyítható lenne. A probléma azonban ma még megoldatlan és mindezideig 
dacolt a modern analízis legszellemesebb, legkörmönfontabb és legkidolgo-
zottabb módszereivel, még ha a jelenkori matematikusok legnagyobbjai alkal-
mazták is azokat. A technika — talán hamarosan — döntő járulékokat adhat 
ezen az igen érdekes területen. Biztosra vehetjük, hogy az egész számelmélet 
meglehetősen új szemléletet kapna, ha a modern elektronikus módszerekkel 
sikerülne találni akárcsak egyetlen olyan nem-triviális „zeta-gyököt" is, mely 
— eltérően attól a végtelen sok kritikus sávbeli gyöktől, melynek létezéséről 
tudunk — nem fekszik a Re 5 = A egyenesen. 
A tiszta matematika művelői és a gyakorlati szakemberek között har-
monikus együttműködés van most kialakulóban a számelmélet szempontjából 
alapvető jelentőségű, messzemenő eredmények elérésére — mint ahogy az sok 
más tudományágban is megfigyelhető. Jó példa erre az amsterdami Mate-
matikai Centrum, ahol a numerikus osztály — melyet bőven elláttak elektro-
nikus és mechanikai számológépekkel — értékes és ösztönző szolgálatot tesz 
az absztrakt kutatással foglalkozó más csoportoknak, legyenek azok az inté-
zeten belül vagy azon kívül. 
Megítélésem szerint ebben az irányban továbbhaladva nagy haladást 
reméltünk ezen a majdnem határtalan területen — a számelmélet területén —, 
amely olyannyira bővelkedik szép összefüggésekben s olyan törvényszerűsé-
gekben, melyeknek megfelelőit hiába keressük a matematika más ágaiban. 
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Függelék 
Ha a „Kelvin-képek" segítségével meghatározzuk a két, kölcsönösen 
egymáson kívüli, a ill. b sugarú, с centrumtávolságú gömb közötti С
а
,ь kapa-
citást, a számolás eredménye így írható (1. pl. (10) : 
f / ® „n FI 
0 ) = = 





£ = [ c 2 — ( a — ö ) 2 ] " 2 
és 
ahol E és l egy mindkét gömb középpontján átmenő síkban a főkörök külső 
ill. belső érintőinek hosszát jelenti. 
Ezek után az (1) alatti sor a következőképpen alakítható át : 
CO
 n со со 
n=l 1 Li 11=1 1П=0 
ami rögtön erre a kifejezésre vezet: 
CD 
(2) h ( a ) = Z J!=l 
d(n)-d\± a" 
itt d(n) az n szám osztóinak száma (például d(6) = 4, mivel 6 összes osztói: 
1 , 2 , 3 és 6) és -^-j nullával helyettesítendő, midőn n páratlan. 
A (2) alatti sor szoros kapcsolatban van a híres Dirichlet-féle problé-
mával ((6), 262. o.). 
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Avégből, hogy (2) számára approximációt nyerjünk abban az esetben, 
mikor a gömbök közötti távolság kicsi a gömbsugarakhoz képest (ami igen 
kevéssel 1 alatti «-értéknek felel meg), a következő módon járhatunk el. 
Új x változót vezetünk be 
a = e-e'x 
helyettesítéssel, úgyhogy (2)-ből 
(3) h(e '-x) = X \d(n)—d[4] e-"" = £
 d(n) j j . 






-nek kétoldali Laplace-transzformációnál Ll(p) felel meg ("opera-
tional image", vö. (9)) ; írjuk : 
r t _ I = / 7 ( p ) (Re p > 0), 
s ennek alapján 
/ z ( e - ^ ) = j l _ l j / y ( p ) . ^ ( p ) ( R e p > 1). 
(3)-nak egy x — h a t á r á t m e n e t h e z tartozó közelítő értékét megadja az 
inverz-integrál reziduuma / / = l - n é l : 
p=i 
(itt -/ = 0 ,57722 . . . az ßw/er-konstans), ami p = \-\-z mellett 
2=0 
2 = 0 
Az integrandusból csupán a 2 1 -et tartalmazó tagokat tartva meg, 
kapjuk : 
(4) Л ( e - ( j ) ^ ( 7 + * + l o g 2 ) r / 2 = 4 ( / + x + log2), 
2 = 0 
s ez éppen (3) kivánt aszimptotikus kifejezése x—>oo esetére. Visszatérve az 
2 0 6 B A L T H . VAN D E R P O L 
eredeti „geometriai" változókra — feltételünk / < £ — adódik: 
E—l , 21 
e~e = x 1 • 
E + I E ' 
innen 
, í i 2 I \ 2 1 , E  
e-* = _ l o g ^ l — _ J x — vagy x ^ l o g ^ . 
Helyettesítsük ezt be (4)-be: 
h (a) - i [ y + l o g log 2) = * ( 7 + log f ) ; 
tehát a kapacitás aszimptotikus kifejezése E > / mellett (nagyon közeli göm-
bök esete): 
(5) ^ « - ^ ( y + l o g f ) . 
A jobboldal még tovább egyszerűsíthető, ha bevezetjük a két gömb 
közötti kis d távolságot : 
rf = c - ( û + ô); 
minthogy 
£ 2 « 4 a ó , 
P*2d(a + b), 
tehát 
/«4 a b f , 1 • 1 
Egyenlő méretű gömbök esetén (a = ő) (6) a következő alakot ölti: 
Ha pedig a at távolság oly kicsi, hogy még
 7 - t is elhanyagolhatjuk 
— log -Ü- -hez képest, akkor két olyan gömb közötti kapacitásra, melyeknek 
sugara egyaránt a, s melyeknek (centrálismenti) d távolsága igen kicsi, a 
következő végső képletet kapjuk: 
C „ i e * - ^ - a l o g [ - ü j . 
Fordította: Mikolás Miklós, 
Eötvös Loránd Tudományegyetem, Matematikai Intézet 
KÖNYVISMERTETÉSEK 
Fuchs László: Abelian Groups 
(Akadémiai Kiadó. Budapest, 1958) 
Az a nagyarányú fejlődés, amely századunk első felében a matematika 
egészében végbement, a csoportelméletet sem hagyta érintetlenül. E fejlődés 
jelentőségét a csoportelmélet számára röviden két pontban foglalhatjuk össze: 
1. az elmúlt fél évszázadban lett a csoportelmélet a matematika önálló és 
valóban gazdag tartalmú ágává, 2. egyre inkább nyilvánvalóvá vált, hogy 
mennyire nélkülözhetetlen a csoport fogalma a matematika számos diszciplí-
nájának modern felépítésében, s hogy milyen hasznos szolgálatot tehet a 
csoportelmélet eredményeinek és módszereinek ismerete más területeket kutató 
matematikusok számára is. Az izomorfia-elv felállítása, amely az egész abszt-
rakt algebra fejlődésének irányát megszabta, speciálisan a csoportelméletben 
ahhoz a programmhoz vezetett, amely az izomorf csoportok összes osztályá-
nak leírását tűzte ki céljául. Ez a csoport fogalmának igen általános volta 
miatt, természetesen, súlyos feladatot jelent, s egyelőre csak bizonyos speci-
ális esetekben remélhető kielégítő eredmény. 
Az általános csoportelmélet széles területének egyik legfontosabb fejezetét 
alkotja az Abel-féle (azaz kommutatív) csoportok elmélete. Bár ez a csoport-
elmélet legalaposabban vizsgált ága, s Abel-féle csoportokról számos, teljesen 
kielégítő struktúratétel ismeretes, az elmélet még távolról sem tekinthető lezárt-
nak, hiszen a struktúratételek még mindig aránylag speciális csoportosztályok-
ról nyújtanak felvilágosítást és a struktúra-probléma megoldása szempontjá-
ból lényeges további mély eredmények elérése valószínűleg nagy horderejű 
új módszerek kidolgozását igényeli. A kominutativitás azonosságának teljesü-
lése miatt, tehát, az Abel-féle csoportok osztálya kissé hozzáférhetőbbé válik, 
ez azonban korántsem jelenti azt, hogy egyidejűleg e csoportokkal kapcsolat-
ban a mély és nehéz problémák is megszűnnének. Ez a kettősség teszi az 
Abel-féle csoportok elméletét oly vonzóvá sok algebrával foglalkozó matema-
tikus számára. 
Az Abel-féle csoportokról írott első olyan mű, amelynek szerzője a tel-
jesség igényével lép fel, F U C H S L Á S Z L Ó most ismertetendő monográfiája. Ami 
a korábban ugyanerről a témáról megjelent müveket illeti, említést kell tennünk 
K A P L A N S K Y Infinite abelian groups (1954) című könyvéről, továbbá K U R O S 
Csoportelméletének (1953) II. részéről, mely utóbbi már csak terjedelménél 
fogva is az Abel-féle csoportokról szóló önálló műnek tekinthető. Kétségtelen, 
hogy az említett két szerző művei megírásával úttörő munkát végzett és hogy 
e két mű megjelenése nagy mértékben járult hozzá az Abel-féle csoportok 
elméletének amúgyis rohamos fejlődéséhez. Bár K U R O S és K A P L A N S K Y könyvé-
nek megjelenése óta csupán néhány év telt el, az elmélet gyors fejlődése 
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szükségessé tette egy olyan könyv megírását, amelynek nagyobb terjedelme 
egy részletesebb tárgyalást tesz lehetővé, s amely már figyelembe tudja venni 
azokat az eredményeket is, amelyek az említett két mű anyagának lezárása 
óta keletkeztek. Egy ilyen nagyszabású monográfia megírására vállalkozott 
F U C H S L Á S Z L Ó , az Abel-féle csoportok egyik legkiválóbb specialistája. Nem 
véletlen, hogy ezt a nehéz feladatot éppen magyar matematikus vállalta magára, 
hiszen világszerte ismertek annak a csoportelméleti iskolának eredményei, 
amely R É D E I L Á S Z L Ó és S Z E L E T I B O R kezdeményezésére, az ő lelkes és ered-
ményekben gazdag munkájuk nyomán jött létre. 
F U C H S L Á S Z L Ó angol nyelvű könyve meglehetősen teljes és részletes 
képet ad az Abel-féle csoportok elméletének jelenlegi helyzetéről. Jóllehet a 
könyv aránylag nagy terjedelme nagyobb lehetőségeket nyújt, az elmélet gazdag 
irodalmának feldolgozásában a szerzőnek mégis szelektálnia kell. Az operátor-
modulusok és a topologizált Abel-féle csoportok elméletének részletes tárgya-
lása messze vezetett volna, így ezt a szerző mellőzi, s ezzel kapcsolatban 
megelégszik utalásokkal. A könyv tehát a szorosabb értelemben vett Abel-féle 
csoportok elméletének részletes tárgyalását tartalmazza, különös tekintettel a 
struktúra-problémára. 
Az első fejezet bevezető jellegénél fogva összegyűjti azokat a csoport-
elméleti tényeket, amelyek a későbbiekben nélkülözhetetlenek. 
A könyv tulajdonképpeni anyaga a második fejezettel kezdődik. Ez a 
fejezet egy jólismert csoportosztállyal, a ciklikus csoportok direkt összegeként 
előálló csoportok osztályával foglalkozik. A szabad Abel-féle csoportok fogal-
mának és legfontosabb tulajdonságainak ismertetése után a véges és a végesen 
generált csoportok alaptétele következik, majd a szerző azzal a fontos kér-
déssel foglalkozik részletesebben, hogy egy tetszőleges Abel-féle csoport milyen 
feltételek mellett bomlik fel ciklikus csoportok direkt összegére. Egy paragra-
fus ciklikus csoportok direkt összegeinek részcsoportjairól szól. 
A harmadik fejezet szintén egy teljesen leírt csoportosztállyal, a teljes 
Abel-féle csoportok osztályával foglalkozik. Ezek a csoportok (izomorfizmus 
erejéig) egyértelműen bonthatók kváziciklikus csoportok, továbbá az összes 
racionális számok additív csoportjával izomorf csoportok direkt összegére és 
nevezetes jellemző tulajdonságok egész sorával rendelkeznek. E fejezetből 
ezekkel a tulajdonságokkal ismerkedhet meg az olvasó. 
A negyedik fejezet a direkt összeadandók és a szerváns részcsoportok 
vizsgálatának van szentelve. Ismeretes, hogy ezek a fogalmak milyen fontos 
segédeszközt jelentenek már P R Ü F E R óta az Abel-féle csoportok szerkezetének 
vizsgálatában. A fejezet számos kritériumot tartalmaz arra nézve, hogy egy 
csoport valamely részcsoportja, illetve szerváns részcsoportja direkt össze-
adandó legyen. Az általános vizsgálatokon kívül néhány paragrafus speciális 
kérdésekkel foglalkozik: a direkt összeadandók egy erősebb tulajdonsággal 
rendelkező kategóriájával, a szerváns részcsoport fogalmának bizonyos álta-
lánosításaival és az ún. algebrailag kompakt csoportokkal. 
A tetszőleges számosságú Abel-féle //-csoportok szerkezetének vizsgá-
latában alapvető fontosságú fogalomnak bizonyult a KuLiKOV-féle bázis-rész-
csoport fogalma. Az ötödik fejezet célja az, hogy a bázis-részcsoportok legfon-
tosabb tulajdonságaival ismertesse meg az olvasót, továbbá hogy előkészítse 
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a következő fejezet strukturális vizsgálatait. Itt van bevezetve a kvázibázis 
fogalma, amely a ciklikus csoportok direkt összegeként előálló p-csoportok 
esetében a bázis fogalmával esik össze, míg az általános esetben a bázist 
bizonyos értelemben helyettesíteni tudja. A bázis-részcsoportok számos neve-
zetes tulajdonsága között megtaláljuk azt A S Z E L E TiBORtól származó nagy 
jelentőségű eredményt, amely szerint a bázis-részcsoport a csoportnak mindig 
homomorf képe. 
A könyv gerincét a VI.—VIII. fejezetek alkotják. Itt tárgyalja a szerző 
az Abel-féle csoportok három főosztályának, ti. a torzió-, a torziómentes és 
a vegyes csoportok osztályának struktúraelméletét. 
A hatodik fejezet a végtelen magasságú elemek nélküli p-csoportok álta-
lános vizsgálatával kezdődik, majd részletesen ki van fejtve a megszámlálható 
p-csoportok P R Ü F E R — U L M — Z I P P I N - f é l e struktúraelmélete. Ezen elmélet álta-
lánosításának lehetőségét vizsgálva egy terjedelmesebb paragrafus előírt Ulm-
sorozatú csoportok konstrukciójával foglalkozik és bebizonyítja K U L I K O V és 
F U C H S tételét Z I P P I N tételének általánosításáról. A fejezet utolsó paragrafusa 
redukált p-csoportok direkt felbontásaira vonatkozó két problémának van szen-
telve: 1) mit lehet állítani az olyan p-csoportról , amelynek bármely direkt fel-
bontásában a direkt összeadandók halmazának számossága kisebb, mint a 
csoport számosságánál nem nagyobb megadott számosság, 2) létezik-e bár-
mely m számossághoz olyan m számosságú p-csoport , amelynek bármely 
direkt felbontásában van olyan direkt összeadandó, amelynek számossága 
nagyobb, mint a csoport számosságánál kisebb bármely megadott számosság. 
A hetedik fejezet tárgya a torziómentes csoportok. A íoziómentes csopor-
tok elmélete sokkal kevésbé van kiépítve, mint a torziócsoportoké, bár ma 
már aránylag sok tény ismeretes a torziómentes csoportok szerkezetéről is. 
A torziómentes csoportok legjobban kivizsgált osztálya az olyan csoportoké, 
amelyek 1 rangú csoportok direkt összegeként állnak elő. Az ilyen csoportok 
invariánsokkal vannak jellemezve. A fejezet egyik paragrafusa olyan torzió-
mentes csoportokkal foglalkozik, amelyeknek operátortartománya a p -ad ikus 
egész számok gyűrűje. Ez a paragrafus előkészíti egy módszer kifejtését, 
amely alkalmas arra, hogy az összes megszámlálható torziómentes csoportot 
invariánsok (p-adikus elemek mátrixaiból alkotott sorozatok bizonyos érte-
lemben vett ekvivalens osztályai) által jellemezze. Ez az eljárás kiterjesztése 
annak a jólismert elméletnek, amelyet a véges rangú torziómentes csoportok 
esetében K U R O S , M A L C E V és D E R R Y dolgoztak ki. — A direkt felbontatlan 
torziómentes csoportok meghatározásának problémáját vizsgálva a fejezet már 
tartalmazza azt az egészen friss eredményt, amely a 2x-nál nem nagyobb 
rangú direk felbonthatatlan csoportok egzisztenciájáról szól. Egy-egy parag-
rafus a torziómentes csoportok néhány fontos osztályáról: végtelen ciklikus 
csoportok komplett direkt összegeiről, homogén és szeparábilis csoportokról 
tájékoztat bennünket. 
A nyolcadik fejezet a legáltalánosabb csoportosztálynak, a vegyes csopor-
tok osztályának van szentelve. Természetesen a tárgyalások középpontjában 
a széthasíthatóság kérdése, tehát az a kérdés áll, hogy egy vegyes Abel-féle 
csoport milyen feltételek mellett bomlik fel egy torzió- és egy torziómentes 
csoport direkt összegére. A vizsgálatok lényegében három kérdés körül c so-
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portosulnak: 1. meghatározandó az összes olyan T torziócsoport, amelyre 
minden olyan G vegyes csoport széthasítható, amelynek maximális torzió-
részcsoportja izomorf 7-vel; 2. meghatározandó az őszes o l y a n / torziómentes 
csoport, amelyre a G vegyes csoport széthasítható, valahányszor J izomorf 
G-nek a maximális torzió-részcsoportja szerint vett faktorcsoportjához; végül 
3. adott T torzió- és J torziómentes csoportok esetén mi a szükséges és ele-
gendő feltétele annak, hogy G széthasítható legyen, valahányszor G maximá-
lis torzió-részcsoportja izomorf 7-vel és G-nek T szerinti faktorcsoportja 
izomorf /-vei. E kérdésekkel kapcsolatos ismereteket a szerző részletesen fel-
dolgozza, az eddig ismertnél egyszerűbb és világosabb tárgyalási módot 
alkalmazva. — A fejezet második részében a tetszőleges Abel-féle csoportok-
nak végtelen mátrixok bizonyos ekvivalencia-osztályaival való jellemzése van 
adva. Bár ez az eredmény a mátrixok tekintett ekvivalenciájának fogalma 
miatt kissé nehezen alkalmazhatónak látszik, mégis igen figyelemreméltó, hogy 
ez az elmélet az első kísérlet a tetszőleges Abel-féle csoportok klasszifikálá-
sára. A szerző által alkalmazott szellemes módszert E R D Ő S J E N Ő fedezte fel 
a torziómentes csoportok esetében. 
A könyv további fejezetei többé-kevésbé függetlenek egymástól és az 
ehnélet alkalmazásait tárgyalják. A kilencedik fejezet egy csoportnak egy másik 
csoportba való homomorfizmuscsoportjának rövidebb vizsgálata után az Abel-
féle csoportok endomorfizmusgyürüit teszi vizsgálat tárgyává. Többek között 
előirt tulajdonságú endomorfizmusgyürűvel (pi. ferdetest, Artin-féle gyűrű, 
reguláris gyűrű stb.) rendelkező Abel-féle csoportok meghatározásával foglal-
kozik. Egy paragrafus az automorfizmusok csoportja, egy másik a teljesen 
invariáns részcsoportok vizsgálatának van szentelve. 
A tizedik fejezet a csoportbővítésekkel foglalkozik. E fejezet tartalmazza 
S C H R E I E R elméletét — természetesen Abel-féle csoportokra alkalmazva, továbbá 
E I L E N B E R G és M A C L A N E elméletének legfontosabb állításait A bővítések csoport-
járól. Ugyancsak részletesen foglalkozik a fejezet azokkal a legújabb eredmé-
nyekkel, amelyeket R . B A E R ért el a bővítések csoportja szerkezetének vizs-
gálatában. 
A rövidebb tizenegyedik fejezetben a tenzori szorzattal ismerkedhet meg 
az olvasó. A szerző itt rávilágít arra a tényre, hogy miért nem játszik lénye-
ges szerepet a tenzori szorzat az Abel-féle csoportok konstrukciójában, míg 
a matematika egyéb területein a fontossága elvitathatatlan. A szerző egyik 
újabb eredménye szerint ugyanis torziócsoportok tenzori szorzata primhatvány-
rendü ciklikus csoportok direkt szorzatát eredményezi, tehát a tenzori szorzat 
— legalábbis a torziócsoportok esetében a struktúrát leegyszerűsíti. Az álta-
lános eset vizsgálata még nem történt meg. 
Az igen tartalmas tizenkettedik fejezet a gyűrűk additív csoportját vizs-
gálja. A gyűrüelmélet az Abel-féle csoportok elméletének egyik legfontosabb 
alkalmazási területe, éppen ezért nem érdektelen annak a kölcsönhatásnak a 
vizsgálata, amely a gyűrű és additív csoportja között áll fenn. A vizsgálatok 
lényegében hazai talajból nőttek ki S Z E L E T I B O R , R É D E I L Á S Z L Ó és nem utolsó 
sorban a szerző munkássága nyomán, aki számos érdekes eredmény elérésén 
kívül a rendszerezés nagy munkáját is elvégezte. A tekintett fejezet a vizsgá-
latoknak két irányát különbözteti meg: a) adott G csoporthoz meghatározandó 
az összes olyan gyűrű, amelynek additív csoportja izomorf G-vel; b) gyürük 
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adott osztályához meghatározandó az összes olyan csoport, amely e gyürű-
osztályhoz tartozó valamely gyűrű additív csoportjaként lép fel. Az a) prob-
lémával foglalkoznak a Ciklikus csoportok direkt összegeire épített gyűrűk, 
Torziógyűrük, Torziómentes gyűrűk, Nilcsoportok és kvázinilcsoportok című 
paragrafusok. Ami a b) problémát illeti, a szerző meghatározza az Artin-féle 
gyűrűk, a féligegyszerü és reguláris gyűrűk, végül a maximum- ill. a szigorú 
minimumkövetelmények eleget tevő gyűrűk additív csoportjait. 
A tizenharmadik fejezet egy analog problémának, a testek multiplikatív 
csoportjára vonatkozó vizsgálatoknak van szentelve. Az alapvető kérdés itt az 
összes olyan Abel-féle csoportok meghatározása, amelyek testek multiplikatív 
csoportjaiként lépnek fel. Sajnos e problémára vonatkozóan aránylag kevés 
eredmény ismeretes, kielégítő választ csupán bizonyos speciális esetekben, 
mint pl. az algebrailag zárt és a valósan zárt testek esetében sikerült adni. 
Ezeket az eredményeket ismerteti a fejezet. 
A tizennegyedik fejezet Abel-féle csoport részcsoportjainak hálójával fog-
lalkozik. Itt több fontos probléma vethető fel, pl. szükséges és elegendő fel-
tételeket találni arra, hogy egy adott háló valamely Abel-féle csoport rész-
csoportjainak hálójával legyen izomorf, vagy meghatározni az összes olyan 
csoportot, amelyeknek részcsoporthálói izomorfok. Ezek általában igen nehéz 
kérdések, bár velük kapcsolatban már sok részeredmény ismeretes. A fejezet 
ezeket, a nagyrészt B A E R Í Ő I származó eredményeket dolgozza fel. 
A tizenötödik fejezet a kővetkező problémával foglalkozik: ha adott Abel-
féle csoport bizonyos részhalmazainak direkt összegeként áll elő, mit mond-
hatunk ezekről a részhalmazokról. Ez a probléma, amely még abban az eset-
ben is rendkívül nehéznek látszik, ha a csoportra ill. a részhalmazokra bizonyos 
megszorításokat teszünk, a jólismert HAjós-féle tétel általánosítását célozza. 
Ebben az irányban a szerzőnek vannak figyelemreméltó eredményei. Egyrészt 
a HAjós-féle tétel olyan általánosítását bizonyítja be, amely tetszőleges, (tehát 
nem szükségképpen véges) csoportok véges sok részhalmazának direkt össze-
geként való előállítására vonatkozik, másrészt olyan felbontásokat vizsgál, 
amelyekben a direkt komponensek halmazának számossága tetszőleges lehet. 
A fejezet tartalmaz egy paragrafust ciklikus csoportok részhalmazok direkt 
összegeként való előállításáról is. 
A könyv utolsó, tizenhatodik fejezete bizonyos speciális kérdéseket tár-
gyal. A felvetett problémák önmagukban is érdekesek, s a megoldások illuszt-
rációk arra, hogy az elméletet hogyan lehet alkalmazni egy-egy konkrét prob-
léma megoldására. 
Talán ez a rövid ismertetés is érzékeltetni tudja azt, hogy milyen gazdag 
az az anyag, amelyet a szerző könyvében feldolgozott. Az anyag összeválo-
gatását a szerző a legnagyobb körültekintéssel végezte, s úgy véljük, hogy a 
könyv minden olyan ismeretet tartalmaz, amelyet ma az Abel-féle csoportok 
elméletében lényegesnek tartunk. Emellett gazdag anyagot találhat az olvasó 
az elmélet eredményeinek alkalmazására is. A szerző nagy gondot fordított 
arra, hogy könyvébe a legújabb eredmények is belekerüljenek, s így a könyv 
számos olyan (részben a szerzőtől, részben másoktól származó) eredményt 
tartalmaz, amely itt először van publikálva. Az olvasó e mű áttanulmányo-
zásakor helyes képet fog kapni arról is, hogy az Abel-féle csoportok elmé-
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letében milyen helyet foglalnak el azok az eredmények, amelyeket magyar 
matematikusok értek el ezen A területen. F U C H S könyve tehát egyben a hazánk-
ban folyó csoportelméieti kutatások dokumentációja is. 
Külön kell szólnunk arról a rendkívül alapos munkáról, amelyet a szerző 
a mű megfogalmazásakor végzett. Az anyag gondos elrendezése, világos és 
szabatos kifejtése, a bizonyítások csiszoltsága és a stílus egyszerűsége nagyon 
megkönnyítik az olvasó munkáját. A könyv önmagában is teljesen érthető, s 
a szerző által csak szerény halmazelméleti ismeret, s bizonyos matematikai 
érettség van feltételezve. Az anyag főrészeinek részletes kifejtése mellett több 
mint 500 gyakorlat szolgál a tárgyalt anyag illusztrálására és a tekintett 
tárgyban való elmélyedésre. Kétségtelen, hogy ezeknek a gyakorlatoknak a 
kidolgozása nagy mértékben fogja az olvasót a csoportelmélet módszereinek 
elsajátításához hozzásegíteni. Kiemelendő, hogy a szerző müvében csaknem 
száz érdekes nyílt problémát gyűjtött össze, amelyek nagyrésze magától a 
szerzőtől származik. Ezek a problémák bizonyára ösztönzőleg hatnak majd az 
Abel-féle csoportok kutatóira. A könyv egy több mint 300 adatot tartalmazó 
irodalomjegyzékkel, továbbá egy jól használható szerző-, ill. tárgymutatóval 
van ellátva. 
Mindent összevetve ügy véljük, hogy F U C H S L Á S Z L Ó könyvének meg-
jelenésével a csoportelméleti irodalom lényegesen gazdagabbá vált, s hogy 
e könyv fontos forrásmunkája lesz a további Abel-féle csoportokra vonatkozó 
kutatásoknak. De nagy haszonnal forgathatják e könyvet azok az egyetemi 
hallgatók is, akik meg akarnak ismerkedni az algebra e fontos ágával, s így 
e könyvet a matematikusok szélesebb rétegének is melegen ajánlhatjuk. 
A könyv, amely angol nyelve révén a külföld számára is hozzáférhető, bizo-
nyára világszerte meleg fogadtatásban fog részesülni. 
Kertész Andor 
a Debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem 
Matematikai Intézete 
M e g j e g y z é s e k H e n n y e y Zol tánnak az o p e r á t o r s z á m í t á s 
m e g a l a p o z á s á r a irányuló k í sér le tére 
1 9 5 8 őszén jelent meg H E N N Y E Y Z O L T Á N : Lineáris áramkörök elmélete 
c. műve, mely, bár a műszaki tudományok egy ágát öleli fel, mégis a mate-
matikus kritikáját is kiváltja. Ennek oka az, hogy a mű jelentékeny része 
— csaknem negyedrésze — matematikai kérdéseket tárgyal, és a szerző szé-
rint új, önálló matematikai meggondolásokat tartalmaz. Ezek egy részével 
szeretnénk foglalkozni, hangsúlyozva, hogy nem szándékunk Hennyey könyvé-
ről ismertetést adni. 
A szóbanforgó könyv i. fejezete az operátorszámítással foglalkozik és 
célja az operátorszámítás egy új megalapozását kidolgozni. Pontosabban: a 
szerző szerint azt az operátorszámítást kívánja felépíteni, mely HEAVisiDE-től 
származik, amely „azonban matematikailag megalapozatlan . . . s sokszor hibás 
eredményekre vezetett. Az első fejezet ennek a hibának kiküszöbölésére törek-
sz ik . . . " (11. old. 10—12. sor) 
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A szerző törekvése, sajnos nem járt sikerrel. „Megalapozása" rosszabb, 
mint az eredeti Heaviside-iéle és még heurisztikus módszernek sem alkalmas, 
mert elgondolásait szembetűnően helytelen állításokra építi. „Alapötlete", 
mellyel a heaviside-i „hibát" ki akarja küszöbölni, a következő: Hennyey sze-
rint a Heaviside-féle kalkulus hibája abban áll, hogy nem veszi figyelembe 
azt, hogy a differenciálhányados operátorának inverze, az integráloperátor, 
nem egyértelmű (!). E hiba a szerző szerint úgy küszöbölhető ki (15. old. 
3. bek.), hogy tekinti mindazon függvények terét, melyek a t <a félegyenesen 
eltűnnek (a minden függvényre általában más és más valós szám) és az integrá-
ciós állandót mindig úgy választja meg, hogy az integrál is a szóbanforgó 
függvénytérbe essék. (E függvénytér elemeit Hennyey „belépő időfüggvények-
nek" nevezi.). Nyilvánvaló, hogy ezzel a Heaviside-kalkulus megalapozatlan-
ságát nem szünteti meg, hiszen ezzel sem az általánosított differenciálás fela-
datát, sem pedig operátorok függvényeinek szabatos értelmezését nem lehet 
megoldani. De Hennyey szerint nem is szükséges (e kérdések megoldásában 
nem is lát nehézséget), mert a következőket hiszi: 
a) Minden végtelen sokszor differenciálható függvény egyúttal analitikus is. 
Igaz, a szerző „analitikus időfüggvényen mindenütt értelmezett és mindenütt 
akárhányszor differenciálható korlátos időfüggvényt" ért (17. old. 12. sor), de 
valójában felhasználja — és éppen a kritikus helyeken — azt, hogy az általa 
analitikusnak nevezett függvények tényleg analitikusak abban az értelemben, 
ahogyan azt szerte a világon elfogadják. így például a 25. oldalon (1. sor) 
ez áll: „/(() analitikus függvény (ti. HENNYEY-értelemben), mely tehát min-
den t körül minden 7-re konvergens TAYLOR-sorba fejthető". 
b) Minden folytonos függvény differenciálható. A Deriválás c. fejezetben 
(19. old. 3. §) ez olvasható: „Egyelőre azonban a deriválásnak csak akkor 
van értelme, ha a . . . belépő függvény a töréspontokban folytonos", a 20. olda-
lon pedig ez áll: „Induljunk ki a . . . függvényből, mely tetszésszerinti (esetén 
folytonos. így deriváltja létezik". 
De a Dirac-féle ô definíciója sem fogadható el. Hennyey pontosan azt 
mondja, amit a régi, Hennyey szerint is hibás operátorszámításban mondtak: 
da(t) olyan függvény, mely minden t mellett eltűnik a t = rc kivételével, 
e helyen a függvény nincsen értelmezve. Ennek ellenére 
t 
J d a ( x ) d x = Ha(t), 
- O D 
ahol Ha(t) a Heaviside-féle egységfüggvény [//„(/) 0, ha t < a és //«(/) = 1, 
ha ( > « ] . Illett volna tudnia a szerzőnek, hogy minden szokásos integrál-
fogalom mellett a második kikötés kielégíthetetlen. De tartalmaz a könyv egy 
másik, „még szebb" definíciót is a Dirac-deltára a 22. és 23. oldalon. Itt 
lényegében a d-t egy nem konvergens függvénysorozattal, mint annak határér-
tékét definiálja. Hogy a függvénysorozat nem konvergens, ezt a szerző is 
megjegyzi, de e nehézségen könnyen segít olymódon, hogy a d-t a divergens 
sorozat tagjaival approximálja! 
Úgy véljük, az eddigiekből világosan kitűnik Hennyey elméletének tudo-
mányos értéke. Éppen ezért nem is foglalkozunk a szinte oldalanként fellel-
hető, az értelmetlenségig pongyola meghatározásokkal és kifejezésekkel (mit 
2 1 4 KÖNYVISMERTETÉSEK 
jelent az, hogy „operatorikus előállítás"? vagy „végtelen tagú polinom"?) és 
szokatlan, célszerűtlen jelölésekkel (például miért kell a természetes logaritmusok 
alapszámát a világszerte szokásos e helyett £-vel jelölni?). Sőt az egész mű mate-
matikai része még ennyi megjegyzést sem érdemelne, ha nem az Akadémiai Kiadó 
egy könyvéről lenne szó. Már pusztán ez a tény önmagában is, de előszavá-
val és több helyen tett megjegyzéseivel még inkább azt a látszatot igyekszik 
kelteni, hogy itt — ha nem is teljesen sikerült — de „úttörő" kutatásokról 
van szó és ezért alkalmas arra, hogy a kutató műszakiakat megtévessze. Ennek 
a veszélye annál inkább fennáll, mert abban igaza van Hennyey Zoltánnak, 
hogy a Lfí/7/űce-transzformációra épült operátorszámítás nem mindenben elégíti 
ki a műszaki és fizikai alkalmazások igényeit. Ezért valami más elmélet szük-
séges. Abban azonban nincs igaza a szerzőnek (mint ahogyan azt könyvének 
1 3 . oldalán irja), hogy „az utóbbi évtizedek szerzői az operátorszámítást a 
Laplace-traszformáció jól megalapozott bázisára építik fe l . . . " . Éppen a leg-
utóbbi évtizedek egyik legszebb alkalmazott matematikai eredménye az ope-
rátorszámítás különböző, nem a Laplace-íranszformáción alapuló felépítése, 
amelyek éppen a természettudományos igényeknek megfelelően az operátor 
fogalmát helyezik meggondolásaik középpontjába. Utalni lehet itt elsősorban 
L A U R E N T S C H W A R T Z : Théorie des Distributions с. kétkötetes 1 9 5 1 - b e n meg-
jelent világszerte feltűnést keltő könyvére vagy még inkább J A N M I K U S I N S K I 
Rachunek Operatorów c. 1 9 5 3 - b a n kiadott (a második kiadás 1 9 5 7 - b ő l való) 
könyvére, amely nemcsak az operátorszámítás szép, egyszerű és szemléletes 
felépítését tartalmazza, hanem többek között a lineáris áramkörök elméletének 
szabatos és egyben szemléletes tárgyalását is adja. Annál sajnálatosabb, hogy 
Hennyey ezeket az eredményeket nem használta fel, sőt ezekről még említést 
sem tesz, mert hiszen tudott róluk. E sorok szerzője is, és jelenlétében más 
matematikusok is, felhívták rá figyelmét. 
Hennyey Zoltán dilettáns tárgyalásmódja, a könnyen fellelhető irodalom 
teljes negligálása és az ebből fakadó félrevezető megjegyzések nemcsak az 
operátorszámítással kapcsolatos fejezetekben nyilvánulnak meg. Könyvének 
harmadik fejezete a dimenzióelmélettel, ezzel az érdekes heurisztikus mód-
szerrel foglalkozik. Ezzel kapcsolatban egyszerűen kijelenti, hogy „ez a téma, 
mellyel a tudomány szinte nem foglalkozik" (64. oldal). Honnan veszi ezt a 
szerző? 
A dimenzióelmélet, ha nem is áll a matematikai érdeklődés középpont-
jában, de állandóan művelt tudományág. Nem kell másra utalni, mint D R O B O T 
kiváló dolgozatára a Studia Mathematicában ( 1 9 5 3 ) , melyben a pi-tétel igen 
szabatos, szép bizonyítását adja, vagy H . L . L A N G H A A R : Dimensional Analysis 
and Theory of Models ( 1 9 5 1 ) c. szép könyvére (tucatjával lehetne sorolni 
régebbi és újabb, e témával foglalkozó könyveket és dolgozatokat). Mi szük-
ség van akkor Hennyey „eredeti", teljesen zavaros okfejtéseire? 
Az Akadémiai Kiadónál megjelent műtől sokkal nagyobb tudományos 
lelkiismeretességet, precizitást és szakszerűséget várunk, mint amilyen H E N N Y E Y 
könyvének, legalább is, a matematikával foglalkozó része. 
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IN MEMÓRIÁM WOLFGANGI BOLYAI 
— HALÁLÁNAK 100. ÉVFORDULÓJÁRA* — 
írta: DÁVID LAJOS ny. egy. tanár 
Alábbi tanulmányom Bolyai Farkas három — egy-egy latin, magyar, 
német — műve alapján készült. Széleskörű munkássága újat vagy jobbat 
nyújtó részének az eddigi tárgyalásoknál átfogóbb exhaustiója. Egyes tételeit 
szabatosabban fogalmaztam meg, több fontos esetben leszögeztem prioritását, 
kiemeltem általa fölvetett s az ő szellemében kifejtendő, ma is értékes, érde-
kes problémákat, továbbá bő irodalmat csatoltam munkámhoz gondolataival 
kapcsolataival, így e gondolatok sorsára vonatkozóan is. 
Tanulmányom fejezetei: I. Idő és tér. — II. „Systema scientiae." — 
III. Az idő axiómáiról. — IV. Határfogalmak. — V. Részelmélet é s 
kontinuum. — VI. Aritmetika. — VII. Analízis. — VIII. Geometria. — 
Függelék: Didaktika. — Zárószó. 
Rövidítések: A Tentamen 2-ik kiadásának (M. T. Akadémia 1897—1904) 
első kötetére T.\., második kötetének első („Textus") részére Т.п. által hivat-
kozom. Továbbá: 
Aritmetika 1843 = A' Marosvásárhelyt 1829-ben nyomtatott Aritmetika 
Ele jének. . . k i adása . . . 1843; 
KG. = B O L Y A I F A R K A S szintén névtelenül megjelent Kurzer Grundriss... 
c. munkájának (1851) 2-ik kiadása P . S T Ä C K E L , Wolfgang und Johann Bolyai 
Geometrische Untersuchungen с. munkája (I—II, 1913) II-ik kötetében 
119—179. 
Stäckel 1. ill. II. = S T Ä C K E L előbbi munkája. 
További irodalom a fejezetek végén. 
I. Idő é s tér 
B O L Y A I F A R K A S a matematikában két fő diszciplínát különböztet meg: 
az aritmetikái és a geometriát. Az aritmetika az idő formájára redukált meny-
nyiségek1, a geometria pedig az „űr" (a testektől való minden irányú és 
határtalan elvonatkozás után maradó üresség), vagyis a tér tudománya2. Kép-
* A Magy. Tud. Akadémia III. Osztályának megbízásából 1956-ban készült tanulmány. 
1 III. Osztály Közleményei IX/3 
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zeteink egymásutánja illetve egymásmellettisége időben és térben lehetséges, 
de hogy az idő és a tér, e két végső hely (loca ultima3) szemléletünkön 
kívüli „realitás"-e, vagy nem, azt — mondja B O L Y A I — eldöntetlenül hagy-
juk: megelégszünk annak megállapításával, hogy mindkettő absztrakció révén 
válik alkalmassá matematikai meggondolások számára. 
Figyelemreméltó B O L Y A I e tartózkodása, mivel az általa jólismert és 
n a g y r a b e c s ü l t N E W T O N , E U L E R é s G A U S S sze r in t a tér r ea l i t á s , ső t N E W T O N 
szerint az idő is4. Egyébként BOLYAival csaknem egyidőben W. R. H A M I L T O N 5 , 
később pedig H . v. H E L M H O L T Z 0 is az idő fogalmára alapította a valós változó 
ill. szám fogalmát7. De már H . DE W R O N S K I szerint is az idő törvényei alkot-
ják az aritmetika tárgyát8. 
Az aritmetika B O L Y A I később megjelent könyvében, az Aritmetika 1843-
ban is „időtan"-ként szerepel9, de a KG-ben az idő fogalma már csak egy-
szer fordul elő, és ott is laza összefüggésben a szöveggel10. Ebből úgy látszik, 
hogy közben feladta a Tentamenben elfoglalt álláspontját. Nem ö az egyetlen, 
aki e téren idők folyamán változtatta fölfogását, ennek igazolására idézzük 
A . H E Y T I N G 1 1 következő megállapítását: „Zuerst betrachtete B R O U W E R das 
Kontinuum als durch die Zeitintuition gegeben". Különben B O L Y A I már a 
Tentamenben is több helyen12 leszögezte, hogy „omnia dicta vero ad rectam 
applicari potest", vagyis okoskodásunk alapjául az idő helyett az egyenest is 
vehetjük. 
Álljon még itt S T Ä C K E L megjegyzése és javaslata13: „Das Heranziehen 
der Zeit, (als Träger der stetig veränderlichen Grösse,)... bildet einen bemer-
kenswerten Übergang von der geometrischen zur rein aritmetischen Begrün-
dung des Begriffs einer stetig veränderlichen Grösse; eine eingehendere 
Untersuchung dieser Bestrebungen, die bis jetzt wenig beachtet worden sind, 
würde sich sicherlich lohnen.14" 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK I.-hez 
1
 T.i. 27—28, 52, Т.п. p. XII; Aritmetika 1843, 9—10. V. ö. VI-ban e redukálás értel-
mezését, 
2 7.1. 28; 7. H. p. XI—XII. 
3
 7.1. 6, máshol „loca primaria": 7.ц. p. XI. 
4
 Az aritmetika fenti értelmezése, az idő s a tér végső (vagy első) helyek gyanánt 
való fölfogása emlékeztet ugyan KANTra, de azzal az eltéréssel hogy B O L Y A I hangoztatja 
(7.1. 6,27) az absztrakció szerepét a tiszta idő és tér belső szemléletének létrejöttében, 
ezzel szemben Kantnál az apriorizmus dominál. Megemlítjük, hogy B O L Y A I 1804-ben tartott 
székfoglaló beszédében (közli P E R É N Y I J Ó Z S E F , Irodalomtört. Közi. 27, 1917, 83—88) az idő 
még nem szerepel az aritmetikával kapcsolatban. 
5
 Theory of conjugate functions...; with... essay on algebra as the science of pure 
times. Transact, of the Royal Irish Academy 17, 1837, 299 etc., (read. Nov. 4, 1833.) 




 Schriften zur Erkenntnistheorie, ed. P . H E R T Z und M . S C H L I C K , 1 9 2 1 , 7 0 , 9 8 . 
7
 Mindez ARisTOTELEsre vezethető vissza, kinek mély matematikai meglátásairól rész-
letesen tájékoztat A. G Ö R L A N D , Aristoteles und die Mathematik, 1899 с. könyve (VIII + 212). 
8
 Introduction à la philosophie des mathématiques, Paris, 1811, 1—2. 
9 Pag. 10, 3 4 . 
10 Pag. 141. 
11 Mathematische Grundlagenforschung etc. Ergebnisse der Math, und ihrer Grenz-
gebiete, III. Bd. 4. Heft, 1934, 19. 
12 7л. 59, 60, továbbá 51, 52. 
IS Stockei 1, 33. 
1 4 E vizsgálatban О . B E C K E R , Mathematische Existenz etc. 1 9 2 7 , c. könyve okvetlen 
figyelembe veendő. 
II. „Systema scientiae" 
B O L Y A I azt kívánja1, hogy az értelmezés (definitio) lehető egyszerű legyen, 
ne tartalmazzon fölösleges részt, ugyanakkor azonban állapítsa meg az illető 
fogalom összes, őt kizárólag jellemző tulajdonságait. Az értelmezés révén 
adódó fogalomnak nevet adunk, ez lehet szó, vagy jel. Nem-azonos dolgok-
nak (lehetőség szerint) különböző szók (jelek) feleljenek meg. A fogalom 
realizálása némelykor bizonytalan vagy éppen lehetetlen2, ezt később B O L Z A N O 1 1  
is hangoztatja és alkalmazza. 
Axióma az önmagában evidens ítélet4. Bebizonyításban az axiómák 
(s így a fogalmak) valamely csoportjából szükségképp következik a bebizo-
nyítandó ítélet. Ennek neve tétel. 
Mármost B O L Y A I szerint5 „a tudomány, vagy inkább a tudomány rend-
szere áttekinthető rendbe való foglalása: 
1. szabatos értelmezéseknek, kezdve a legegyszerűbb fogalmakon, és a 
már definiáltak felhasználásával mind bonyolultabbakra térve á t . . . 
. 2. a legegyszerűbb olyan axiómáknak, melyek egyike sem következik 
a többiből; 
3. az ezekből bebizonyított tételeknek. 
Nem lehet azonban mindent értelmezni, nem lehet mindent bebizonyí-
tani a végtelenig haladva visszafelé. Vannak dolgok, további indító ok, és 
értelmezésükre további világosabb szó nélkül. Mindezek összegyűjtése érdemes 
munka lenne." Másutt pedig ezt írja: „Minden szót szóval magyarázni nem 
lehet."6 
Az előbbi idézetben több meglepő gondolatot találunk. Szerepel benne 
pl. az axiómák egyszerűségének és egymástól való függetlenségének — akkor 
még új7 — követelménye. Ismeretes, hogy az első követelmény nem mindig 
valósítható meg.8 Tartalmazza az idézet a végnélküli regresszus lehetetlensé-
gének aristotelesi elvét is6. Érdekes az utolsó mondat: .fölhívás 1832-ben 
1 * 
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{in petto talán már a jénai tartózkodás idejéből, 1796-ból10) egyetemes (azaz 
minden egyes tudományban végzendő11) axiomatikus kutatásra. És majdnem 
kilencven évvel később D. H I L B E R T mintegy hitvallásként írta1-: „Ich glaube: 
Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens überhaupt sein kann, 
verfällt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen 
Methode und damit mittelbar der Mathematik. Durch Vordringen zu immer 
tieferliegender Schichten von Axiomen im vorhin dargelegten Sinne gewinnen 
wir auch in das Wesen des wissenschaftlichen Denkens selbst immer tiefere 
Einblicke und werden uns der Einheit unseres Wissens immer mehr bewusst. 
In dem Zeichen der axiomatischen Methode erscheint die Mathematik berufen 
zu einer führenden Rolle in der Wissenschaft überhaupt." 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK Il.-höz 
I
 Ti. 7. 
s U. о. és Ariimetika 1843, 197. 
3 Wissenschaftlehre, 1837 с. munkájában többször írja (I. §§. 19, 25, 48, 70) hogy 
némely bizonyításban szükségesek lehetetlen, „imaginárius" képzetek, továbbá hogy nem 
csak létező dolgokat ismerhetünk meg. Ezekre alapítja a „Wahrheit" és a „Satz an sich" 
fogalmait, amikkel a létezés és érvényesség: az elgondolhatóság és igazság szétválasz-
tására törekszik. 
4
 A geometriában valamely állítás (ítélet) mint axióma alkalmazható vagy fölfogható 
pl. hipotézis, posztulátum, definíció értelmében: ennek megfelelően interpretálható az „ön-
magában evidens" kifejezés. 
5
 T. i. 7: Scientia vei potius Systema scientiae. Mivel scientia első jelentése tudás (1. 
pl. F I N Á L Y — R É Ü E N I , Latin-magyar iskolai szótár, 1 8 5 8 ) , azért e hely S T Á C K E L Í Ő I (II, 2 9 ) 
eltérően így is fordítható: tudomány vagy inkább (bizonyos) tudás rendszere. 
6
 És így folytatja: „Mert légyenek a, b,...g szók: ha az a magyarázatába belé jő b, 
a ' b magyarázatába már nem jöhet sem a, sem b\ és így folyva, vcgre ha g az utolsó, 
mely az azelőtti / magyarázatába belé ment, ezen g magyarázatába sem a, sem b,.. .g 
nem mehet, tehát magyarázatlan marad. Ha pedig megint új szó támad, 's meg új, mind 
tovább, végnélkül folyva, soha se végződik bé." Aritmetika 1843, 197. 
7
 Stäckel I, 39. De Aritmetika 1843, 199 szerint célszerű mértéket tartani e függet-
lenségben! 
8
 vö. pl. D Á V I D , Bolyai-geometria az Appendix alapján, 1944, 129. 
9
 L . pl. P A U L E R Á., Logika, 1925, 35, 168—169. Szerepel még ez az elv: Aritmetika 
1843, 197, 202. 
10
 vö. D Á V I D , A két Bolyai élete és munkássága, 1 9 2 3 , 1 1 — 1 2 , 1 8 9 . ( 2 0 . jegyz.) 
I I
 Ugyanis idézetünk a Tentamen valamennyi tudományt osztályozó részében áll. 
12
 Axiomatisches Denken, Math. Ann. 78, 1918, 415. 
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III. Az idő axiómáiról 
Az aritmetika I . - b e n említett értelmezésével együttjár, hogy B O L Y A I — 
több helyen — megkísérelte összeállítani a szemléleti idő axiómáit1. Ezek sze-
rint az idő egyetlen [ = más fogalommal nem identifikálható], bármely pilla-
nattól (időponttól) kezdve két irányban végnélküli, folytonos2 mennyiség, és 
e pillanat mindig mint más résznélküli3 van jelen. Továbbá ha az a pillanat 
előbb van, mint a b, ez pedig mint а с pillanat, akkor a előbbi c-nél4. Ma 
ez a tranzitivitás axiómája. Csak az Aritmetika 1843-ban olvassuk a követ-
kezőt5: bármely időpont előtt utolsó, utána első időpont nincs6. 
Kiemeljük még a következő axiómáját: bármely végesben lévő, ezutánt 
pillanat bekövetkezik, az összes soha. Ennek folytatása és befejezése a követ-
kező figyelmeztetés: igen gyakran igaz valami bármelyikről, de az összesről 
nem-igaz1. Hogy szükséges lehet a bármelyik (bármely egyik) és az összes 
(minden egyik) megkülönböztetése, arra maga az axióma első része ad példát 
is. A KG. 173. lapján másik példát is találunk: „Linien..., deren jeder Punct 
geometrisch construirt werden kann, alle aber nie". 
A bármelyik és az összes fontos, alapvető megkülönböztetése szerepel 
1908-ban B. RussELLnél — a nem-praedikatív fogalomalkotás tilalmának 
megvalósítására alkotott típuselméletben — de a prioritás B O L Y A I F A R K A S Í 
illeti8. 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK III.-hoz 
1
 7л. 11—12, Т.п. 2, Aritmetika 1843, 198. 
2
 vő. a kontinuum értelmezését V-ben. 
3 A Tentamenben (7л. 24.) résznélküli (részeden) expers azaz ex-pars. V.o. 
F I N Á L Y — R É G E N I 11-ben id. m. 
4
 Csak a früher és später axiomatikáját adja M . P A S C H , Grundlagen der Analysis, 
1 9 0 8 , 2 — 5 . 
3 Pag. 1 9 8 . 
0
 Punkt reiht sich nicht an Punkt, és P u n k t . . . der mit Punkten sich nicht zum 
Continuum zusammenreihe: ARisTOTELEsböl ford. G Ö R L A N D , id. m. 12, 96 és 27. — B O L Y A I 
írja 1856-ban: Die Anzahl untheilbarer Punkte (sie mag so gross seyn wie man will) macht 
kein Continuum. (Briefwechsel Gauss—Bolyai 1899, 148: Levél Sartorius von Walter-
shausenhez.) 
7
 Az egész idézet így szól: Tempus quodvis finitiim, quod non fuit, adveniet, 
omnenunquam. Saepissime est, quod aliquid de quovis dici potest, de omni non. (T.\. 11, 
а II. axióma.) 
8
 K Ö N I G D É N E S , Logikai ellentmondások, 1 9 1 0 c. értekezésében (Alexander Emlék-
könyv különlenyomat) 10. írja: „Az összes és bármely (alle és jede, all és any) szavak 
szigorú megkülönböztetését követeli R U S S E L L . E gondolat F R E G E Î O I származik: Grundgesetze 
der Arithmetik, I, 1893, [24]." A FREGEre vonatkozó állítás téves: a szigorú megkülönböz-
tetés Bolyainál már több mint hatvan évvel előbb megtörtént. 
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I V . Határ foga lmak 
A rendelkezésünkre álló adatok szerint B O L Y A I F A R K A S volt az első, aki 
határátmenetkor a félreérthető, sőt elvileg hibás n = oo jelölésben az egyen-
lőség jele helyett mást alkalmazott. Mai napság J . G . L E A T H E M 1 ( 1 9 0 5 ) nyo-
mán a határátmenetet nyílvessző —• jelével fejezzük ki. BoLYAinál más jelt 
találunk2 , de a lényegben, hogy a °o jelölés szerint sem valamivel egyenlő 
szám, legalább hetvenhét évvel megelőzte L E A T H E M L 
A valós változó3 konvergálását B O L Y A I kissé nehézkesen fogalmazza 
(nincs még jel az abszolút értékre), de a lényeg megvan: tetszőlegesen meg-
adva a pozitív z-t (másutt m-t), bizonyos különbségek ennél kisebbek4 . Azt a 
fölfogást vallja, hogy sorozat határértéke + oc is lehet, erről az esetről külön 
is szól5. Említésreméltó a megállapítása, hogy az aritmetika csak véges meny-
nyiségekkel és a zérussal foglalkozik3, de — mint később látni fogjuk — még 
az „infinitézimálisnak mondott" kalkulusban sincs szükség végtelenre7. Értel-
mezése szerint valamely V mennyiség véges, ha tetszőleges (nem-zérus) и  
darabjához tartozik akkora n természetes szám, hogy na>V. Mai kifejezés-
sel: ha mérhető az E U D O X O S (ARCHIMEDES)-féle axióma értelmében8 . Eszerint 
a zérus (az idő- és térpont, szemben az időközzel, ill. egyenesdarabbal) nem 
mennyiség; ezzel magyarázható előbbi különállása az aritmetikában. 
A limes fogalmától elválasztva tárgyalja — külön elnevezés nélkül — 
a felsőhatárt. A Tentamenben a supremum létezését axióma révén tételezi föl, 
később ehhez magyarázatot is füz, de ez nem bizonyítása a felsőhatár exisz-
tenciájának. A KG.-ben a supremum létezése ismét axióma3 . A három külön-
böző nyelvű, lényegében megegyező .állítást így foglalhatjuk egybe: 
Ha egy A állítás az a, b zárt időköz bármely pontjában igaz, de a 
későbbi с pontban már nem igaz, akkor van utolsó az а, с időköz azon 
p pontjai között, amelyekre áll, hogy az a,p időköz p előtti bármely pontjában 
igaz A. 
E p pontban A vagy igaz (ekkor p az utolsó az ilyen pontok között), 
vagy nem-igaz (s ekkor p első az ilyen pontok között). A p pont felsőhatár 
az A állításra nézve. 
Az analog alsóhatárt B O L Y A I nem értelmezi. 
Az I. § -ban emiitettük, hogy az időköz helyettesíthető egyenesdarabbal. 
i 
1. ábra 
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A felsőhatárt B O L Y A I — többek között — a következő problémákra 
alkalmazza: az ívhossz értelmezése10, korlátos, monoton változó konvergálása11, 
közös síkban levő két egyenes (vagy kör és egyenes) forgással előálló pár-
huzamosságának (ill. érintésének) létezése12, véges időköz (egyenesdarab) л-ed 
részének exisztenziája13, a mérhetőség axiómája14. 
A felső- és az alsóhatár fogalmát közel egyidőben, de egymástól füg-
getlenül többen is értelmezték16. G A U S S Dissertatiójának ( 1 7 9 9 ) 6 . részében 
már ismerősként alkalmaz felsőhatárt. Egy 1 8 1 2 . előtti kéziratában (mely csak 
1 9 1 2 - b e n jelent meg) két szélső határt távolság, azaz metrika nélkül vezet be, 
pusztán rendezésekre támaszkodva16. Néhány év múlva ( 1 8 1 7 ) — mikor a 
Tentamen alapvető részei már elkészültek — B . B O L Z A N O közölt egy — 
B O L Y A I előbbi axiómájával analóg — tételt „bizonyítással" együtt a felsőhatár 
létezéséről". Ezek az eredmények azonban majdnem teljesen hatástalanok 
voltak az akkori matematikus világra, a supremum és az imfimum fogalma 
csak C . W E I E R S T R A S S 1 8 6 0 - t ó l tartott előadásai révén vált közkinccsé, és nyert 
polgárjogot az analízisben. Elogadhatjuk tehát K Ö N I G G Y U L A és R É T H Y M Ó R 
megállapítását18: „BOLYAI hoc fundamento limitis, quod cardinalis propositio 
est totius systematis, aetatem suam superans monumentum exegit nomini suo". 
B O L Y A I maga is látta axiómája jelentőségét: olyan alapnak tartotta 
„mely sok helyt talán edjedül szabadit"19. Nehezen, sőt átmeneti tévedés árán 
jutott el hozzá20, de alkalmazásaival együtt legfényesebb önálló alkotása21. 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK IV.-hez 
I
 F. C A J O R I , A history of mathematical notations, II, 1929, 257. E kiváló mű közli 
Bolyai több sajátos jelölését is. 
- E jel a Tentamenben T, 3;3o, az Aritmetika 1843-ban 33, 108,243 a kezdő föl-
felé menő vonalka egyenes. Mindkettőnél, és a nyílvesszőnél is kényelmesebb a lefelé 
kezdő L, ( F A R K A S G Y U L A kolozsvári előadásaiban már 1900 - t ó l . ) 
3
 A változó (variabilis) jelentése köz(ös)név (ill. nomen generale) bizonyos mennyiség 
mérőszámaira. E szót ilyen értelemben először B O L Y A I használja 1830-tól kezdve: K E R E S Z T E S I 
M Á R I A , A magyar matematikai műnyelv története. Közlemények a Decreceni Tud. Egyetem 
Mat. Szemináriumából, XI, 1935, 190. 
4
 „Maius et minus intelligitur hic * et - abstrahendo." (7л. 35.) E két jel qualitást 
(pozitív, negatív) jelöl, nem műveletet. Később H . H A N K E L ( V . Ö. Vl.-beli művét) alkalmaz 
ilyen megkülönböztetést. 
5
 T. i. 35, 46; Aritmetika 1843, 33; KG. 140. 
II
 7л. 34, 35, 46, ahol log о bár „quantitas impossibilis, sed hoc sensu fiet — œ.11  
Később (188.) már egyszerűen log 0— — 00 áll. V.o. még Aritmetika 1843, 33,34; KG. 140. 
7
 7л. 35; Aritmetika 1843, 360. 
s
 A mérhetőség axiómáját 1. még alább 14. jegyz. 
» 7л. 20: E; Aritmetika 1843, 202; KG. 141. 
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10 Т.н. 288, 292—296. Vö. S T Ä C K E L I I , 272, ahol B O L Y A I J Á N O S bírál régebbi ívhossz-
értelmezéseket leszögezve, hogy mindeniknél szaba tosabb a B O L Y A I F A R K A S Ó . 
» 7.1. 55. 
•
2
 Aritmtika 1843, 2 0 3 . Az Appendix ben ( 1 . § . ) B O L Y A I J Á N O S alkalmaz hallgatólago-
san ilyen forgást, föltételezve, hogy létrejön a párhuzamos egyenest jellemző határhelyzet. 
Apjának előbbi axiómájával megalapozható a szemléletes eljárás. Célhoz vezet Dedekind-
féle szeletalkotás is. Vö. D Á V I D II . 8 . jegyz. id. m. 3 7 — 3 8 . 
13 71. 55 (n —2), 58—60. E tétel független az V. posztulátumtól, ezért érdekelhette 
B O L Y A I F A R K A S L V Ö . D Á V I D , i d . m . 3 1 . 
14
 71 . 57—58. Aritmetika 1843, 33. Ezt az axiómát 50 évvel később bebizonyította a 
DEDEKIND-félével O. S T O L Z , Math. Ann, 22, 1883, 504. 
M B O L Y A I F A R K A S mondta f iának: „bizonyos dolgoknak mintegy megvan a maguk 
korszaka, a mikor különböző helyeken egy időben fedeztetnek fel." Vö. D Á V I D II . 10. jegyz. 
id. m. 94, 187 (3. jegyz.). 
« Werke X, 1, 390—395. Vö. L. S C H L E S I N G E R , Über Gauss' Arbeiten zur Funktionen-
theorie, Gauss'Werke X, 2; Abh. 2, 1933, 4 9 = 5 0 . Összefügg ez azzal, hogy G A U S S fon tos-
nak tartotta (és fölhívta B O L Y A I figyelmét is 1832-ben: Briefwechsel 1899, 1 1 0 = Werke VIII, 
1900, 222) a „zwischen", tehát a közbetartozás, az elrendezés axiomatikájának megalkotását . 
11 Rein analytischer Beweis..., 1 8 1 7 = Ostwalds Klassiker 153, 1905, 25 - 2 9 . E 
„bizonyítás" nem teljes, mivel akkor még hiányzott az irracionális szám aritmetikai értel-
mezése. Korrekt bizonyítás a HEINE—BoREL- tétel lel : O . V E B L E N , Bull. Amer. Math. Soc. ( 2 ) , 
X , 1 9 0 4 , 4 3 7 . 
is 7.1. 618. 
i» Aritmetika 1843, 344. 
28 7 i . 618. 
2i Érdemes lenne a BoLYAi-axióma kapcsolatát az ismert folytonossági és fedési téte-
lekkel, axiómákkal (vö. B O L Z A N O , S T O L Z , V E B L E N említett, é s mások idevágó eredményeit is) 
megvizsgálni, és egybefűzni az V-beli BoLYAi-féle részelmélettel és kontinuum-értelmezéssel. 
V . Részelmélet é s kontinuum 
B O L Y A I F A R K A S rendszerében alapvetően szerepel az egész (totum) és a 
rész (pars) fogalma1, valamint több ezekre vonatkozó tétel. S T Ä C K E L 1913-ban 
azt írta2, hogy a Tentamen idevágó helyei a sokaságelméletbe (halmazelmé-
letbe) tartoznak, és néhány eredményt — átfogalmazva a pontsokaságok modern 
terminológiájára — iparkodott közérthetőbbé tenni. Pontsokaságokra „egy-
szerűség kedvéért" szorítkozott, bár B O L Y A I tételei az ő véleménye szerint is 
„eine weitergehende Bedeutung besitzen". így azonban S T Ä C K E L magyaráza-
tában elsikkad a tény, hogy B O L Y A I korát messze megelőzően lefektette — 
ha vázlatosan is — egy új, rendkívül általános elmélet, a részelmélet (Teil-
theorie) első alapjait. Sőt ennél is továbbment, mert eredményeit sikeresen 
alkalmazta a lineáris kontinuumnál általánosabb kontinuumok értelmezésére, 
és mindez független a sokaságelmélettől. A Tentamen megjelenése után csak 
száz évvel, 1932-től kezdve adta ki E. F O R A D O R I (BOLYAI említése nélkül) a 
V 
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részelmélet terén végzett tartalmas és rendszeres vizsgálatait3. Elméletének 
inkább csak alapgondolatait tartalmazó kis, de tömör könyve — mint mondja 
— „soll Einblick in eine sich vollziehende Entwicklung bieten"4. 
Az egész és része közötti reláció mind B O L Y A I , mind F O R A D O R I elmé-
letében reflexív és tranzitív. E két követelmény, mint axióma, néhány további 
fogalommal kiegészítve, elég alap a részelmélet fölépítésére5. Mindkét axióma 
teljesül az egész és része olyan példáinál, aminőket pl. a sokaság (multitudo), 
a csoport, a számelmélet, a geometria nyújt. F O R A D O R I geometriai szubsztrá-
tumoknál marad6, B O L Y A I messzemenő általánosságra törekszik, és így fogal-
mazza mondanivalóit. Egy dolognak része — B O L Y A I szerint — bármely 
tulajdonsága is, mint p. a fehér falnak a fehérség7. 
B O L Y A I elméletére különösen jellemző az elválhatatlan rész (pars indi-
vellibilis) és az alkotó rész (portio) fogalma8. Az elsőre példa az egyenes-
darab, sík- vagy térrész bármely pontja; a másodikra mind a, mind b, ha 
valamely egész belőlük tevődik össze, akár közös rész nélküli az a és b, akár 
van közös részük, de ez elválhatatlan rész. Elsősorban az elválhatatlan rész 
fogalmát kellene precízirozni. B O L Y A I ezt kétféleképp próbálja meg, de nem 
mutatja ki a kétféle értelmezés tartalmának azonosságát. Vázlatos tárgyalásá-
ban nem látjuk mindig elkülönítve az elképzelhetőt a logikailag létezőtől. 
Pl. a körlap belseje létező, de csak kerületével együtt képzelhető el. 
Az alkotó rész fogalmával értelmezi B O L Y A I a kontinuumot9: oly T egész, 
hogy bármely alkotó része is a p, van közös része p-nek és a T—p maradék-
résznek. S T Ä C K E L föltételezi a „zártság"-ot az egészről és zárttá teszi a 
maradékrészt. Ámde B O L Y A I nem szorítkozik pontsokaságokra, az ő totum\a 
sokkal általánosabb, vagy olyasféle valami is lehet, ahol esetleg nincs értel-
mezve a zártság10. 
Végül álljon itt A . F R A E N K E L jellemzése a kontinuum intuicionista fel-
fogásáról: Nicht mehr das Verhältnis von Menge und unteilbaren Element ist 
entscheidend für das Kontinuum, sondern das Verhältnis von Ganzem und 
Teil; es soll geradezu Grundeigenschaft des Kontinuums sein, Teile zu haben, 
die sich unbegrenzt weiter teilen lassen."11 
Érdemes tehát B O L Y A I részelméletével foglalkozni, gondosan kidolgozott 
— F O R A D O R I speciálisabb tárgyalásait is magában foglaló — elméletté bővíteni, 
továbbá tisztázni metodikai és tárgyi relációit a sokaságelmélettel. 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK V.-höz 
1 Az idevágó helyek: T.i 22—24; Т.п. 2—3; Aritmetika 1843, 1, 2; KG. 153—154. 
— Leibniz matematikai kategóriái között is szerepel a totum és pars. 
2 Stäckel I. 36—37. 
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3 Monatshef te für Math, und Phys., 3 9 - 4 1 , 1 9 3 2 — 3 4 . E három értekezésből : Grund-
gedanken der Teiltheorie, Leipzig 1 9 3 7 , II - F 7 9 . Előszavában írja F O R A D O R I : Dieses Buch 
fass t nur die Grundgedanken der Teil theorie zusammen. 
4
 Id. könyv előszavában. 
5
 B O L Y A I csak a tranzitivitás axiómáját említi (T.i. 23), bár kétségtelenül gondol a 
reflexívitásra is. Utóbbi talán azért nem szerepel nála explicite, mivel a résznélküli pontra 
(Гл . 24, § 3.) alkalmazva elleninondásos: pontnak része önmaga. És ellentmond EuKLiDEsnek: 
pont az, aminek nincs része. ( B A U M G A R T N E R A L A J O S fordítása, 1 9 0 5 . ) 
« 7.1. 22, §. 2. 
7
 Foradorinàl többféle „Schachtelung" is szerepel. 
8
 Az 1-ső jegyzet helyein. 
о 7.1. 24, §. 4; 7.n. 2—3; Aritmetika 1843, 2; KG. 153, §. 37. 
10
 így merőben téves S T Ä C K E L (I. 37.) föltevése, hogy B O L Y A I éppen a G. CANTOR-féle 
kontinuuinot akarta értelmezni. Pl. a „Geb ie t " is nyílt és összefüggő pontsokaság szintén a 
kontinuum egy faj tája. Hogy B O L Y A I más és helyes irányban volt úttörő, mutat ják F O R A D O R I 
elmélete, s F R A E N K E L szövegbeli és alábbi jellemzése. 
11
 Einleitung in die Mengenlehre, 1928, 3. kiadás, 158. Az idézet folytatása: „Im Ein-
klang mit der Preisgabe des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten bleibt so selbst für die 
Disjunktion, dass zwei Punkte entweder zusammenfallen oder getrennt liegen, kein Raum 
mehr ; vielmehr trägt die Auffassung des Werdens einem endlosen Zusammenrücken von 
Punkten bis zur allmächlichen Ununterscheidbarkei t Rechnung. Der Zeitbegriff scheint hier 
in wesenhaf ter Weise einzugehen". 
VI. Aritmetika 
Az aritmetika fogalmának (vő. I . ) velejárója, hogy B O L Y A I értelmezi a 
mennyiséget, és ennek az „idő formájára" történő redukálását. 
A mennyiségnek, a „rész és egyenlőség leányának"1 értelmezése már 
KANTnál is a rész és egész fogalmával kapcsolatos. B O L Y A I — az előbbi 
allegória kifejtése során — lényegében azt mondja, amit később H . G . G R A S S -
MANN egyszerűen így fejezett ki 2 : mennyiség bármelyik eleme valamely soka-
ságnak, lia ennek bármelyik elemével — bizonyos megállapodás szerint — 
vagy egyenlő, vagy nem-egyenlő3 . B . B O L Z A N O egy hátrahagyott művében4 
szintén az = és a =f= egymást kizáró relációira, továbbá a rész fogalmára 
alapítja a mennyiség értelmezését. G A U S S pedig — a KANTnál is meglevő 
osztályozáshoz csatlakozva — kijelentette5, hogy az extenzív mennyiséget 
egynemű részek alkotják, s vele foglalkozik a matematika, az intenzív mennyi-
ség pedig extenzívre redukálandó e tudomány számára. 
Az „idő formájára" történő — már NEWTONnál szereplő — redukálás 
BoLYAinál kölcsönösen egyértelmű megfelelés létesítése a redukálandó meny-
nyiség és bizonyos időtartamok között6. De napjainkban már nem kielégítő 
fejtegetésének az a része, amelyben egyre általánosabb valós számokra tér át 
a megmért (megszámlált) időtartamokról (egyenesdarabokról). Elmondhatjuk 
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róla is, amit GAUSSról írt S C H L E S I N G E R 7 : „ . . . d a s s er bei dem Begriff der 
reellen Zahl oder Grösse keine weiteren Schwierigkeiten empfunden haben 
dürfte, wie z. B. daraus hervorgeht, dass er im Art. 16 der Dissertation mit 
einer gewissen schlichten Selbstverständlichkeit sagt: „wir nehmen, um alle 
Strecken durch Zahlen ausdrücken zu können, eine willkürliche Strecke8 als 
Einheit an, und dass er in einer Handschrift (Werke X, 1. S. 391.) eine 
veränderliche reelle Grösse, durch alle Zwischengrössen hindurch stetig 
abnehmen" oder zunehmen lässt. Er stand ebben in bezug auf den Begriff 
der reellen, insbesondere der. irrationalen Zahl ganz auf dem Standpunkt 
seiner Zei tgenossen. . ." 
A komplex szám tárgyalásakor leszögezi B O L Y A I 9 a permanencia elvét: 
„Des Ca r t e s . . . a pályát új eredmények elérésére megnyitotta. Avégett, hogy 
a műveletek az általánosság vitorlája alatt folytathatók legyenek, s amennyire 
lehetséges ne vesszen el az általánosság". Ezt az irányelvet harmincöt év 
múlva H . H A N K E L 1 0 szintén allegorikusán fogalmazza meg: „itt lép elő a for-
mák permanencia elve, midőn fölszólít minket az üj összekapcsolások olyan 
értelmezésére, hogy ugyanazon formális föltételeket elégítsék ki, mint az 
eredetileg adott objektumok". Eszerint H A N K E L nevet is adott az elvnek, 
B O L Y A I pedig gondosan fogalmazott, kifejezve „amennyire lehetséges"11 köz-
bevetéssel, hogy határa is lehet az analógia megtartásának. H A N K E L megvédte 
prioritását M. OHMinal (1822) és G. PEACOCKkal (1830) szemben, kiknek föl-
fogása e tárgyban téves ill. szük. Nem tud a későbbi G. H . BUBENDEYról 
(1834), kinél szintén szerepel az elv12. Ismeri a Tentamentn, meglátja benne 
B O L Y A I J Á N O S Appendixét, de nem szól B O L Y A I F A R K A S kétségtelen prioritásá-
ról abban is, hogy voltaképp megállapodás az analógia minél teljesebb meg-
tartásának a követelése. 
Aritmetikai alapvetésében szerepel a következő általános indukciós elv: 
dolgok véges vagy végnélküli A,B,..., K,.. . sorozatában minden tagnak 
tulajdonsága az x, ha tulajdonsága A-nak, és abból, hogy tulajdonsága vala-
mely tagnak, ugyanez következik az utánajövő tagra is. 
Speciális eset, ha a természetes számok sorozata szerepel. Ekkor „dicitur 
haec concludendi methodus de n ad (/i-f 1), saepissime usitata". Mind az 
általános, mind a speciális esetben érvényes a következő szillogizmus-lánc: 
az A-nak (ill. l-nek) tulajdonsága az x, tulajdonsága tehát a ß-nek (ill. 2-nek) 
is, tehát tulajdonsága x a C-nek (ill. 3-nak) is, és így tovább. Ha véges a 
sorozat, akkor minden tagjának tulajdonsága az x. Végnélküli sorozat eseté-
ben ez a szillogizmus-lánc is végnélküli: az x tulajdonsága bármelyik meg-
adott tagnak, de ezzel nincs elintézve minden tag. Láttuk a III. fejezetben, 
hogy B O L Y A I leszögezte és példákkal is megvilágította, hogy ami bármelyikről 
igaz, nem okvetlen igaz mindenikről. Tehát csak magyarázatnak (interpre-
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tációnak), és nem bizonyításnak (demonstrációnak) kell tekintenünk a követ-
kező megjegyzését: az A, B,..., K,... tagokat hozzárendeljük gondolatban az 
egymásután sorakozó, tetszőlegesen fölvett, egymással egyenlő véges t idő-
közökhöz. Mivel bármelyik időköz bekövetkezik, azért — mondja B O L Y A I — 
ezzel együtt bekövetkezik a hozzárendelt tag az x tulajdonsággal együtt. 
t t t t 
—f 1 1 1 i I > 
A, B, К  
2. ábra 
Ekként az „idő formájára redukálja" (vö. I. fejezet) B O L Y A I az előbbi 
szillogizmus-láncot, de nem köthette az egyes szillogizmusok érvényességét 
az egymásra következő időközök eljöveteléhez. El kellett azonban fogadnia — 
több-kevesebb tudatossággal — az ezutáni t időközök összességét, az ezutáni 
totális időt gondolkodásunk logikailag érvényes tárgyául. Ezt teszi P O I N C A R É 
is1'1, így írva a matematikai indukcióról: C'est qu'il n'est que l'affirmation de 
la puissance de l'esprit qui se sait capable de concevoir la répétition indéfini 
d'un même a c t e . . . L'esprit a de cette puissance une intuition d i r ec t e . . . 
L'induction mathématique n'est que l'affirmation d'une propriété de l'esprit 
lui-même. 
Az előbb egymással egyenlő t időközökhöz rendelt egymásutáni tetsző-
leges A, B , . . . , K , . . . tagokat (1. az ábrát) specializáljuk így: valamely tétel 
(pl. az előbbi x tulajdonság) fönnállása a megfelelő t időközben. Ekkor a 
lineáris kontinuumra szóló, A. K H I N C S I N által közölt17 (1923) indukciós elv 
analogonja (BOLYAI fölfogásának jobban megfelelően) időközökre fogalmazva, 
a következő lehetne: valamely tétel minden időközben áll, ha áll az elsőben, 
és ha áll valamely időközt megçlôzô minden időközben, akkor van nála 
későbbi időköz, amelyről ugyanez mondható, (vagyis hogy áll a tétel minden 
megelőző időközben.) A K H I N C S I N által közölt elv logikailag ekvivalens a 
ÖEDEKIND-féle folytonossági axiómával: bármelyik következik a másikból. 
Hiányzik azonban még az ennek megfelelő vizsgálat: miféle folytonossági 
axióma lép a ÖEDEKIND-féle helyébe mint ekvivalense az előbbi, időközökre 
(egyenesdarabokra) szóló indukciós elvnek?18 
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2
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VII. A n a l í z i s 
A függvény BOLYAinál1 e l sősorban a XVII I . század képlethez kötött, ún. 
EuLER-féle fö l fogásában ( 1 7 4 8 ) szerepel. Van azonban a Tentamenben egy 
olyan monda t is2, mely szerint ál talános ér te lemben (sensu lato) f ü g g v é n y 
bármely művelet , amely időben vagy té rben föl fogható . A m a haszná la tos 
függvényfoga lom, mely nem kívánja m e g a függvényi kapcsola t képlettel 
tör ténő előál l í thatóságát — mint ismeretes — S . F . LA CROix-tól ( 1 8 1 0 ) és 
P . G . DiRiCHLET-től ( 1 8 3 7 ) származik. BOLYAI másod ik értelmezése m i n d e n -
esetre van annyi ra ál talános, hogy á tmene tnek tekinthet jük EuLERtől DIRICH-
LET felé. 
Újszerű BoLYAi-nál, hogy az infini tézimális számí tásban mellőzni k íván ja 
mind a végtelen kicsit, mind a végtelen nagyot . E lgondo lásának nagy f o n -
tosságot tulajdoní t , és az infinitézimális mennyiségek helyett véges k ü l ö n b s é -
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g e k k e l d o l g o z i k 3 . F i g y e l e m r e m é l t ó a z i s , h o g y n e m v á l a s z t j a k ü l ö n a d i f f e -
r e n c i á l - é s a z i n t e g r á l s z á m í t á s t , h a n e m a k é t r é s z b e n p á r h u z a m o s a n h a l a d v a , 
e g y s z e r r e f e j t i k i e l m é l e t ü k e t . T á r g y a l á s a m é g a z a k k o r i i d ő k h ö z v i s z o n y í t v a 
i s n e h é z k e s 4 . M i n d e z t — c é l u n k a t t e k i n t v e — n e m r é s z l e t e z z ü k m á s f é l e , 
v a l ó b a n é r t é k e s a l k o t á s a i m e l l e t t ; u t a l u n k SZÉNÁSSY BARNA i d e v á g ó é r t e -
k e z é s é r e 5 . 
L é n y e g e s e n m é l y e b b BOLYAI m u n k á s s á g a a v é g t e l e n m ü v e l e t s o r o z a t o k 
e l m é l e t é b e n , é s p e d i g a sorok t a n á b a n s a z iterációszámításban. A z e l s ő b e n 
l e g f o n t o s a b b , h o g y BOLYAI s z a b a t o s a n b e b i z o n y í t o t t a a z / . fajú A. de Morgan-
f é l e l o g a r i t m i k u s k r i t é r i u m s k á l á t . A Tentamen m e g f e l e l ő r é s z e s z ó s z e r i n t i 
f o r d í t á s b a n a k ö v e t k e z ő : 
A s z e r i n t a m i n t k o n v e r g á l , v a g y d i v e r g á l a z a s o r , m e l y n e k á l t a l á n o s 
t a g j a A , u g y a n a z o n a e s e t é n k o n v e r g á l , v a g y d i v e r g á l a z a s o r i s , m e l y n e k 
rí1 
á l t a l á n o s t a g j a — A _
 v a g y — Î — ; v a g y á l t a l á b a n - , a h o l / = l o g n ; 
n-V n-ll I n-1-f..Jt 
t\ = l o g / é s lt = . l o g lt-i, t o v á b b á / , e g y n é l n e m k i s e b b . (T. i. 585.) 
E z t a k r i t é r i u m s k á l á t N . H . ABEL m á r 1827-ben i s m e r t e , d e s o h a s e m 
k ö z ö l t e , A . DE MORGAN p e d i g c s a k 1839-ben t e t t e k ö z z é . í g y BOLYAI p r i o r i -
t á s a k é t s é g t e l e n 0 . 
I t e r á c i ó v a l o l d j a m e g BOLYAI a z 
X2 + ÖX—b = 0 
e g y e n l e t e t 7 . E b b ő l 
x — — r — . é s x = l i b — a x 
Ű + X 
M i n d k é t k i f e j e z é s t ú g y i t e r á l j a , h o g y a j o b b o l d a l o n x h e l y é b e b e í r j a m a g á t 
e j o b b o l d a l t , é s e z t a z e l j á r á s t v é g n é l k ü l i s m é t l i . A z e l s ő b ő l a d ó d ó v é g t e l e n 
l á n c t ö r t k o n v e r g e n c i a - v i z s g á l a t a a Tentamenben h o s s z a d a l m a s ; e r e d m é n y e a 
m a i f e j l e t t l á n c t ö r t e l m é l e t t e l e g y s z e r ű b b e n n y e r h e t ő . A m á s o d i k b ó l a d ó d ó 
i t e r á c i ó m i n d e n e g y e s l é p é s k o r — a n é g y z e t g y ö k m i a t t — k é t f e l é á g a z i k . 
M e g v i z s g á l a n d ó l e n n e v a l a m e n n y i á g k o n v e r g e n c i á j a , a h a t á r é r t é k e k s z á m o s -
s á g a , a l g e b r a i j e l e n t é s ü k , t o v á b b á ö s s z e f ü g g é s ü k a z e l s ő k i f e j e z é s b ő l n y e r t 
e g y é r t é k ü l á n c t ö r t t e l . BOLYAI a m á s o d i k k i f e j e z é s t a z X = f с + X s p e c i á l i s e s e t -
b e n t á r g y a l j a ; e z k é n y e l m e s e b b , v i s z o n t e b b ő l a z á l t a l á n o s e s e t e g y s z e r ű 
t r a n s z f o r m á c i ó v a l a d ó d i k . 
M e g t a l á l j u k a Tentamenben а m á s o d f o k ú n á l á l t a l á n o s a b b — m á r J . DE 
C0ND0RCETnál ( 1 7 7 7 ) i s s z e r e p l ő 8 — 
x , n — x — c = 0 ( m > 1, e g é s z ) 
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t r i n o m e g y e n l e t 
m 
X = j / с ф f c + . . . i n i n t ) 
i t e r á c i ó s m e g o l d á s á t i s 9 . BOLYAI i d e v á g ó e r e d m é n y é t R . BALTZER i d é z i k i t ű n ő , 
a B o l y a i a k a t n a g y n y i l v á n o s s á g e l ő t t e l ő s z ö r e m l í t ő k ö n y v é b e n ( 1 8 6 8 ) 1 0 : h a c > 0 , 
a k k o r a t r i n o m e g y e n l e t l e g n a g y o b b v a l ó s g y ö k e 1 é s 1 ф с k ö z ö t t v a n , s a z 
e l ő b b i i t e r á c i ó e h h e z a g y ö k h ö z k o n v e r g á l , h a m i n d i g a p o z i t í v m - e d i k g y ö -
k ö t v á l a s z t j u k . K é s ő b b E . N E T T O 1 1 ( 1 8 8 7 ) é s C . ISENKRAHE1 2 ( 1 8 8 8 ) i s t a n u l -
m á n y o z t a a t r i n o m e g y e n l e t , s ő t t o v á b b m e n ő l e g a z általános a l g e b r a i e g y e n -
le t i t e r a t í v m e g o l d á s á t . I d e t a r t o z n a k m é g FARKAS GYULA 1 3 ( 1 8 8 1 ) é s VERESS 
PÁL1 4 ( 1 9 4 3 ) v i z s g á l a t a i a z e l ő b b i „ B o l y a i - f é l e a l g o r i t m u s " - r a v o n a t k o z ó a n . 
R ö v i d e n t á r g y a l j a BOLYAI1 6 a z 
x
m
 = cx (jn > 1, e g é s z ) 
e g y e n l e t b ő l n y e r h e t ő 
m 
X=Í c-jc-... i n i n f . 
i t e r á c i ó t i s . E n n e k a z e l j á r á s n a k m i n d e n l e h e t ő g y ö k - k o m b i n á c i ó t s z á m o n -
t a r t ó , á l t a l á n o s ( k o m p l e x c - r e s z ó l ó ) e l m é l e t e — ú g y l á t s z i k — m é g n e m 
i s m e r e t e s . M e g f e l e l ő á l t a l á n o s p r o b l é m a v á r j a m e g o l d á s á t a z u t o l s ó e l ő t t i , 
h a s o n l ó , d e a d d i t í v k i f e j e z é s s e l k a p c s o l a t b a n i s . 
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1 Гл. 204; 7.и, XVI; KG. 139; Aritmetika 1843, 214. Itt functio = közkép. E szót 
először B O L Y A I használta, 1. K E R E S Z T E S I IV.-ben id. m. 104. 
2
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V I I I . G e o m e t r i a 
BOLYAI FARKAS g o n d o l a t v i l á g á t a g e o m e t r i á b a n f ő k é n t h á r o m p r o b l é m a 
a l k o t t a : a z V . p o s z í u l á t u m k é r d é s e ; a g e o m e t r i a f ö l é p í t é s e m e r e v t e s t e k ^ m o z -
g á s á r a ; a t e r ü l e t e l m é l e t e . 
A z e l s ő p r o b l é m á v a l k a p c s o l a t b a n e l e i n t e b i z o n y í t á s t k e r e s e t t ' E U K L I D E S 
„ f o l t j á r a " , m a j d e z t m i n é l „ e g y s z e r ű b b " a x i ó m á v a l a k a r t a h e l y e t t e s í t e n i , v é g ü l 
s z e n v e d é l l y e l g y ű j t ö t t e a ( m a i n k á b b V . p o s z t u l á t u m n a k n e v e z e t t ) X I . a x i ó -
m á v a l ekvivalens t é t e l e k e t . I l y e n e k v i v a l e n s a l a p t é t e l e k m e g á l l a p í t á s a m a m á r 
e l a v u l t p r o b l é m a m i n d a g e o m e t r i a i r e n d s z e r , m i n d a d i d a k t i k a i a l k a l m a z á s 
n é z ő p o n t j á b ó l . D e a Tentamen m e g a l k o t á s á n a k é v t i z e d e i b e n m é g o l y a n o k i s 
f o g l a l k o z t a k e z z e l a z e k v i v a l e n c i á v a l , m i n t CARNOT, LEOENDRE, GAUSS, LAP-
LACE, LOBACSEVSZKIJ é s m á s k i v á l ó m a t e m a t i k u s o k . BOLYAI FARKAS s z i n t é n 
s o k é v e n á t v e s z ő d ö t t v e l e , d e e g y r e t u d a t o s a b b a n , h o g y f á r a d o z á s a f ö l ö s l e -
g e s . M á r 1 8 2 0 - b a n e r ő t e l j e s é s s z í n e s s z a v a k k a l ó v t a JÁNOSÍ a p r o b l é m á t ó l 1 , 
m é g i s a Tentamenben n y o l c , a KG-ben e g y i l y e n e k v i v a l e n s a l a p t é t e l t 
k ö z ö l t 2 , j ó l l e h e t a z Appendix r é v é n m á r t u d t a , h o g y a z e u k l i d e s i r e n d s z e r b e n 
a z V . p o s z t u l á t u m c s a k e g y s z e r ű s í t ő h a t á s ú : f ö l ö s l e g e s s é t e s z e g y — n é m e l y -
k o r e l é g b o n y o l u l t h a t á r á t m e n e t e t . É p p e n e z é r t h e l y e t t e s í t é s e e l v i l e g s z ü k s é g -
t e l e n 8 . A z o n b a n a 8 + 1 = 9 h e l y e t t e s í t ő a l a p t é t e l k ö z l é s é v e l m e g a k a r t k í m é l n i 
m á s o k a t a z ö v é h e z h a s o n l ó é v t i z e d e s f á r a d o z á s t ó l . 
BOLYAI FARKAS helyettesítő axiómái között van több rendkívül elvont, 
van megtévesztően „szemléletes" , van igen „egyszerű" . Nem túlzás, amit 
róluk 1 8 2 0 - b a n írt jÁNOsnak4 : „ . . . s o k k a l jobbakat tsináltam, mint add ig 
mások . " Magyarázatukat illetően utalunk STÄCKELre1', és főleg CSADA IMRE 
monográf iá jára" . Az egyik helyettesítő axiómát — J. FRISCHAUF7 szerint is a 
„ legszemléletesebb"-et — KÜRSCHÁK JÓZSEF így fogalmazta 8 : bármely három 
különböző pont közül kiválasztható kettő, amelyeken a harmadikat belsejében 
tartalmazó g ö m b megy át. Itt nem kell két esetet megkülönbözte tnünk, mint 
a legrövidebb foga lmazásban : bármely három pont körön vagy egyenesen van. 
M e g k í s é r e l t e BOLYAI FARKAS a g e o m e t r i a f ö l é p í t é s é t m e r e v t e s t e k m o z -
g á s á r a " . E k k o r a g e o m e t r i a a z e l s ő é s l e g t ö k é l e t e s e b b t e r m é s z e t t u d o m á n y 
l e n n e , f i z i k a i , s p e c i á l i s a n m e c h a n i k a i t u d o m á n y ( H . v . HELMHOLTZ10, 1 8 6 8 ) . 
E p r ó b á l k o z á s b a n BOLYAI a m e r e v t e s t 0 , 1, i l l . 2 f i x p o n t j a s z e r i n t h á r o m 
e g y s z e r ű m o z g á s t k ü l ö n b ö z t e t m e g 1 1 . A z e g y f i x p o n t e s e t e s z o l g á l t a t j a a 
g ö m b f e l ü l e t e t . K é t f i x p o n t e s e t é b e n a m e r e v t e s t b á r m e l y h a r m a d i k p o n t j a 
v a g y ö n m a g á b a v i s s z a t é r ő e g y s z e r ű ( t ö b b s z ö r ö s p o n t n é l k ü l i ) g ö r b é t í r l e , 
v a g y m o z d u l a t l a n : í g y a d ó d i k a g y ű r ű ( t é r b e l i k ö r ) , i l l . a z e g y e n e s ( a m o z -
d u l a t l a n h a r m a d i k p o n t o k ö s s z e s s é g e ) . V é g ü l k é t , f i x - k ö z é p p o n t b ó l l e h e t s é g e s 
ö s s z e s e g y e n l ő s u g a r ú g ö m b f e l ü l e t - p á r o k m e t s z é s e i a s í k o t s z o l g á l t a t j á k . 
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E s z á r m a z t a t á s o k k a l BOLYAI FARKAS m e g e l ő z t e HELMHOLTZOÍ, é s m e g -
e l ő z t e n é h á n y g e o m e t r i a i a x i ó m á j á v a l i s . E r r e a t é n y r e e l ő s z ö r SUTÁK JÓZSEF 
m u t a t o t t r á 1 3 . D e n e m j u t o t t e l BOLYAI a m e t r i k u s t o v á b b h a l a d á s h o z s z ü k s é g e s 
a z o n s z í n v o n a l r a , a m e l y r ő l a n a g y f i z i k u s — a t é r p o n t j a i t r e n d e z e t t s z á m -
h á r m a s n a k f o g v a f ö l , é s m e g f e l e l ő a x i ó m á k s e g í t s é g é v e l — e l é r k e z e t t a z 
á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű t é r f o g a l m á h o z . I s m e r e t e s , h o g y HELMHOLTZ v i z s g á l a t a i t 
S. LIE14 i n f i n i t é z i m á l i s c s o p o r t e l m é l e t i m ó d s z e r r e l s z a b a t o s a b b á t e t t e . 
B á r e z e k a t o v á b b i i d e v á g ó v i z s g á l a t o k m é l y e n b e h a t o l t a k a g e o m e t r i a 
r e n d s z e r e i b e , d e BOLYAI e r e d e t i e l g o n d o l á s a , h o g y a z e g é s z g e o m e t r i á t b i z o -
n y o s m o z g á s o k r a , é s k é t a l a p f o g a l o m r a ( p o n t , g ö m b f e l ü l e t ) é p í t s e f e l , m á i g 
s i n c s e l e m i ú t o n k i f o g á s t a l a n u l m e g v a l ó s í t v a 1 5 . E z é r t a g e o m e t r i a e r e d m é n y e s 
a x i ó m a t i z á l ó i m i n d a n n y i a n h á r o m a l a p e l e m b ő l — p o n t , e g y e n e s , s í k — , 
t o v á b b á a z e g y b e v á g ó s á g r a v o n a t k o z ó a x i ó m á k b ó l i n d u l n a k k i . 
M e g é r t ő e n í r j a STÁCKEL1 6 BOLYAI e z i r á n y ú v i z s g á l a t a i r ó l : „ S e i n e A u s -
e i n a n d e r s e t z u n g e n s i n d n i c h t n u r r e c h t v e r w i c k e l t , s o n d e r n a u c h v i e l f a c h 
u n k l a r u n d u n s t r e n g . E s w ä r e j e d o c h u n b i l l i g , a n e i n e n M a t h e m a t i k e r , d e r d i e 
e r s t e n , t a s t e n d e n V e r s u c h e a u f d e m s c h w i e r i g e n G e b i e t e d e r A x i o m a t i k m a c h t e , 
d i e A n f o r d e r u n g e n z u s t e l l e n , d i e w i r h e u t e z u s t e l l e n g e w ö h n t s i n d " . 
E z t STÄCKEL c s a k n e m f é l é v s z á z a d a í r t a . A z ó t a m é g i n k á b b m e g s z o k t u k 
a v é g s ő e l e m e k i g m i n d e n t s z é t s z e d ő é s f ö l m u t a t ó t á r g y a l á s o k a t . A z o b j e k t í v 
b í r á l a t h o z t e h á t m a m é g s z ü k s é g e s e b b k e l l ő t ö r t é n e t i s z e m l é l e t . E z a z o n b a n 
B O L Y A i n á l c s a k a t á r g y a l á s r a , k i f e j t é s r e v o n a t k o z i k , a k ü l ö n b ö z ő t e r e k r ő l 
v a l l o t t f ö l f o g á s a i d ő t á l l ó 1 7 : „ M á s h a t á r b a t a r t o z n a k a z o n e s m é r e t e k [ s z e m b e n 
a f i z i k a i i s m e r e t e k k e l ] a m e l l y e k v a l a m e l y f e l - t e t t e k b ő l [ h i p o t é z i s e k b ő l ] a z í t é l e t 
[ a s z i l l o g i z m u s ] t ö r v é n y e i s z e r i n t t ö k é l l e t e s e n [ l o g i k u s a n ] f o l y n a k , m i n t [ a h o g y ] 
a s p a t i u m megadatik a G e o m e t r i á n a k a n é l k ü l h o g y k é r d e z n é , van-é [ o l y a n 
t é r a v a l ó s á g b a n ] " E z t í r t a BOLYAI FARKAS m á r 1804-ben — BOLYAI 
JÁNOS é s B . RIEMANN e r e d m é n y e i e l ő t t é v t i z e d e k k e l — a m i k o r EUKLIDES 
n y o m a s z t ó t e k i n t é l y e m i a t t a f i z i k a i é s a g e o m e t r i a i t é r u n i c i t á s a m é g m i n -
d e n á r o n m e g m e n t e n d ő d o g m a v o l t . 
* 
S o k s z o r t á r g y a l t é s n e v é v e l k a p c s o l a t b a n l e g i s m e r t e b b f o g a l m a i é s t é t e l e i 
a z e m l í t e t t h a r m a d i k p r o b l é m á h o z , a t e r ü l e t e l m é l e t é h e z f ű z ő d n e k , s a z e l e m i 
g e o m e t r i a ú j a b b b ő v í t é s e i k ö z ö t t e l ő k e l ő h e l y e n á l l a n a k 1 8 . 
EUKLIDES a s o k s z ö g e k t e r ü l e t é t c s a k p á r o n k é n t ö s s z e h a s o n l í t j a , d e n e m 
m é r i e g y s é g g e l : a z a l a k m e l l e t t n e m é r v é n y e s ü l n á l a a m é r ő s z á m . Ö s s z e -
h a s o n l í t , m i k o r e g y b e v á g ó s á g g a l b e b i z o n y í t j a , h o g y p á r h u z a m o s a k k ö z ö t t 
k ö z ö s ( e g y b e v á g ó ) a l a p o n n y u g v ó k é t p a r a l e l o g r a m m a e g y e n l ő t e r ü l e t ű , a z a z 
v a g y p á r o n k é n t e g y b e v á g ó h á r o m s z ö g e k b ő l á l l a n a k , v a g y e z b e k ö v e t k e z i k 
k ö z ö s k i e g é s z í t ő h á r o m s z ö g r é v é n . 
2 III. Osztály Közleményei IX/3 
2 3 2 D Á V I D L. 
Ez a két eset szolgált BOLYAinak irányítóul a következő két á l ta lánosí-
tásban. Ér tsünk síkrészen a függvényelméletben szereplő folytonos, zárt, önmet -
szés és önérintés nélküli görbével határolt, egyszeresen összefüggő, zárt 
tar tományt . Ilyen síkrész legyen az a lábbiak minden sokszöge. Mármost 
BOLYAI végesen (végszerűen) egyenlőnek mond két síkrészt, ha föloszthatók 
véges számú, páronként — kölcsönös egyértelműséggel — megfelelő egybe-
vágó síkrészekre. D . HILBERT19 ( 1 8 9 9 ) ekkor fölosztás szerinti egyenlőséget 
mond . BOLYAI másik ál ta lánosí tása HiLBERTnél a kiegészítés szerinti egyenlő-
ség (BoLYAinál nincs külön neve). Ez a következő: a két síkrész kiegészí t -
hető két, egymással fölosztás szerint egyenlő síkrész révén fölosztás szerint 
egyenlő síkrészekké. 
RÉTHY MÓR2 0 (1890-től kezdve) BOLYAI következő tételeit vizsgálta m e g : 
a) két egyenlő területü, egyenesvonalú sokszög (speciál is síkrész) min-
d ig egyenlő fölosztás szerint is ; 
b) két egybevágó egymást részben fedő síkrész nem-közös részei föl -
osztás szerint egyenlők; 
c) két egybevágó síkrészből páronként egybevágó síkrészeket elvéve, a 
maradékok fölosztás szerint egyenlők. 
A z a)-1 BOLYAI s z i g o r ú a n b e b i z o n y í t o t t a , d e a b) b i z o n y í t á s á t m é l t á n 
k i f o g á s o l t a RÉTHY. A m á r BOLYAI á l t a l é s z r e v e t t n e h é z s é g e n — h o g y b i z o n y o s 
e g y m á s u t á n i s z e r k e s z t é s e k s o r o z a t a e s e t l e g v é g t e l e n — RÉTHY a s í k r é s z e k 
h a t á r a i r a t e t t m e g s z o r í t á s o k k a l s e g i t e t t . M a j d s z á m b a v é v e H . DOBRINER21 é s 
E. KÖTTER22 k r i t i k á i t : a b) a l a t t i t é t e l , é s e b b ő l m á r a BOLYAI á l t a l b e b i z o -
n y í t o t t c ) i s i g a z n a k b i z o n y u l t . 
Ú j a b b a n VARGA TAMÁS23 ( 1 9 5 4 ) e g y s z e r ű s í t e t t e a z a) BOLYAI-féle b e b i -
z o n y í t á s á t k é t k ö v e t k e z t e t é s s o r r e n d j é t f ö l c s e r é l v e . ( U g y a n ő e l ő b b r e v i t t e a z a) 
é s BOLYAI m e g i s m e r é s é t t a n k ö n y v i r o d a l m u n k b a n , t o v á b b á ö s s z e g y ű j t ö t t e a z 
o r o s z i r o d a l o m i d e v á g ó h e l y e i t ) . L e g ú j a b b a n SZÁSZ PÁL24 ( 1 9 5 6 ) e g y s z e r ű s í -
t e t t e BOLYAI a m a t é t e l é n e k b i z o n y í t á s á t , m e l y s z e r i n t a z e g y e n e s v o n a l ú s o k -
s z ö g f ö l o s z t á s s z e r i n t e g y e n l ő m e g a d o t t a l a p ú t é g l a l a p p a l . F i g y e l e m r e m é l t ó 
SZÁSZ b i z o n y í t á s á b a n , h o g y n i n c s s z ü k s é g e e g y e n e s d a r a b o k m é r é s é r e , é s 
a HILBERT-féle s z a k a s z - k a l k u l u s r a . 
BOLYAI f ő e r e d m é n y e a z , h o g y kiegészítés szerint egyenlő egyenesvonalú 
sokszögek fölosztás szerint is egyenlők. V e l e m a j d n e m e g y i d ő b e n P . GERWIEN25 
( 1 8 3 3 ) i s e l j u t o t t e s z é p e r e d m é n y h e z , a m i t HILBERT e l m é l y í t e t t a z z a l , h o g y 
a t é t e l b e b i z o n y í t á s á h o z s z ü k s é g e s a m é r h e t ő s é g EUDOXOS (ARCHIMEDES)-féle 
a x i ó m á j a . 
A s i k r é s z e k ( s o k s z ö g e k ) BOLYAI—GERWIEN-féle ö s s z e h a s o n l í t á s á t t o v á b b -
f e j l e s z t e t t é k e g y e s a x i ó m á k m e l l ő z h e t ö s é g e n é z ő p o n t j á b ó l i s M . DEHN ( 1 9 0 5 ) , 
A. FINZEL ( 1 9 1 2 ) é s m á s o k 2 6 . M i n d e z t m á r n e m r é s z l e t e z z ü k . 
\ 
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M e g e m l í t j ü k , m é g , h o g y g o n d o l t BOLYAI a k é t f é l e e g y e n l ő s é g t é r b e l i 
a n a l o g o n j a i r a i s , d e e r e d m é n y t n e m é r t e l . F i á t , jÁNOSt i s ö s z t ö n ö z t e e f f é l e 
v i z s g á l a t o k r a , d e ő s e m é r t cé l t . T u d j u k , h o g y GAUSS i s h i á b a f á r a d t e t é r e n , 
c s a k j ó v a l k é s ő b b R . BRICARD, G . SFORZA é s f ő l e g M . D E H N ( 1 8 9 6 — 1 9 0 0 ) 
v i z s g á l a t a i k e z d t é k m e g a h e l y z e t t i s z t á z á s á t . E g y i k i s m e r t f ő e r e d m é n y : infi-
nitézimálisan egyenlő térfogatú gúlák nem okvetlen egyenlők végszerüen is 
( a z e l l e n t é t r e i t t i g e n t a l á l ó a BOLYAI e l n e v e z é s e ) , t e h á t a h a t á r é r t é k f o g a l m a 
a t é r b e n , a s o k l a p o k t é r f o g a t á n á l — e l t é r ő e n a s o k s z ö g e k t e r ü l e t é t ő l — m á r 
n e m n é l k ü l ö z h e t ő 2 7 . 
D e a z é r t n e m m o n d h a t ó , h o g y e v i z s g á l a t o k v é g e t é r t e k . K í v á n a t o s a k 
t o v á b b i k u t a t á s o k a n n a k t e l j e s t i s z t á z á s á h o z , h o g y s í k r ó l t é r b e m e n v e k i — 
t a l á n m á s t e r ü l e t , i l l . t é r f o g a t e g y e n l ő s é g e k e t i s é r t e l m e z v e ( G . HESSENBERQ, 
1 9 3 0 ) — h o l é s m e n n y i b e n j e l e n t k e z i k , v a g y m a r a d el a n a l ó g i a . G o n d o l u n k 
e t o v á b b i k u t a t á s o k n á l GEŐCZE ZOÁRD m é l y e n j á r ó — s z e m l é l e t t e l m á r n e m , 
v a g y c s a k a l i g k ö v e t h e t ő k v a d r a t u r a é s k u b a t u r a — v i z s g á l a t a i n a k a b e k a p -
c s o l á s á r a i s . 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK VHI.-hoz 
1 D Á V I D II . 1 0 . jegyz. id. m. 84—85. 
2 Т. и. 45—56. KG. 151, 152. Vö. STÄCKEL I. 77—79. 
S D Á V I D II. 8. jegyz. id. m. 66, 159, továbbá 4 , 58, 1 3 2 , 1 4 3 . 
4
 S T Ä C K E L I. 75, 224—225. 
S S T Ä C K E L I. 47—50', 75, 78; II. 97—109. E második kötet fordításukat is adja. 
6
 Az V. posztulátum Bolyai Farkas-féle ekvivalensei. Közlemények a debreceni tud 
egyetem mat. szemináriumából, III. fiiz. 1929. 
7
 Absolute Geometrie nach Johann Bolyai, 1872, 91, és Elemente der absoluten Geo-
metrie, 1876, 32. 
8
 S T Ä C K E L I . 2 2 6 . 
0 N E W T O N írja a Principia bevezetésében : Fundatur igitur Geometria in praxi Mecha-
nica, et nihil aliud est quam Mechanicae universalis. 
10
 Über die tathsächlichen Grundlagen der Geometrie, 1868 és Über die Tathsachen, 
die der Geometrie zugrunde liegen, 1 8 6 8 . Hasznos jegyzetek mindkettőhöz: P . H E R T Z — 
M. S C H L I C K : Hermann v. Helmholtz Schriften zur Erkenntnistheorie, 1921. с. kiadásukban. 
» Т.и. p. XII. etc. Fordításban: S T Ä C K E L II. 4 8 — 1 0 9 . 
12 A sík e származtatását említik BoLYAira hivatkozva: F R I S C H A U F eml. 2-ik m. 8, 
8 1 — 9 0 ; R. B O N O L A , Die nichteuklidische Geometrie, 1 9 0 8 , 5 8 ; M . Z A C H A R I A S , Elementare Geo-
metrie etc. 1930, 16. A gondolat megvan LEiBNiznál: Opuscules et fragments inédits (ed. 
L. C O U T U R A T , 1 9 0 3 , 5 5 4 — 5 5 5 ) , de e cím szerint B O L Y A I nem tudhatott erről. 
IS S T Ä C K E L I. 219; S U T Á K , A tér absolut igaz tudománya, 1897, XIV—XVI. 
» Theorie der Transformationsgruppen, III. 1873, 437—523. 
15
 Vö. pl. M. PiERI, La geometria elementare istituita suite nozioni di punto e sfera 
Memorie di niatem. e fis. della Soc. Italiana d. Scienze (3), 15, 1908, 345, és ennek kriti-
káját: W . K I L L I N G , Einführung in die Grundlagen der Geometrie, II, 1 9 0 8 , Abschn. 7 . B O L Y A I 
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2 3 4 D Á V I D L. 
J Á N O S megkísérelte apja szóbanforgó vállalkozását, de gömbfelület helyett az említett gyűrűt 
véve a pont mellé alapul. (Raum-Lehre oder Geometrie: S T Ä C K E L I I , 237—267, 274.) Nem 
jutott teljes eredményhez. Ezen nem változtatott lényegesen S P R I N G E R (Sályi) ISTVÁN több 
részletre vonatkozó éles elméjű kiegészítő munkája sem: Bolyai János geometriai axioma-
tikájának kiegészítése. Közlemények a debreceni Tud. Egyetem Mat. Szemináriumából. 
I. fűz. 1927. 
1 6
 S T Ä C K E L I , 4 0 . 
17
 Lásd P E R É N Y I I . 4 . jegyz. eml. közlését, 
is T i 6 4 - 6 7 , 2 8 7 etc. §. 35, XIX. 
if Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. 1930, 70, 72, 152. 
» Math. Ann. 38; 42, 45. 
si Math. Ann. 42bis-
22 Jahrb. ü. die Fortschr. d. Math. 23, 18911 532—534. 
23 Mat. Lapok V, 101—114. 
2i Mat. Lapok VII. 230—236. 
25 Journ. f. d. reine u. angew. Math. 10. 
20
 Idevágó irodalom: Z A C H A R I A S eml. müve. melyben B O L Y A I F A R K A S többször szerepel. 
2 7
 Z A C H A R I A S eml. műve, és cikke: Encykl. III. 
Függelék: D i d a k t i k a 
A m a t e m a t i k a o k t a t á s á n a k t ö r t é n e t é t e g y b e v e t v e a BOLYAI FARKAS m u n -
k á i b a n , f ö l j e g y z é s e i b e n , l e v e l e i b e n s z é t s z ó r t a n o l v a s h a t ó d i d a k t i k a i e l v e k k e l , 
v i l á g o s a n k i t ű n i k , h o g y ő volt időrendben az első, kinél a matematika taní-
tásának a XIX. század utolsó negyedében megindult nagyszabású nemzetközi 
reformmozgalma révén kialakult négy föelv: 
a térszemlélet állandó fejlesztése, felhasználása, 
a függvényfogalom vezérszerepe, 
valódi alkalmazások bőséges tárgyalása, 
elméleti értékek fokozatos érvényesítése 
már együttesen és csorbítatlanul megvan\ Ú g y h o g y BOLYAI a m o d e r n m a t e -
m a t i k a i o k t a t á s n a k i s e l ő h í r n ö k e , é s p e d i g n e m c s a k e g y e s r e f o r m g o n d o l a t o k k a l , 
h a n e m a f ő e l v e k totalitásával2. E z t n e m r é s z l e t e z z ü k : u t a l u n k a z a l á b b i i r o -
d a l o m r a . D e m a g á n a k a t ö r t é n e t i t é n y n e k l e s z ö g e z é s e s z o r o s a n h o z z á t a r t o z i k 
a z e l ő b b i e k b e n t á r g y a l t m a t e m a t i k a i g o n d o l a t o k h o z , m e r t i t t n e m c s a k é r d e m e s 
p r i o r i t á s r ó l v a n s z ó , h a n e m BOLYAI g a z d a g , s o k o l d a l ú , s z í n e s e g y é n i s é g é n e k 
a m a t e m a t i k á v a l ö s s z e f ü g g ő , c s a k ú j a b b a n m e g l á t o t t v o n á s á r ó l i s . É s e d i d a k -
t i k a i t o t a l i t á s m e g v a l ó s í t á s a o l y a n s z é l e s k ö r ű g y a k o r l a t i p r o b l é m a , a m e l y r e 
s z i l á r d a n f ö l é p í t h e t ő m a t e m a t i k a i o k t a t á s u n k . 
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IRODALOM ÉS JEGYZETEK A FÜGGELÉKHEZ 
1
 D Á V I D L.: Bolyai Farkas és a matematikai oktatás reformja. Magyar Paedagogia, 
XXX. 1 9 2 1 , 1 4 8 — 1 5 6 . B O L Y A I tanári működéséről szól: D Á V I D L.: A két Bolyai stb. V I I I . 
1 -ső jegyz. id. m. 3 2 — 3 5 , 3 7 — 3 9 , 4 1 , 4 4 , 5 3 — 5 8 , 6 6 , 6 8 , 7 3 — 7 4 , 1 2 8 — 1 3 0 , 1 4 6 , 1 4 9 - 1 5 0 . 
2
 B U J D O S Ó E R N Ő : A matematika didaktikája Bolyai Farkasnál. Közlemények a deb-
receni Tud. Egyetem Matematikai Szemináriumából, V I I I . fűz. 1 9 3 4 . Gondosan részletezi a 
szövegbeli prioritás történeti alapjait és a négy főelvet, egyetemes didaktikai elvekre is 
kiterjeszkedik. Megállapítja — segítségül véve T Ó T H G É Z A : A matematikai oktatás Flerbart 
pedagógiájában, 1 9 2 6 . c. alapos monográfiáját is — hogy B O L Y A I Í az említett reformmozgalom 
centrális kérdéseinek teljességét tekintve még J . F R . H E R B A R T ( 1 7 7 6 — 1 8 4 1 ) , a matematika 
igazi pedagógiai értékének első megállapítója is csak részben előzte meg. 
Z á r ó s z ó 
Crescunt disciplinae lente tardeque; 
per varios errores sero perveniter ad veritatem. 
C. G.J.Jacobi. 
Végiglapoztuk a Tentamen tekintélyes köteteit, va lamint az Aritmetika 
1843 és a Kurzer Grundriss 1851 már fá rad tan írott lapjait . Igazat a d u n k 
BOLYAI jÂNOsnak, hogy apjá t mindig új í tás vágya gyötör te fö l fogás , szó, 
jelölés, foga lmak , tételek do lgában , de életében nem ért el n a g y o b b körben 
sikert, bár sok ú j és jeles ötlete volt. 
E . BOREL a z t í r j a 1 a m a t e m a t i k a i — k ü l ö n ö s e n a f o l y ó i r a t — i r o d a l o m 
s z e r t e l e n n ö v e k e d é s é v e l k a p c s o l a t b a n , h o g y h a e g y ú j f o g a l o m v a g y t é t e l m e g -
j e l e n é s e u t á n n e m j u t b e h a m a r o s a n a m a t e m a t i k a i k ö z t u d a t b a , a k k o r e l s ü l y -
l y e d a z i r o d a l o m t e n g e r é b e n . I n n e n m á r c s a k s z e r e n c s é s v é l e t l e n h o z z a n a p -
f é n y r e . í g y t ö r t é n h e t e t t , h o g y s o k s z é p é s f o n t o s e r e d m é n y t t ö b b e n i s f ö l -
f e d e z t e k e g y m á s u t á n , f ü g g e t l e n ü l e g y m á s t ó l . É s h a t a l á n m e g n y u g s z u n k i s a z 
e l s ő f ö l f e d e z ő n é v t e l e n s é g é b e n 2 , d e t ú l a z e g y é n s é r e l m é n , s a j n á l j u k a m á s o d -
s z o r f ö l n e m f e d e z e t t , t e n g e r b e s ü l l y e d t k i n c s e k e t , v e s z t e s é g e i t a m a t e m a t i k u s 
v i l á g n a k . 
STÄCKEL é s m á s o k k e z d é s e u t á n BUJDOSÓ, CSADA, SÁLYI, SZÉNASSY 
m o n o g r á f i á i é s j e l e n t a n u l m á n y b i z o n y í t j á k , h o g y é r d e m e s v o l t BOLYAI FARKAS 
a l i g i s m e r t , v a g y é p p e n i s m e r e t l e n g o n d o l a t a i u t á n k u t a t n i . B e v e z e t é s ü n k e l e -
j é n i d e i l l ő m ű s z ó v a l e x h a u s t i o n a k n e v e z t ü k a z e f f é l e k u t a t á s t . K ö t e l e s s é g ü n k 
f o l y t a t n i e z t a d d i g , m i g a m a r a d é k z é r u s n a k v e h e t ő , a z u t á n p e d i g t a r t s u k 
n a p i r e n d e n a f ö l m e r ü l t , é s a f ö l m e r ü l ő p r o b l é m á k a t . R á n k v á r a k i e g é s z í t é s , 
a m e g j a v í t á s m u n k á j a i s : n y u g t a l a n l á n g e l m é j e g y a k r a n c s a k v á z o l t , é s n é m e l y -
k o r t é v e d e t t . Ő m a g a i s e m b e r i d o l o g n a k , m e r ő b e n e l n e m k e r ü l h e t ő n e k m o n -
d o t t a a t é v e d é s e k e t : „ s o h a n e m l e s s z a ' s z e g é n y e m b e r i n e m n e k s e m m i j e 
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tökéletes t i sz ta" írta jÁNOsnak 1820-ban 3 . Sötét látása m é g túlzot tabb volt, 
mikor (Aritmetika 1843, 363.) ezt í r ta : 
,,á thékák is ezer évek erratájival akkorák." 
Á m d e , h a a „ t é v e d é s " f o g a l m á t k e l l ő e n b ő v í t j ü k , á l t a l á n o s í t j u k v a g y 
m é l y í t j ü k , h o z z á s z á m í t v a p l . f e j l e s z t e n d ő a x i ó m a - r e n d s z e r t , k e v é s b é s z i g o r ú 
b i z o n y í t á s t , v a l ó s z í n ű t é t e l t , m é g g y ö k é r t e l e n á l t a l á n o s í t á s t , e l l e n ő r z é s t ő l 
e l r i a s z t ó s z á m í t á s - r e n g e t e g e t : a k k o r a z e f f é l e tökéletlenségek v a l ó b a n á l l a n d ó a n 
s z e r e p e l n e k a t h é k á k b a n . J ö n n e k - m e n n e k , k i c s e r é l ő d n e k . É s e z j ó l v a n i g y , 
m e r t l é t e z é s ü k e r ő s ö s z t ö n z é s , h a s z n o s b i z t o s í t é k a m a t e m a t i k a f e j l e s z t é s é r e . 
E l ő b b i t a n u l m á n y u n k BOLYAI FARKAS p o z i t í v e r e d m é n y e i m e l l e t t t ö b b 
i l y e n f e j l ő d ő k é p e s t ö k é l e t l e n s é g r e , t é v e d é s r e m u t a t o t t r á . H i s s z ü k , h o g y 
k e l l ő k i e g é s z í t é s e k é s j a v í t á s o k u t á n e l ő b b - u t ó b b e z e k i s é r v é n y e s ü l n e k a 
m a t e m a t i k a f e j l ő d é s é b e n . 
IRODALOM ÉS JEGYZETEK A ZÁRÓSZÓHOZ 
1
 Méthodes et problèmes. Théorie des fonctions. 1922, VI. 
2
 Aritmetika 1843 VII és IV. lapján áll: „vagy ér valamit, vagy nem; ha van becse, 
nem a név adja, ha nincs, mire a n é v ? . . . Mindennek mi átmegy a földön, nyoma v a n . . . 
S mire [való] az Óceánban tudni, [hogy] ez [vagy] amaz csepp melyik völgyről jött?" 
3
 „O, dass dem Menschen nichts Vollkommnes wird" ( G O E T H E , Faust, I. 1 8 0 8 : Wald 
und Höhle.) 
FÜGGVÉNYEGYENLETEK ÉS ALGEBRAI MÓDSZEREK 
A GEOMETRIAI OBJEKTUMOK ELMÉLETÉBEN, II* 
ír ta: HOSSZÚ MIKLÓS 
II. FEJEZET 
D I F F E R E N C I Á L I S G E O M E T R I A I O B J E K T U M O K 
l . § . Általános megjegyzések az ab paraméter műveletről 
1 . T e k i n t s ü k a z л - d i m e n z i ó s E u k l i d e s i t é r b e n a 
Рг = а<(0), «(0) = 0; i=l,2, ...,n; 
Q = (Qi, Qí, Q.) 
t r a n s z f o r m á c i ó t . L e g y e n 
-J Г 
* л = /A4 ^ ^ 
o?., ?.,... /.,• = ОХ, л,... a.- « ( U ) : dQK...d Qi, Q = 0 ; / , l y = 1, 2 , . . . , n 
a k k o r a P = a(Q) f ü g g v é n y Taylor-sora a Q = 0 p o n t k ö r n y e z e t é b e n : 
«4Q) = 2,Á è v = \ ,2,..., j. 
A 0 p o n t k ö r n y e z e t é b e n Taylor-sorba f e j t h e t ő , é s a 0 p o n t o t v á l t o z a t l a n u l 
h a g y ó a (Q), ß(Q), ... t r a n s z f o r m á c i ó k e g y m á s u t á n i a l k a l m a z á s a a s s z o c i a t í v , 
u g y a n i s a z a {ß[y ( Q ) ] } t r a n s z f o r m á c i ó i s m é t l é s e r e d m é n y e f ü g g e t l e n a s o r -
r e n d t ő l . E z é r t a z 
a = (a\„ allh, ...), i, lv = 1, 2, . . . , rí) 
e l e m e k oF„ h a l m a z a e g y s é g e l e m e s f é l c s o p o r t , m e l y b e n a c = ab m ű v e l e t e t a 
( a = (dit rí ( 0 ) , . . . ) , 
7 ( Q ) = « [ A ( Q ) L Ô = = (ÖL, P ( 0 ) , . . . ) , ( / , К = 1, 2 , . . . , rí), 
и = ( Ф Г ( 0 ) , . . . ) , 
p l . s p e c i á l i s a n л = 1 e s e t é n a z 
ab = (a, bu a,b2-\-a2b\, a,b3 +йз^ + За^Ь,^,...) 
* A dolgozat I. része a MTA III. Osztályának Közleményei IX/2. számában jelent 
meg (1959. 149-162. old.). 
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k é p l e t é r t e l m e z i . A z e g y s é g e l e m a z s (Q) = Q i d e n t i k u s t r a n s z f o r m á c i ó d e r i v á l t -
j a i b ó l t e v ő d i k ö s s z e : 
e=(àj, 0 , . . . ) , 
M i k é n t a b e v e z e t é s b e n é s a z I . f e j e z e t l . § - b a n l á t t u k , a d i f f e r e n c i á l i s 
g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k f e l s o r o l á s a a z 
(1) (xa)b = x(ab); x ( Xk; a, b (9Я 
e g y e n l e t m e g o l d á s á v a l e g y e n é r t é k ű . M i n t h o g y a r e g u l á r i s l e k é p e z é s e k i n v e r t á l -
h a t ó k , e z é r t a d e t (af) = Ö f e l t é t e l t k i e l é g í t ő e l e m e k q n h a l m a z a c s o p o r t . A z 
I. f e j e z e t b e n e g y q c s o p o r t o n ( 1 ) m e g o l d á s á t v i s s z a v e z e t t ü k q s z e r k e z e t é n e k 
v i z s g á l a t á r a ; h a i s m e r j ü k a m e g o l d á s t a ф а & п c s o p o r t o n , a k k o r a z t k i t e r -
j e s z t h e t j ü k a z e g é s z o F „ - r e , é r v é n y b e n t a r t v a ( l ) - e t . 
K o r l á t o z z u k t e h á t f i g y e l m ü n k e t c s u p á n q„-en xa m e g h a t á r o z á s á r a . S ő t 
qn h e l y e t t i s v e h e t ü n k e g y s z ű k e b b q,t cz q„ c s o p o r t o t , a d e t (af) > 0 f e l -
t é t e l t k i e l é g í t ő e l e m e k h a l m a z á t . E z c é l s z e r ű , m e r t d e t ( a j , , ) ф 0 m i a t t q n n e m 
e g y s z e r e s e n ö s s z e f ü g g ő , qt a z o n b a n m á r a z , é s q„ n y i l v á n f e l b o n t h a t ó a 
q t s z e r i n t i 
qn=qt,cqt, ( d e t c < o ) 
m a r a d é k o s z t á l y o k r a . I l y m ó d o n a q,t c s o p o r t o n i s m e r v e xa-t, t e t s z ő l e g e s 
a ( c q t e s e t é n i s m e g k a p j u k a z 
xa — x (ca+) = ( x c ) a+ = (cpx) a+ 
m e g o l d á s t , a h o l cpx az x - n e k t e t s z ő l e g e s 
cp{cpx) = x{cc), ха = (срх) а+ = <р (xcc+), а — са+=а+с 
t u l a j d o n s á g ú f ü g g v é n y e , p l . i n v o l u t ó r i k u s a cc = e v á l a s z t á s s a l . 
2 . M á r a b e v e z e t é s b e n i s l á t t u k , h o g y n e m k e l l f i g y e l e m b e v e n n i cc(Q) 
ö s s z e s d e r i v á l t j a i t , c s u p á n m - f - l - n é l a l a c s o n y a b b r e n d ű d e r i v á l t o k r a s z o r í t -
k o z v a é r t e l m e z h e t ő k a z m - e d o s z t á l y ú g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k . E k k o r a qn 
c s o p o r t а = (а\
х
, . . . ) e l e m e i r e a z 
« ^ я ' = ( < , . . . , < , * , , . . . , ü 
h o m o m o r f i z m u s t a l k a l m a z v a , a q™ k é p e t n y e r j ü k . 
q » ~ n e l e g y ü t t q * i s n y i l v á n h o m o m o r f k é p e ( | „ - n e k , k ö v e t k e z ő l e g 
q : ( m > / и ) - п е к i s . A . NIJENHUIS [ 5 ] e g y é b k é n t m e g h a t á r o z t a q n ö s s z e s h o m o -
m o r f k é p e i t . 
A z n d i m e n z i ó s z á m o n , m o s z t á l y s z á m o n k í v ü l h a r m a d i k f o n t o s a d a t a z 
Xk ( e u k l i d e s i t é r ) d i m e n z i ó j a : k, a m i t a z x £ Xk o b j e k t u m k o m p o n e n s s z á m á -
n a k n e v e z ü n k . C s a k v a l ó d i k o m p o n e n s s z á m o k k a l f o g l a l k o z u n k , a z a z X - r ő l 
1 , h a i = j , 
0 , h a i=hj. 
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f e l t é t e l e z z ü k , h o g y n e m f a j u l k - n á l k i s e b b d i m e n z i ó s h i p e r f e l ü l e t t é , s a z e g y -
s z e r ű s é g k e d v é é r t f e l t e s s z ü k a z t i s , h o g y k i t ö l t i a t e l j e s / г - d i m e n z i ó s e u k l i d e s i 
t e r e t . E g y é b k é n t u g y a n i s a l k a l m a s o p e r á t o r - i z o m o r f i z m u s s e g í t s é g é v e l Xk-t 
( f o l y t o n o s a n ) l e l e h e t n e k é p e z n i i l y e n t é r r e . 
p-paraméteres v a g y p-tagú r é s z c s o p o r t j á n a k n e v e z z ü k Sp-t, h a 
p - d i m e n z i ó s h i p e r f e l ü l e t e t a l k o t é j ™ - b e n , a z a z b á r m e l y s ( S > p e l ő á l l í t h a t ó a z 
« = ( « ! , . . . , u p ) p a r a m é t e r f o l y t o n o s ( é s e g y s z e r e s e n ö s s z e f ü g g ő § p e s e t é n 
i n v e r t á l h a t ó ) s = s(u) f ü g g v é n y e k é n t ú g y , h o g y 
s (и) s ( V ) ( $p, h a s ( u ) , 5 ( v ) ( Sp, 
a z a z 
s (и) s (v) = s ( w ) , 
a h o l ív c s u p á n и é s v f ü g g v é n y e : w = w(u, v). 
2. §. alcsoportjainak meghatározása 
1 , A éj!3 e g y p a r a m é t e r e s , e g y s z e r e s e n ö s s z e f ü g g ő f o l y t o n o s r é s z c s o p o r t j a i -
n a k m e g h a t á r o z á s a c é l j á b ó l t e k i n t s ü n k e g y i l y e n a l c s o p o r t o t , m e l y n y i l v á n 
t o p o l o g i k u s a n i z o m o r f [ 1 1 ] a v a l ó s s z á m o k a d d i t i v c s o p o r t j á v a l , a z a z e l e m e i 
e l ő á l l í t h a t ó k e g y v a l ó s и p a r a m é t e r f o l y t o n o s é s i n v e r t á l h a t ó s(u) f ü g g v é n y e -
k é n t ú g y , h o g y 
5 (U) S(V) = S(U + V), 
m a j d r é s z l e t e s e n : 
Sí (u) s1(v) = s1 (u + v), 
(U) S-2 (v) + s2 (u) SÍ (vf = SÍ (и + v), 
Si (и) s3 ( v ) + s 3 (и) Si ( v 3 ) + 3 s , ( и ) Si (v) s2 (v) = s3(u + v) 
t e l j e s ü l . A z e l s ő e g y e n l e t l e g á l t a l á n o s a b b f o l y t o n o s m e g o l d á s a 
Si(u) = eíU, 
a h o l Ci t e t s z ő l e g e s á l l a n d ó . A m á s i k k é t e g y e n l e t b ő l s z i m m e t r i a o k o k m i a t t 
S-2 = c2 (SÍ — sí), 
S3 = Cs (SÍ — Sf) + CiSo (ch + s O , 
h a c s a k Sj ( и ) ф 1 , a z a z с ф О , m í g 
S 2 (W) + S 2 ( V ) = S 2 ( U + V), 
s3 (u) + s3 (v) + 3s2 (u) s2 (v) = s3 (u + v), 
h a SÍ ( и ) = 1, a z a z с, = 0 . 
E z u t ó b b i e g y e n l e t e k k ö z ü l a z e l s ő l e g á l t a l á n o s a b b f o l y t o n o s m e g o l d á s a 
s,(u) = k,u, 
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m í g a m á s o d i k a z 
s3(u) = -jk'iu2 + (p(u) 
h e l y e t t e s í t é s s e l a Cauchy-féle f ü g g v é n y e g y e n l e t r e v e z e t h e t ő v i s s z a , t e h á t 
3 
s3(u) = ^-/4u2 + k3u, 
a h o l a z o n b a n k3 h e l y e t t ú j á l l a n d ó t v é v e 
s3 — s:> + k3s2. 
A Ci e g y ü t t h a t ó k k ö z ö t t v i s s z a h e l y e t t e s í t é s u t á n a 
Ci = — 3 c 2 ; c 5 = 0 , v a g y c 2 = 0 
ö s s z e f ü g g é s e k e t k a p j u k . 
Ö s s z e f o g l a l v a , a k ö v e t k e z ő a l a k ú e g y p a r a m é t e r e s r é s z c s o p o r t o k a t n y e r t ü k : 
Si 1 1 " 
C 2 (S i — Sí) «2 0 
T s « ! — S ? ) " - З с « ! « ! — SÏ)_ J 3/2 s 2 -F- к3 s3 ) 
M e g f i g y e l h e t j ü k , h o g y e z e k k ö z ö t t v a n n a k e g y e z ő t í p u s ú a k , ( k o n j u g á l t a k ) 
u g y a n i s 
V •Si 
Ci c 2 ( s , — 
Ts. Ts ( s , — 
Si Г 
= 0 с 2 
0 
t e h á t a k ü l ö n b ö z ő t í p u s ú e g y t a g ú r é s z c s o p o r t o k : 
Si "1 1 
0 $2 • s 2 3\ : 0 
0 . 
У _
3/2 Si "Т к3 S-2 S3. 
A z e r e d m é n y t a k ö v e t k e z ő t é t e l b e f o g l a l j u k : 
7. tétel. A (p csoport összes különböző típusú egytagú, egyszeresen 
összefüggő, folytonos alcsoportjai az előbb felsorolt 3} -k. 
2 . T é r j ü n k r á Щ k é t t a g ú a l c s o p o r t j a i n a k a m e g h a t á r o z á s á r a . A z 3 ] 3 ) 
s z o r z a t o k b ó l a k ö v e t k e z ő k ü l ö n b ö z ő t í p u s ú k é t t a g ú a l c s o p o r t o k n y e r h e t ő k : 
B Î : 
Si Si" 1 
S2 ©2 . 0 е г . ô 3 . s 2 
.Vi s;/S]_ í s 3 t S3_ 
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E g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m e g g y ő z ő d h e t ü n k a r r ó l , h o g y p l . 
S2 ®i ®i ®i ®i 
2 — — ®з 2>i > 
t o v á b b á , h o g y a s z o r z a t o k n e m s z o l g á l t a t n a k e g y é b t í p u s ú k é t t a g ú a l c s o p o r t o t , 
m e r t p l . a z 
" s , 
s 2 
7s + k3 ( s , — s?) 
a l a k ú e l e m e k a l c s o p o r t j a S 2 - g y e ' e g y e z ő t í p u s ú , a l k a l m a s a u t o m o r f i z m u s 
1 
s*-+ksk 
K i m u t a t h a t ó a k ö v e t k e z ő : 
-1 k = 
I 
8. tétel. A (|í csoportnak nincs az előbb felsorolt Щ-ktöl különböző 
típusú egyszeresen összefüggő, folytonosan differenciálható kéttagú alcsoportja. 
A b i z o n y í t á s f ő b b l é p é s e i a k ö v e t k e z ő k : A z t k e l l i g a z o l n i , h o g y a m o n -
d o t t t u l a j d o n s á g ú a l c s o p o r t o k m i n d i g e l ő á l l í t h a t ó k h a s o n l ó t u l a j d o n s á g ú e g y -
t a g ú a k s z o r z a t a k é n t . T e k i n t s ü n k e g y k é t t a g ú a l c s o p o r t o t : 
si = Si(u1, «,) ; 
e n n e k a z S f - v e l v a l ó k ö z ö s r é s z é t a z 
Ss = 3 /2 • sjj/si, i l l e t v e 
s 2 = 0 , i l l e t v e 
S i = 1 
f e l t é t e l t k i e l é g í t ő e l e m e k a l k o t j á k , m e l y e k m a g u k i s ( v a l ó d i v a g y n e m v a l ó d i ) 
a l c s o p o r t j a i S 2 - n e k , t e h á t S f - n a k i s . U g y a n i s a z i l y e n f e l t é t e l t k i e l é g í t ő e l e m e k 
s z o r z a t a i s u g y a n i l y e n . A z &2 n S ! k ö z ö s r é s z g e o m e t r i a i l a g k é t f e l ü l e t m e t s z é s -
v o n a l a , i l l e t v e é r i n t k e z ő r é s z e , m e l y f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó c s o p o r t m ű v e -
l e t r ő l l é v é n s z ó , n e m z s u g o r o d h a t a z e g y s é g e l e m r e , v a g y i s l e g a l á b b e g y t a g ú . 
H a a z i>2 n S? a l c s o p o r t o k k ö z ö t t n i n c s k é t t a g ú , a k k o r v a n k ö z t ü k l e g a l á b b k é t 
k ü l ö n b ö z ő e g y t a g ú , u g y a n i s 
П = 
i = 1 
h a v i s z o n t a z S 2 n S 2 k ö z ö s r é s z k é t t a g ú , a k k o r e z c s a k S>2 m a g a l e h e t , m i n t -
h o g y S 2 - n e k n i n c s v a l ó d i k é t t a g ú a l c s o p o r t j a . T e h á t J>2 m i n d k é t e s e t b e n t a r -
t a l m a z l e g a l á b b k é t k ü l ö n b ö z ő e g y t a g ú a l c s o p o r t o t . 
2 4 2 H O S S Z Ú M. 
M i n t h o g y v é g ü l ê 2 s z a b a d p a r a m é t e r e i n e k s z á m a k e t t ő n é l t ö b b n e m i s 
l e h e t , k é t k ü l ö n b ö z ő e g y t a g ú a l c s o p o r t s z o r z a t a k i i s m e r í t i a z e g y s z e r e s e n 
ö s s z e f ü g g ő S 2 - t , v a g y i s a 8 . t é t e l b i z o n y í t v a v a n . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a L / ' e - e l m é l e t b ő l i s m e r e t e s , h o g y m i n d e n k é t t a g ú 
L / e - c s o p o r t e g y t a g ú a k s z o r z a t a , d e l e s z ö g e z z ü k , h o g y i t t n e m v o l t s z ü k s é g a 
L / e - e l m é l e t a p p a r á t u s á r a , é s c s u p á n e l s ő r e n d ű f o l y t o n o s d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g o t 
t é t e l e z t ü n k f e l . S ő t , r e m é l h e t ő m é g a h a s z n á l t f e l t é t e l e k e n y h í t é s e i s , p l . ACZÉL 
JÁNOS é s KOVÁCS LÁSZLÓ m i n d e n e g y é b f e l t é t e l n é l k ü l m e g t u d t á k h a t á r o z n i a z 
Si 
s 2 
F(su s j) 
a l a k ú k é t t a g ú a l c s o p o r t o k a t . 1 F e l v e t h e t ő h a s o n l ó k é r d é s a z 
Si H (s2, s j) 
G ( s 1 ; sj) s 2 
- s 3 : У _ S3 
a l a k ú a k n á i i s ; é p p e n e r r e a j e l e n l e g m é g n y i l t p r o b l é m á r a v a l ó t e k i n t e t t e l n e m 
r é s z l e t e z e m a 8 . t é t e l b i z o n y í t á s á t . 
3 . V á l a s s z u k k i <R\-mk a t a l á l t a l c s o p o r t o k s z e r i n t i f e l b o n t á s á b ó l a 
« 1 «1 аг 
HÍ: ajax 0 a-i 
У 
—
 3/a « s / « i — h « i «2_ У 0 
1 j ax 
0 a2lcc\ 0 
ß 3 / ß , — V 2 « 2 / « L У 0 У 0 
: a 
m a r a d é k r e n d s z e r e k e t . E g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m e g g y ő z ő d h e t ü n k , h o g y p l . 
cc = sa = 
t e h á t a z 
Si" « i S, 1 
0 a.. = Sx «2 = « 2 / « i 
0_ «3. Si «3. 
а.з/'ßi 
a 
l e k é p e z é s e k k e l a k ö v e t k e z ő e g y - é s k é t k o m p o n e n s ű g e o m e t r i a i o b j e k t u m 
1
 Más kiinduló pontból jut el ugyanezen probléma megoldásához a 3. § 1. 
\ 
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t r a n s z f o r m á c i ó k a t n y e r t ü k : 
1 
l о a = l о a = la = 
Í3 a\ + ű3/öi + 3« a,_ 
Ii öi 
7 llÖ! 
0 Ii ö2 + §2 a\ 
i s ö f + g A ű s — V a ö l / ű x — 
Д I i Ö, a 2 ) > 0 











a h o l ks t e t s z ő l e g e s á l l a n d ó . 
H a f e l í r j u k a h á r o m k o m p o n e n s ű 
§ о a = 
l l ö l 
I i ö 2 + § 2 a ? 
_Slö 3 + Í , ű ? + 3 I 2 Ű Í Ú 2 
g e o m e t r i a i o b j e k t u m t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y t , a k k o r a z 1. t é t e l s z e r i n t e b b ő l 
a z e l ő b b i e k o p e r á t o r - h o m o m o r f i z m u s s e g í t s é g é v e l s z á r m a z t a t h a t ó k . A m e g f e l e l ő 
l e k é p e z é s e k r e n d r e 
¥ 1 
l 2 - 1 = l 2 / l , 
1з M l 
M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a 










m á t r i x f e l h a s z n á l á s á v a l a z e r e d m é n y r ö v i d e b b e n í g y í r h a t ó : 
| о a = с (a) • l, 
v a g y a z i r o d a l o m b a n m e g s z o k o t t a b b [1] t r a n s z f o r m á c i ó a l a k : 
~Md 
а о g = c ( a ) 1 • £ = 
Ш 
liía\—h aj a] 
Ш - 3 £2 a M + g , (3 a M - a - M ) 
0 0" ¥ 
l / a ? 0 l 2 
aJa\ Ua\_ 
_1з. 
2 4 4 HOSSZÚ M. 
I t t h e l y e t t i n k á b b s z o k t á k a z 
v á l t o z ó t h a s z n á l n i , m e l l y e l 
Vi 
1 = m — Vi 
Шг 
ж 
а о r} = 
ÍJI/ŰI 
V t f i — 
JiM—3 rí2 aja\ + аЦа\ — ajal 
E b b ő l a z 











1 1 Vi 
0 Vi 0 
Jh—Uv-i- У . 0 . У 0 
o p e r á t o r - h o m o m o r f i z m u s s a l s z á r m a z t a t h a t ó k a z i s m e r t 1 — 2 - k o m p o n e n s ű , 
m = 3 o s z t á l y ú , « = 1 d i m e n z i ó s s p e c i á l i s g e o m e t r i a i o b j e k t u m t r a n s z f o r m á c i ó s 
t ö r v é n y e k . 
3. §. А ф bizonyos komplexusain invertálható xa 
Az I. f e j e z e t b e n e m l í t e t t ü k , h o g y e l ő r e m e g v á l a s z t o t t h a l m a z o n f e l -
t é t e l e z v e a z 
l e k é p e z é s l é t e z é s é t , m i n d e n e g y é b f o l y t o n o s s á g i , d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i , s ő t c s o p o r t 
t u l a j d o n s á g f e l t é t e l n é l k ü l k a p j u k a z xa t r a n s z f o r m á c i ó k l e g á l t a l á n o s a b b a l a k j á t . 
M i n t a 3 . t é t e l b e n l á t t u k , a k k o r a 
( 3 ) л[(яа)Ь] = я(аЬ), = а,Ь^ф\ 
e g y e n l e t m e g o l d á s a s z o l g á l t a t j a xa-1. C s u p á n e g y - e g y p é l d á n m u t a t j u k b e ( 3 ) 
m e g o l d á s á t , m e g j e g y e z v e a z o n b a n , h o g y e m ó d s z e r á l t a l á n o s a b b e s e t e k b e n i s 
t e l j e s e n h a s o n l ó m ó d o n a l k a l m a z h a t ó . T e k i n t s ü k а ф c s o p o r t o t , s a z o n a 
T "1 " ű i ûi" 
â t i : 0 , Ж 2 : a-. Ö2 , 3C4 : 0 
+ 3 . ß>_ 0 . + 3 . 
k o m p l e x u s o k a t . V i z s g á l j u k k ü l ö n - k ü l ö n e z e k e n ( 3 ) m e g o l d á s á t . 
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1 . A SÍT, ЗСо k o m p l e x u s t ^ - n a k n o r m á l o s z t ó j a , t e h á t ( 3 ) m e g o l d á s a a 
3 . t é t e l s z e r i n t 
( 4 ) 7ia = (y a~1) a, 
a h o l 
( 5 ) а->уа = у(аЖ1)£аЖ1, i= 1 , 2 
t e t s z ő l e g e s e n d o m o r f i z m u s : 
(6) Xayb = y(ab), 
M i n t h o g y ЗС2-n 
ö i 
/(ö) = z(ö3Q= '/Jaj) € ö3C,, 
U Ó O J 
t o v á b b á a 4 . t é t e l s z e r i n t у k é p t a r t o m á n y a a l c s o p o r t , s a 7 . t é t e l b i z o n y í t á s á -
b ó l l á t h a t ó a n i l y e n a l c s o p o r t m i n d e n e g y é b f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l n é l k ü l i s 
c s a k a S j - h e z h a s o n l ó t í p u s ú l e h e t , e z é r t 
1 
ya = c 
H a s o n l ó m ó d o n S ú - e n : 




M i n t h o g y b á r m e l y a £ é j ^ - n á l f e n n á l l a z 
ÖI Ö, "1 "1 "ŰT 
a = ő s = 0 aj a, = ö i / ö ? 0 
ö3_ 0 -Ö3/ŰJ_ . ö s / Ű L O_ 
f a k t o r i z á l h a t ó s á g , e z é r t 
/оз ©1 ©2 ©2 ©1 ©1 M ©2 4 1 — ®i ®з — ®з ®i — á>i U S 3 , 
v a g y i s a z 5 . t é t e l s z e r i n t а у i s k é t t é n y e z ő r e b o m l i k : 
= p (öi) о (ajaj) = о (ajaj) q (aj), 
öl 1 
XA = X 0 ö2 /űl 
0 
a h o l 
P (aj) g (bj) = p ( ű j bj), p ( ű ] ) = 
p3(ö,) 
P (ajaj) = p ( Ö I ) a (aj aj) p (ű,)-1, 
2 4 6 HOSSZÚ M. 
v a g y i s a j = a 2 - v e l 
s m i n t h o g y 
e z é r t 
T 1 " 
1 = 1 
0 Ca. 
9 (aj), o(aj) = g(\/a2) 
h a а 2 ф О , e g y é b k é n t p e d i g у e n d o m o r f i z m u s v o l t a m i a t t 
a(0) = y 
I s m é t a 4 . t é t e l b ő l é s a 7 . t é t e l b i z o n y í t á s á b ó l l á t h a t ó a n 
T 1 
0 0 
0 . 0 . 
E z u t á n 
û i 
9(aj) = 0 
_L3 ( ö i - Û ? ) -
l / c 2 Y 02 1 
а (aj) = 0 1 0 
ks(\/a2— l/ajj)_ Cg. k3(a2 — aj)_ c 3 a l . 
m e l y v a l ó b a n e n d o m o r f i z m u s , h a c s a k 
o(a2)ç$î, 
a z a z c 3 =
 3 / 2 . í g y v é g ü l a l e g á l t a l á n o s a b b y m e g o l d á s a 3Cj k o m p l e x u s o n 
ya = ç(a1)a\^ | = 
A 3Ci, 3 Í 2 k o m p l e x u s o n t a l á l t m e g o l d á s o k b i r t o k á b a n k i m o n d j u k a 
k ö v e t k e z ő t : 
9. tétel. Az (1) függvényegyenletnek az Xu illetve X2 halmazon és a 
csoport Ж,, illetve Ж2 komplexusán az 
хЛ^х!=!(€%) 
ö l 1 ű i 
0 afa, = = a2 
_k3(al — azj)_ , 7 s Ä 3/2at/a1 + k3(a1 — al\ 
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invertálhatósági feltételt kielégítő megoldása 
(xa)' = X ' O Ű = ?OŰ = л (Ça) = (у Ű ' 1 ) Ça = 
k ' 1 
ahol x x ' = j; tetszőleges invertálható leképezés és 
Ol -1 Г aj Ol - i 1 aj 
0 2 к 0 Ö2 С 1 0 с a2 
. 7 2 û | / o i . i s . ß3. ) ( U „ í j as 
1 1 




2. A 3CS k o m p l e x u s o n i s e l é g e g y s z e r ű ( 3 ) m e g o l d á s a . A k k o r 
aj л
х 
ла = л 
о 2 = Л-2 
Оз. 0 _ 
L e g y e n t e h á t ( 3 ) - b a n b2 = b3 = 0 , a k k o r 
(л:a) 
bx лх a 
b\ л2 a 
0 
t e h á t 




л[(ла) Ь] ÔÏ ÍT2 о 
. 0 _ 
\ Ol bxaj 
Ь\ Лг 0 2 = хи b\a2 
Оз. biß з-
V á l a s s z u k 6 1 = l / a 1 - e t , a k k o r 







/ = 1 , 2 . 
/ = 1 ,2 . 
í g y e l i n t é z t ü k я > п е к a z a e l s ő k o m p o n e n s é t ő l v a l ó f ü g g é s é t . E z u t á n a 
t o v á b b i a k b a n v e h e t j ü k a z e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t a 1 = ö 1 = l - e t , a k k o r ( 3 ) r é s z -
l e t e s e n k i í r v a 
f 1 1 \ лга 1 
a.2 02 U r л.1а-)-Ьгл1а = л а2 + 6 2 
\ Оз_ Ьз _b3 Л\ а 3 b2 л2 а а 3 + 0з + З о 2 0 2 
3 III. Osztá ly Köz leménye i IX/3 
2 4 8 H O S S Z Ú M . 
L e g y e n i t t 
a k k o r 
K i m u t a t j u k , h o g y 
а
я
 + Ь3 + За2Ь, = 0, 
1 1 
л 
a2 + b2 = ch + b2 
0 0 
л2а— а.2лха = 0, o = 
T e k i n t s ü k u g y a n i s a z o n a e l e m e k h a l m a z á t , a h o l e z n e m t e l j e s ü l n e . O t t m e g 
l e h e t n e v á l a s z t a n i 6 2 - t ú g y , h o g y 
Ь3лха + 3Ь2л2а = (— ci, — 3a2b2) ща + ЗЬ2л2 а = О, 
a z a z 
а3лха 





ща-\- Ь.2лха = a2 + b2 лха = 1, л2а = а2 
0 0 t 
k ö v e t k e z ő l e g 
t e l j e s ü l j ö n , e l l e n t m o n d á s b a n a z z a l , h o g y 
ща — а2лха фО. 
Н а v i s z o n t 
a k k o r 
\ 
ща = а, л, а, а 
л 
л2а 
(а., + Ь,) л, а 




а 2 + Ь.2 
а 3 + Ь 3 + З а 2 Ь 2 
L e g y e n i t t a3 — b3 = 0 , a k k o r 
1 " 1 
щ 
0 = щ Ь2 
а3_ а3_ 
fia), 
s a z í g y é r t e l m e z e t t / - n e k n y i l v á n k i k e l l e l é g í t e n i e 
f(a)f[(b3 + 3 a.2b)/f(asf] =f(a3 + b3 + 3 a2b2) 
- t . V e z e s s ü k i t t b e a 
F Ü G G V É N Y E G Y E N L E T E K É S A L G E B R A I M Ó D S Z E R E K A G E O M E T R I A I O B J E K T U M O K E L M É L E T É B E N , II . 2 4 9 
f ü g g v é n y t , a k k o r ú j v á l t o z ó k k a l , n é g y z e t r e e m e l é s u t á n e g y e n l e t ü n k : 
( 1 3 ) (cpu)cp(v/cpu) = cp(u + v). 
Н а сриф 1, a k k o r v m e g v á l a s z t h a t ó ú g y , h o g y 
u-\-v = v/(pu = w 
l e g y e n . E k k o r 
cpu <pw = cpw, 
cp XV = 0 , v a g y » , 
a z a z 
" 1 
-Ti = 0 v a g y oo 
v o l n a v a l a m i l y e n w h e l y e n , a m i n y i l v á n m e g e n g e d h e t e t l e n a q , c s o p o r t $C3 
k o m p l e x u s á n . T e h á t c s a k 
9 Ш = / ( « ) * = 1 
l e h e t , v a g y i s a m e g o l d á s : 
л, a = 1, 7ha = a,, 
azaz 
ß i 
7i а = а2 
О 
MEGJEGYZÉS. ( 1 3 ) l e g á l t a l á n o s a b b i n v e r t á l h a t ó m e g o l d á s a 2 
( 1 4 ) cpu = 1+cu, 
u g y a n i s cp и Ф 1 e s e t é n 
<pw = 0 , v a g y oo 
- b ő i k ö v e t k e z i k , h o g y 
ív = v/cpu = -—-— = k o n s t a n s , 7
 1—cpu 
azaz 
cpu = \ — ~u = \-\-cu, h a сриф 1 , a z a z иф 0 ; 
m á s r é s z t <jp« = l e s e t é n ( 1 3 ) v = 0 - v a l 9>0 = l - e t a d , t e h á t ( 1 4 ) é r v é n y e s 
m i n d e n u-ra. 
3 . F o g l a l k o z z u n k 3C4 f e l e t t ( 3 ) m e g o l d á s á v a l . M i n t h o g y Ж4 r é s z c s o p o r t , 
e z é r t , m i n t a 3 . t é t e l b i z o n y í t á s á n á l i s , 
TI а = (Л а') а, а — а' а, Й^Ж4, 
2
 <ри invertálhatósága másként azt jelenti, hogy л , az u-nak invertálható függvénye. 
3 * 
2 5 0 H O S S Z Ú M. 
a h o l a ' a z a r e p r e z e n t á n s a a 3 « s z e r i n t i 
(fi3 = û ' 3 C 4 , ft'SC«, . . . 
f e l b o n t á s n á l . R e p r e z e n t á n s o k l e h e t n e k a z 
e l e m e k , t e h á t 
d Si Ol Si 1 
а' = as — а2 0 = 0 2 S î = 0 2 / ű ? 
Оз. s 3 . Ű3S? + Ű,S 3 . . 0 
( = Ű Ű > ) 
Л,! (Ii Ol О1Л1 
ла = 0 
/ \ 
0 = 0 
(iL 03 O3 -TT -F- О ? Я 3 
s f o l y t a t ó l a g 
í g y ( 3 ) b a l o l d a l a : 
л [ « T Ű ) b\ = 
m í g a j o b b o l d a l 
л (ab) 
V é g e z e t ü l a 
« T Ű ) B = 
л
г í 1 U i û f ^ i J 
0 
- т 3 
02 
O+r - 'T , J 
ű i « ;T, 
ű , ö 3 ; T J + Ű 2 Ó « T , + ö í ó j ; T , ; 








 + «ф«тз 
f ű + o + ű + f ) 
; T l 1
 ű + T " J - I 
0 
л:« 
62 , Ö2 
' М Г ű? 
b. d \~U' a\ 
db, 
0 
а ф з + О з б ^ + З О а б ф . , 
Û2 
j e l ö l é s s e l , я у , ^ m e g h a t á r o z á s á r a a k o m p o n e n s e k ö s s z e h a s o n l í t á s a r é v é n 
ű ( 1 3 ' ) 
( 1 5 ) тс. 
-'T, 
ü 
_ - Ti « • ) ÍT3 « ' ) + я 3 
- « ' ) 
и 
л , (r) 
m (v) = щ (и + v), 
л, (vf — 3 ü v л, (и + v) + л3 (и + v) 
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e g y e n l e t r e n d s z e r s z o l g á l , a h o l a 
МО) ¥ ¥ 
жЪ = 0 0 = 0 
ТТз(О) i s . J a . 
(£ £ 4 ) 
U s ( O ) У Ы 
k e z d e t i f e l t é t e l m i a t t 
( 1 6 ) я / ( 0 ) = 1, я 3 ( 0 ) = 0 . 
A z e g y e n l e t e k k ö z ü l a z e l s ő é p p e n ( 1 3 ) , m e l y n e k t e h á t 0 é s ° o - t ő I 
m i n d e n ü t t k ü l ö n b ö z ő m e g o l d á s a 
я , и = = 1. 
E z t f i g y e l e m b e v é v e , l e g y e n 
ж3и=/(и) — 3/2и2, 
a k k o r ( 1 5 ) a k ö v e t k e z ő r e r e d u k á l ó d i k : 
f(u)+f(v)=f(a + v), 
t e h á t v é g e r e d m é n y b e n ( 3 ) l e g á l t a l á n o s a b b m e g o l d á s a а 5С4 r é s z c s o p o r t o n 
- t ű = (ж á) а = \ж 
/ 1 \ «x 
aja\ 0 
V 
. 0 / 
Оз. 
1 Û! 0 , 
0 0 = 0 
, Г 3 û l 
L 7 [al) 2 a\J Û3 
a h o l f ( u ) t e t s z ő l e g e s a d d i t í v f ü g g v é n y . 
E ж o l y g e o m e t r i a i o b j e k t u m o t i s a d h a t , m e l y n e k a 2 - b e n s e h o l s e m f o l y -
t o n o s a t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e . É s p e d i g 
«1 Ol « l O i 
0 0 ű 2 = ( я к ) о а = ж (аа)= ж « l 0 2 





ű 2 r 
axa\) 
«1 ö , 
0 
«IŰ3 + 
a h o l / ( u ) t e t s z ő l e g e s d i s z k o n t i n u u s a d d i t í v f ü g g v é n y . 
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Ö s s z e f o g l a l v a k i m o n d h a t ó a 
10. tétel. ( 3 ) legáltalánosabb megoldása a 3Í3, 3 Í 4 komplexuson : 
af 




ahol /(«) tetszőleges additív függvény. 
4 . ( 3 ) - b ó l á l t a l á n o s a b b m e g o l d á s o k a t n y e r ü n k , h a n e m z á r j u k k i щ = 0 , 
v a g y o o - t . E k k o r a z o n b a n a ( 1 3 ' ) , ( 1 5 ) e g y e n l e t e k m e g o l d á s a m á r t ö b b g o n d o t 
o k o z . D i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k n é l k ü l e z i d á i g n e m s i k e r ü l t m é g . A s z e r e p l ő 
f ü g g v é n y e k f o l y t o n o s d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g á t 3 f e l t é t e l e z v e v i s z o n t k ö n n y e n c é l h o z 
é r ü n k . D i f f e r e n c i á l j u k p l . ( 1 3 ' ) - t и s z e r i n t , a k k o r « = 0 e s e t é n a ( 1 6 ) k e z d e t i 
f e l t é t e l m i a t t 
Л-í (r) = Ci, Л
х
 (v) = 1 + Cl V. 
E z t ( 1 5 ) - b e h e l y e t t e s í t v e , é s и s z e r i n t d i f f e r e n c i á l v a , « = 0 e s e t é n e g y e l s ő -
r e n d ű l i n e á r i s , i n h o m o g é n d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t k a p u n k , m e l y n e k l e g á l t a l á n o -
s a b b m e g o l d á s a a ( 1 6 ) k e z d e t i f e l t é t e l f i g y e l e m b e v é t e l é v e l : 
л3 (v) = kp? + kp? + kp:, 
a h o l a z o n b a n a c u k , á l l a n d ó k k ö z ö t t a ( 3 ) , ( 1 5 ) - b e v a l ó v i s s z a h e l y e t t e s í t é s 
f o l y t á n m é g b i z o n y o s ö s s z e f ü g g é s e k e t t a l á l u n k . A s z á m o l á s r é s z l e t e z é s e n é l k ü l 
k i m o n d j u k a k ö v e t k e z ő t : 
1 1 . tétel. ( 3 ) legáltalánosabb differenciálható megoldása a torlódási pon-
tokkal kibővített , elv4 halmazokon 
al Y1 + с, ajcf \a, + c, afa, 
ла — а, f Г+ C;; a3/a\ 0 
0 . csajai + 03 + k,al/a; + к2аЦа1 + к, ö,ű2 
кз = Va С, (с, f—3), ko = 7a (с, F — 1), 
ahol cu c:i, к, tetszőleges állandók. 
А 1 1 . t é t e l b e n n y e r t л a k ö v e t k e z ő g e o m e t r i a i o b j e k t u m t r a n s z f o r m á c i ó -
k a t s z o l g á l t a t j a : 
§ о a = 
3 ей 
f a , f l + c 3 ( a ? a , + 3 « + + , ) / + + + 
(?iű2 + ?2+) f l + c3 (a Ja, + 3 ű 2 ? 2 / ? i ) / ( ö i ? i ) : 
0 
^ Ö i + C . ű + Ö , 
0 
Cl (§1Ö3 + ?3űi) Ú2/Ö1+) + 1 , Ű3 + ?3űí + к. (а?аф + + §4 at/a1 + k, fiaxa.2_ 
Elég csak egyetlen pontban, az origóban feltételezni a differenciálhatóságot [1]. 
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E z e k k ö z ü l m i n d k e t t ő o p e r á t o r - i z o m o r f 
1 
7]oa= + a ja, 
Лз öí + 0зМ + 3 /;2Ű2 
- v e i , h a c s a k с , ф 0 , с 3 ф 0 , a m i r ő l e g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m e g g y ő z ő d h e t ü n k , 
p l . ú g y , h o g y m e g h a t á r o z z u k p l . a % = e-hez t a r t o z ó s t a c i o n e r o p e r á t o r o k a l -
c s o p o r t j á t , s e z e k p e d i g §>\ k o n j u g á l t j a i , s m i n t a 2 . t é t e l u t á n m e g j e g y e z t ü k , 
i l y e n a l c s o p o r t o k h o z o p e r á t o r - i z o m o r f m a r a d é k r e n d s z e r t a r t o z i k . 
A s t a c i o n e r o p e r á t o r o k Ê> a l c s o p o r t j á n a k m e g h a t á r o z á s a p l . a m á s o d i k 
e s e t b e n ú g y t ö r t é n h e t , h o g y k i h a s z n á l j u k a z e e l e m h e z t a r t o z ó s t a c i o n e r 
o p e r á t o r o k 
e о s — л (es) — л s — e 
j e l l e m z ő s a j á t s á g á t . L e g y e n r ö g z í t e t t a' m e l l e t t sfa'S(A, v a g y i s s = a's, a k k o r 
л s = л (a' s) = (ла') s = e, 
v a g y i s 
t e h á t S a z а'Ж4 m a r a d é k o s z t á l y o k b ó l p o n t o s a n e g y e l e m e t t a r t a l m a z , s í g y 
( j ( S f l ö ' S C 4 ) = U Ö ' ( t ű ' ) - 1 , <§? = Г З С о 
a z a z , m i n t h o g y = a k ö v e t k e z ő a l a k ú e l e m e k ö s s z e s s é g e : 
- i 1 1 -i 1 1 
(ла') a'-1 = л aja\ aja\ — Л t t 
0 0 .0 0 
1 +c,t 
0 






3(? + СгТ) + кф + кф + к,1 
m e l y v a l ó b a n S j k o n j u g á l t j a , h a c s a k с,ф0, m í g h a c 4 = = 0 , v a g y i s 
o l y a n f é l c s o p o r t , m e l y e l f a j u l h a t S j - g y é , v a g y S 2 - v é . 
(Beérkezett: 1958. IV. 24.) 
Nehézipari Műszaki Egyetem, Miskolc 
Matematikai Tanszék 

SZÁSZ GÁBOR EGY TÉTELÉRŐL 
írta: GRÄTZER GY. és SCHMIDT E. T. 
A z a l á b b i a k b a n SZÁSZ GÁBOR [2] d o l g o z a t á n a k 8 . t é t e l é r e a d u n k ú j 
b i z o n y í t á s t . 
A s z ó b a n f o r g ó t é t e l e r e d e t i a l a k j a — m e l y a z 1. p o n t b a n v á l t o z a t l a n u l 
s z e r e p e l — a Birkhoff—Menger-ié\e d i r e k t t é n y e z ő k r e r ó k i f e l t é t e l e k e t . 
F e l m e r ü l a k é r d é s , v a j o n n e m l e h e t n e - e e g y e n e s e n a h á l ó r a a d n i m e g f e l t é -
t e l t . A k é r d é s r e i g e n l ő v á l a s z t a d a 2 . t é t e l . 
1.. SZÁSZ GÁBOR, a t é t e l t e l ő k é s z í t e n d ő , [ 2 ] - b e n ö t s e g é d t é t e l t m o n d k i , 
m e l y e k n a g y o b b r é s z t G . BIRKHOFF, t o v á b b á W H I T N E Y , MACLANE é s DILWORTH 
e r e d m é n y e i t f o g l a l j á k ö s s z e . A z e l s ő h á r o m s e g é d t é t e l t k i s v á l t o z t a t á s o k k a l 
m e g i s m é t e l j ü k ; a f ü g g e t l e n s é g f o g a l m á r a , s a z e r r e v o n a t k o z ó e r e d m é n y e k e t 
ö s s z e g e z ő k é t u t o l s ó s e g é d t é t e l r e n e m l e s z s z ü k s é g ü n k . 
1. SEGÉDTÉTEL (BIRKHOFF—MENGER): Minden véges, komplementumos, 
moduláris háló, L, egyértelműen felírható az 
(1) L = P0 XPiX"'X Pn 
alakban, ahol P0 Boole-algebra és a Prk (i—\,2,...,n) egyszerű (komple-
mentumos, moduláris), nem disztributív hálók. 
2. SEGÉDTÉTEL: Véges, egyszerű, komplementumos moduláris háló minden 
( f ő ) ideálja is egyszerű háló. 
( [ 2 ] - b e n a f e n t i h e l y e t t a k ö v e t k e z ő á l l í t á s s z e r e p e l : a z L v é g e s , k o m p -
l e m e n t u m o s , m o d u l á r i s h á l ó a k k o r é s c s a k a k k o r e g y s z e r ű , h a b á r m e l y k é t 
k ü l ö n b ö z ő a t o m h o z , p é s 17-hoz v a n e g y o l y a n h a r m a d i k a t o m , r, h o g y 
r <pllq. M i v e l e z a t u l a j d o n s á g , h a e g y h á l ó r a t e l j e s ü l , a k k o r m i n d e n i d e á l -
j á b a n i s f e n n á l l , e z é r t e b b ő l a z á l l í t á s b ó l t r i v i á l i s a n a d ó d i k a f e n t i 2 . s e g é d -
t é t e l . ) 
3 . SEGÉDTÉTEL: Az L 0 - e l e m e s , véges, moduláris háló [0 , b] intervallu-
mának hosszát (azaz maximális láncainak hosszát) jelölje ő(a, b), s legyen 
r)'(0, a) = ö(a). d(á) = 0 akkor és csak akkor, ha a = 0, és fennáll a követ-
kező identitás: 
(2) d(flUb,a) = d(b,a\ib). 
\ 
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E z e k u t á n f o g a l m a z z u k m e g SZÁSZ GÁBOR t é t e l é t . 
1. tétel. Legyen L 0 és 1 elemes, véges, komplementumos, moduláris háló. 
L-ben akkor és csak akkor található nem disztributív, ötelemü, 0 és 1 -et 
tartalmazó részháló, ha az (1) felbontásban P0 egyelemű és mindegyik 
Pi(i—\, 2,..., n) páros hosszúságú. 
MEGJEGYZÉS: A k í v á n t r é s z h á l ó l é t e z é s e a k ö v e t k e z ő e g y e n l e t r e n d s z e r 
m e g o l d h a t ó s á g á t j e l e n t i : 
( 3 ) x n j > = > , n z = z n x = 0 , x uy = yuz==zux=í. 
A z 1. T É T E L BIZONYÍTÁSA: T e t s z ő l e g e s A a l g e b r a i s t r u k t u r á r a i g a z a z 
a z á l l í t á s , h o g y e g y e g y e n l e t r e n d s z e r a k k o r é s c s a k a k k o r o l d h a t ó m e g A - b a n , 
h a v a l a m e l y d i r e k t e l ő á l l í t á s a m i n d e n d i r e k t - t é n y e z ő j é b e n m e g o l d h a t ó . T o v á b b á 
h á l ó k e s e t é n a z 1 é s 0 e l e m d i r e k t - f e l b o n t á s b e l i k o m p o n e n s e i é p p a d i r e k t 
t é n y e z ő k 1 é s 0 e l e m e i . í g y b e l á t t u k , h o g y ( 3 ) L - b e l i m e g o l d h a t ó s á g a e k v i -
v a l e n s ( 3 ) m i n d e n / / - b é l i ( / ' = 0 , 1 , . . . , rí) m e g o l d h a t ó s á g á v a l . 
A P„ B o o l e - a l g e b r á b a n , h a 0 < 1, a k k o r ( 3 ) m e g o l d h a t ó s á g a e g y n e m 
d i s z t r i b u t í v r é s z h á l ó l é t e z é s é t j e l e n t e n é , s e z é r t k e l l , h o g y P0 e g y e l e m ű l e g y e n . 
T e g y ü k f e l , h o g y ( 3 ) / / - b e n ( / > 0 ) m e g o l d h a t ó . E k k o r 
d ( l ) = d ( 0 , l ) = d ( 0 , x ) + d ( x , l ) = d ( z , l ) + d ( y , 0 ) = 2 d ( z , 1) , 
a z a z P i p á r o s h o s s z ú s á g ú . 
E l é g a t é t e l b i z o n y í t á s á h o z m á r c s a k a z t b e l á t n u n k , h o g y h a L 2n 
h o s s z ú s á g ú , e g y s z e r ű , k o m p l e m e n t u m o s , n e m d i s z t r i b u t í v , m o d u l á r i s h á l ó , 
a k k o r L - b e n ( 3 ) m e g o l d h a t ó . A l k a l m a z z u n k t e l j e s i n d u k c i ó t n-re. n = l - r e a z 
á l l í t á s t r i v i á l i s , m e r t a n e m d i s z t r i b u t i v i t á s k ö v e t k e z m é n y e k é p p e n L - n e k v a n 
h á r o m k ü l ö n b ö z ő a t o m j a , p, q, r, m e l y e k k i e l é g í t i k ( 3 ) - a t . T e g y ü k f e l , h o g y 
a z á l l í t á s t m á r m i n d e n 1 шк<п-те b e l á t t u k . L e g y e n a f L, ô(a) = 2n — 2 s 
a' e g y t e t s z ő l e g e s k o m p l e m e n t u m a ű - n a k . N y i l v á n ö(a') = 2. A z ( я ] é s (a'] 
f ő i d e á l o k b a n a 2 . s e g é d t é t e l é s a z i n d u k c i ó s f e l t é t e l k ö v e t k e z t é b e n ( 2 ) m e g -
o l d h a t ó , l e g y e n e k e z e k a m e g o l d á s o k x1,y1,zx és x2,y.,,z2. Á l l í t j u k , h o g y 
a z x = x, и x 2 , у = yx и y2, z = zx U z2 e l e m e k m e g o l d á s a i ( 3 ) - n a k L - b e n . V a l ó -
b a n , x и у = xx и yx U x2 и y-2 = а и а' = 1 s u g y a n í g y yuz = züx = \; t o v á b b á 
ô ( x ) = n, m e r t Xj n x 2 = 0 s e z é r t ô(x) = d ( X i и x 2 ) = d ( x , ) + d ( x 2 ) = (n—1) + 
T 1 = n, s u g y a n í g y ô(y) = ô(z) = n. E b b ő l , d ( x Л y, x) = ô(y, x и y) = 
— 2 n — « = 72, a z a z d ( x n j ) = d ( x ) — d ' ( x n y, x) = n—n = 0 , t e h à t x n > ' = 0 , 
s u g y a n í g y j > n z = z n x = 0 , a m i v e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
2 . A B I R K H O F F — M E N G E R t é t e l b i z o n y í t á s á t l e g e g y s z e r ű b b e n A k ö v e t -
k e z ő t é t e l s e g í t s é g é v e l n y e r h e t j ü k . 
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4 . S E G É D T É T E L : Legyen L komplementumos, moduláris háló. Ez esetben 
a ) (NEUMANN) L = ( Ö ] X ( Ö ' ] akkor és csak akkor, ha a-nak pontosan 
egy komplementuma van; 
b ) (BIRKHOFF) feltéve L végességét, L akkor és csak akkor egyszerű, ha 
nincsen egyértelműen komplementumos eleme. 
E z e n t é t e l s e g í t s é g é v e l a z 1 . t é t e l t o l y a n a l a k r a h o z h a t j u k , a m e l y c s a k 
m a g á r a a h á l ó r a k ö t k i f e l t é t e l t . 
2. tétel. Legyen L 0 és 1 elemes ( 0 < 1) véges, komplementumos, modu-
láris háló. L-nek akkor és csak akkor van 0 és 1 -et tartalmazó, nem disztri-
butív, ötelemü részhálója, ha minden egyértelműen komplementumos eleme 
páros magasságú. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n L v é g e s , k o m p l e m e n t u m o s é s m o d u l á r i s . H a a z 
( a j é s (Л] f ő i d e á l o k m i n t h á l ó k d i s z t r i b u t i v a k , a é s b e g y é r t e l m ű e n k o m p l e -
m e n t u m o s a k , a k k o r a z ( а и b] f ő i d e á l m i n t h á l ó d i s z t r i b u t í v , s а и Л e g y é r t e l -
m ű e n k o m p l e m e n t u m o s . E z é r t v a n e g y m a x i m á l i s u0 e l e m L - b e n , a m e l y 
e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s é s m e l y r e (w0] m i n t h á l ó d i s z t r i b u t í v . J e l ö l j e 
Ui(i = 1 , . . r í ) a z o n m i n i m á l i s e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m e k e t , 
m e l y e k r e ( « , ] n e m d i s z t r i b u t í v . A 4 a ) s e g é d t é t e l b ő l t r i v i á l i s a n L = ( « „ ] X ( « , ] X 
X • • • X ( « „ ] , t o v á b b á a 4 b ) s e g é d t é t e l b ő l m i n d e g y i k ( u , J (i = ], 2,..., n) 
m i n t h á l ó e g y s z e r ű . A t é n y e z ő k s o r r e n d j é n e k a l k a l m a s m e g v á l a s z t á s á v a l 
n y i l v á n e l é r h e t ő , h o g y />, = ( « , ] (J=0, i , . . . , n ) , a h o l Pj az 1. s e g é d t é t e l b e l i 
f e l b o n t á s t é n y e z ő i t j e l ö l i . A k e r e s e t t s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l t e h á t a z 
1. t é t e l s z e r i n t P 0 = l é s a P-k (i=\,...,n) h o s s z á n a k p á r o s s á g a . B e l á t j u k , 
h o g y e z e k v i v a l e n s a z e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m e k p á r o s m a g a s -
s á g á v a l . V a l ó b a n , h a m i n d e n e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m p á r o s 
m a g a s s á g ú , a k k o r s p e c i á l i s a n m i n d e n и , - r e ( / = 1 , 2 , . . . , n) i s t e l j e s ü l e z , í g y 
Pi ( / = 1, 2 , . . . , n) p á r o s h o s s z ú s á g ú . Н а и0ф0, a k k o r l e g y e n p e g y a t o m , 
m e l y r e p ^ u0. N y i l v á n p i s e g y é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ( m e r t p e g y é r -
t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s ( « 0 ] - b a n ) s ô(p)=\, e l l e n t m o n d á s , t e h á t u0 = 0. 
M e g f o r d í t v a , h a « O = 0 é s ô(uj) ( / ' = 1, 2 , . . . , rí) p á r o s , a k k o r m i n d e n а e g y -
é r t e l m ű e n k o m p l e m e n t u m o s e l e m a= (J u, a l a k ú , s e z é r t d ( a ) = ^ > ó(u,f 
3= 1 3 3=1 
s z i n t é n p á r o s , b e f e j e z v é n a b i z o n y í t á s t . 
1 . MEGJEGYZÉS: AZ 1. s e g é d t é t e l t BIRKHOFF é s M E N G E R e r ő s e b b a l a k b a n 
m o n d t á k k i , n e v e z e t e s e n m é g a z t i s á l l í t o t t á k , h o g y a P , - k ( / = = 1 , 2 , . . . , n) 
a l k a l m a s л , - d i m e n z i ó s p r o j e k t í v t é r a l t é r h á l ó j á v a l i z o m o r f o k . H a e z t a z á l l í -
t á s t i s b e l e v e s s z ü k a z 1. s e g é d t é t e l b e , a k k o r a 2 . s e g é d t é t e l e l h a g y h a t ó 
u g y a n i s P i e g y f ő i d e á l j a é p p e n e g y a l k a l m a s a l t é r ö s s z e s a l t e r é n e k h á l ó j á v a l 
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i z o m o r f , v a g y i s m a g a i s e g y p r o j e k t í v g e o m e t r i a a l t é r h á l ó j a , s m i n t i l y e n , 
e g y s z e r ű . 
2 . MEGJEGYZÉS: B i z o n y o s v é g t e l e n k o m p l e m e n t u m o s m o d u l á r i s h á l ó k b a n i s 
m e g o l d h a t ó ( 3 ) . K ö n n y ű p l . v e r i f i k á l n i , h o g y N e u m a n n „ f o l y t o n o s g e o m e t r i á " -
j á b a n i s m e g o l d h a t ó ( 3 ) , s t e r m é s z e t e s e n = ó ( y ) = d(z) = - L . 
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A Magyar Tudományos Akadémia 
Matematikai Kutató Intézete N 
AZ ELEKTROMÁGNESES TÉR MAXWELL-FÉLE 
ELMÉLETÉNEK AXIÓMARENDSZERE* 
írta: HORVÁTH JÁNOS 
A fizikai elméietek axiomatizálásának a során követendő módszer alapelveinek ismer-
tetése után, összefoglaljuk azokat a javarészt még a kísérleti fizikában ismertelett törvény-
szerűségeket, amelyek a MAxwELL-elmélet kiépítésénél alapul szolgálnak, majd ezekből 
absztrahált definíciók és általánosított törvényszerűségek megállapításával egy axiómarend-
szert javaslunk. 
1. §. Bevezetés 
A z e g y e s f i z i k a i e l m é i e t e k a x i o m a t i z á l á s a m i n d t u d o m á n y o s , m i n d p e d i g 
d i d a k t i k a i s z e m p o n t b ó l f o n t o s f e l a d a t . A t u d o m á n y o s j e l e n t ő s é g e a b b a n r e j l i k , 
h o g y a z a x i o m a t i z á l á s s o r á n a z e l m é l e t a l a p v e t ő f e l t e v é s e i , i l l . k i i n d u l ó p o n t j a i 
v i l á g o s a b b a n k i h a n g s ú l y o z ó d n a k , a m i n e k e r e d m é n y e k é p p e n a z e l m é l e t f e l é p í -
t é s é n e k l e g f o n t o s a b b v o n á s a i , t o v á b b á a z e l m é l e t a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k a 
h a t á r a i k ö n n y e n m e g á l l a p í t h a t ó k . E z a z t j e l e n t i a z o n b a n , h o g y a z e l m é l e t 
d e d u k t í v f e l é p í t é s e , a m e l y e l m é l e t i s z e m p o n t b ó l k ü l ö n ö s e n f o n t o s , t u l a j d o n -
k é p p e n a x i o m a t i z á l á s n é l k ü l e l s e m k é p z e l h e t ő . A z e l m é l e t e k a x i ó m a r e n d -
s z e r é n e k a v i z s g á l a t á t ó l t e h á t a z t r e m é l h e t j ü k , h o g y a z i l l e t ő e l m é l e t f i z i k a i 
t a r t a l m a , a z é s z l e l t j e l e n s é g e k é s a z e l m é l e t f o g a l o m a l k o t á s a k ö z t i k a p c s o l a t 
j o b b a n k i d o m b o r o d i k , ú g y h o g y a z a x i o m a t i z á l á s d i d a k t i k a i j e l e n t ő s é g e s e m 
l e h e t k é t s é g e s , h i s z e n é p p e n a z a x i o m a t i z á l á s s o r á n k ü s z ö b ö l h e t j ü k k i a z 
e l m é l e t f e l é p í t é s é n é l a z ú n . f o r m a l i z m u s t , a m e l y a k e z d ő k n é l a z e l m é l e t l é n y e -
g é n e k a m e g é r t é s é t v e s z é l y e z t e t i . E b b ő l a z o n b a n k ö v e t k e z i k , h o g y a z e l m é l e t 
a x i o m a t i z á l á s a n e m h o g y m e g n e h e z í t e n é , h a n e m é p p e n m e g k ö n n y í t i a s z ó b a n 
f o r g ó e l m é l e t k i f e j t é s é t , t e h á t p l . e g y e t e m i e l ő a d á s o k o n i s é r d e k l ő d é s r e t a r t -
h a t s z á m o t . 
Nem ismeretes egyelőre a MAxwELL-féle elméletnek olyan ax iomat i -
zálása , amely az axiomat ika követelményeit tűzné ki célul, ill. azt t öbbé vagy 
kevésbé kielégítené, jóllehet az e lek t romágneses tér e lméletének kü lönböző 
tankönyvei szükségszerűen foglalkoznak ezzel a kérdéssel , m é g akkor is, ha 
egyébkén t nyíltan nem is fejtik ki ezt a célkitűzést, sőt az axiomat izá lás t végső 
soron az e lek t romos és m á g n e s e s je lenségeket leíró kísérleti t ankönyvek sem 
kerülhetik el. PL. GRIMSEHL [1], GYULAI [2]. MIE [3], POHL [4], SIMONYI [5], 
SOMMERFELD [6], STRATTON [7], s tb. ismert t ankönyveiben s z á m o s olyan 
* Rövidített változata megtalálható: Acta Phys. Acad. Sc. Hungarica 8. 399—418 (1958). 
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t ö r e k v é s t a l á l h a t ó , a m e l y e k a m i s z e m p o n t u n k b ó l j e l e n t ő s e r e d m é n y e k e t 
é r t e k e l , m é g i s — a m i n t l á t n i f o g j u k — n é h á n y s z e m p o n t m é g e z e k e n t ú l -
m e n ő e n i s f i g y e l e m b e v e e n d ő . 
A MAXWELL-féle e l e k t r o d i n a m i k a a x i o m a t i z á l á s a k ü l ö n ö s e n f o n t o s . 
MAXWELL e l m é l e t e u g y a n i s a t é r e l m é l e t e k p r o t o t í p u s a . I s m e r e t e s ú j a b b a n a 
t é r e l m é l e t i f e l f o g á s t é r h ó d í t á s a , é p p e n e z é r t k í v á n a t o s , h o g y l e g a l á b b e b b e n 
a z a l a p v e t ő e l m é l e t b e n v i l á g o s a n á l l j a n a k e l ő t t ü n k e n n e k a m ó d s z e r n e k a 
f i z i k a i a l a p j a i , a m i e g y b e n a t o v á b b i t é r e l m é l e t e k m e g é r t é s é n e k k u l c s á u l 
s z o l g á l h a t . 
2. §. A fizikai elméletek axiomatizálásáról általában 
A z a x i o m a t i k a m e g a l a p o z ó j a , D . H ILBERT a b b a n j e l ö l t e m e g a z a x i o m a -
t i k a c é l k i t ű z é s e i t , h o g y f e l k e l l k u t a t n i a z e g y e s e l m é l e t e k m á s r a v i s s z a n e m 
v e z e t h e t ő a l a p t é t e l e i t , a m e l y e k m á r ö n m a g u k b a n b i z t o s í t h a t j á k a z e g y e s e l m é -
l e t e k l o g i k a i , i l l . d e d u k t í v f e l é p í t é s é t é s e g y b e n r ö g z í t i k , i l l . d e f i n i á l j á k a z o k a t 
a z a p r i o r i a d o t t n a k f e l t é t e l e z e t t a l a p f o g a l m a k a t , m e n n y i s é g e k e t é s a k ö z t ü k 
f e n n á l l ó k a p c s o l a t o k a t , a m e l y e k s z ü k s é g e s e k a z e l m é l e t k i f e j t é s é n é l . H o g y m i t 
k e l l é r t e n ü n k e g y f i z i k a i e l m é l e t a x i o m a t i z á l á s á n , a z t i g e n ö s z t ö n z ő e n m u t a t t a 
m e g G . HAMEL [8] a m e c h a n i k a a x i ó m a r e n d s z e r é n e k a k i d o l g o z á s á n á l . 
A f i z i k a i e l m é l e t e k a x i ó m a - r e n d s z e r é t ő l HAMEL n y o m á n a z a l á b b i t u l a j -
d o n s á g o k a t k ö v e t e l j ü k m e g : 
a) Teljesség. A z a x i ó m á k n a k m a g u k b a n k e l l f o g l a l n i o k a z o k a t a z a l a p -
f o g a l m a k a t , a z o l y a n m e n n y i s é g e k d e f i n í c i ó j á t é s a k ö z ö t t ü k f e n n á l l ó a z o n 
a l a p v e t ő ö s s z e f ü g g é s e k e t , a m e l y e k a z e l m é l e t d e d u k t í v f e l é p í t é s é h e z s z ü k s é -
g e s e k . 
b) Ellentmondásmentesség. A z a x i ó m a r e n d s z e r b ő l l e v e z e t h e t ő t é t e l e k 
ö s s z e s s é g é n e k e l l e n t m o n d á s m e n t e s n e k k e l l l e n n i ö k , a m i t a z á l t a l b i z t o s í t u n k , 
h o g y a z a x i ó m á k a l k a l m a s m e g v á l a s z t á s á n t ú l m e n ő e n o l y a n m a t e m a t i k a i m ó d -
s z e r e k e t a l k a l m a z u n k , a m e l y e k e l l e n t m o n d á s m e n t e s s é g e m á r b i z o n y í t o t t . 
c) Függetlenség. M e g k e l l á l l a p í t a n u n k a z t a z a x i ó m a r e n d s z e r t , a m e l y 
m á r e g y m á s r a v i s s z a n e m v e z e t h e t ő , m i n i m á l i s s z á m ú a x i ó m á t t a r t a l m a z . 
E z e k a t u l a j d o n s á g o k r ö g z í t i k a m a t e m a t i k a i a x i o m a t i k a f e l a d a t á t é s 
i s m e r e t e s , h o g y k ü l ö n b ö z ő a x i ó m a r e n d s z e r e k k ü l ö n b ö z ő m a t e m a t i k a i e l m é -
l e t e k r e v e z e t n e k . E z e k h e z a k ö v e t e l m é n y e k h e z a z o n b a n a f i z i k a i e l m é l e t e k 
e s e t é b e n e g y t o v á b b i d ö n t ő f o n t o s s á g ú k ö v e t e l m é n y j á r u l : 
d) Realizálhatóság. A f i z i k á b a n c s a k o l y a n e l m é l e t e k e t f o g a d h a t u n k e l , 
a m e l y e k a x i ó m a r e n d s z e r é b ő l l e v e z e t e t t t é t e l e k v é g s ő s o r o n k í s é r l e t i l e g e l l e n -
ő r i z h e t ő m e g á l l a p í t á s o k a t t a r t a l m a z n a k é s b i z o n y o s k ö z e l í t é s b e n m e g e g y e z é s b e n 
v a n n a k a t a p a s z t a l a t t a l . 
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A MAXWELL-féle e l m é l e t a x i ó m á i n a k , a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r á l l a p o t h a t á -
r o z ó i n a k a d e f i n í c i ó j á n t ú l m e n ő e n o l y a n ö s s z e f ü g g é s e k e t k e l l t a r t a l m a z n i o k , 
a m e l y e k e t — é p p e n ú g y , m i n t a m e c h a n i k a e s e t é b e n — a k ö z v e t l e n t a p a s z -
t a l a t b ó l a b s z t r a h á l u n k . A z e g y e s a x i ó m á k t e h á t o l y a n k í s é r l e t i l e g m e g á l l a p í -
t o t t t ö r v é n y e k i d e a l i z á c i ó j a r é v é n á l l a p í t h a t ó k m e g , a m e l y e k e t s p e c i á l i s e s e t b e n 
j a v a r é s z t m á r a z e l e k t r o m á g n e s e s j e l e n s é g e k t a n í t á s á n a k a l e g e l e m i b b f o k á n 
— p l . a k ö z é p i s k o l á k b a n — il l . p o n t o s a b b f o r m á b a n , a k í s é r l e t i f i z i k á b a n 
t a n í t u n k . E z é r t a t o v á b b i a k b a n a z a x i ó m a r e n d s z e r k i é p í t é s e e l ő t t , a k ö v e t k e z ő 
p a r a g r a f u s b a n , ö s s z e f o g l a l j u k é s m e g f e l e l ő e n c s o p o r t o s í t j u k a z o k a t a k í s é r l e t i 
f i z i k a i i s m e r e t e k e t , a m e l y e k a MAXWELL-elmélet k i é p í t é s é n é l a l a p u l s z o l g á l n a k . 
3. §. A Maxwell-elmélet kísérleti alapjai 
A t ö r t é n e t i f e j l ő d é s n e k m e g f e l e l ő e n a z e l e k t r o m á g n e s e s j e l e n s é g e k t ö r v é n y -
s z e r ű s é g e i n e k a m e g á l l a p í t á s á n á l , a z i m m á r k l a s s z i k u s n a k t e k i n t h e t ő e l j á r á s 
s z e r i n t , e l ő b b a z e l e k t r o s z t a t i k u s , m a j d a m a g n e t o s z t a t i k u s j e l e n s é g e k e t s z o k á s 
t á r g y a l n i . E b b e n a z e s e t b e n a f e l t e v é s a z , h o g y a z e l e k r o s z t a t i k u s t e r e t a 
n y u g v ó t ö l t é s e k , a m a g n e t o s z t a t i k u s t e r e t p e d i g a n y u g v ó m á g n e s e s p ó l u s o k , 
i l l . d i p o l o k k e l t i k . A j e l e n s é g e k t o v á b b i e l e m z é s e s o r á n f e l h í v j u k a f i g y e l m e t 
a r r a , h o g y a z e l e k t r o m o s á r a m i s m á g n e s e s t e r e t l é t e s í t m a g a k ö r ü l , m é g -
p e d i g a z e g y e n á r a m m a g n e t o s z t a t i k u s t e r e t , a v á l t ó á r a m p e d i g i d ő b e n v á l t o z ó 
m á g n e s e s t e r e t , i l l . a k ö r á r a m o k t e r e a m á g n e s e s d i p ó l t e r é v e l e g y e z i k m e g . 
Á m d e a k l a s s z i k u s e l e k t r o n e l m é l e t m e g á l l a p í t á s a s z e r i n t a z e l e k t r o m o s á r a m 
e l e k t r o n o k , i l l . i o n o k á r a m l á s á b ó l á l l , v é g s ő s o r o n t e h á t a z t i s m o n d h a t j u k , 
h o g y a m á g n e s e s t e r e t m á g n e s e s p ó l u s o k v a g y m o z g ó t ö l t é s e k k e l t i k ; p o n -
t o s a b b a n , t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a f e n o m e n o l ó g i a i MAXWELL-elmélet k e r e t é b e n 
m é g n e m b e s z é l ü n k e l e k t r o n o k r ó l , b e v e z e t j ü k a z e l e k t r o m o s á r a m f o g a l m á t 
é s v e z e t ő k e s e t é b e n a z e l e k t r o n o k á r a m l á s a h e l y e t t a z e l e k t r o m o s á r a m r ó l é s 
a z á r a m á l t a l k e l t e t t m á g n e s e s t é r r ő l s z o k á s b e s z é l n i . M a j d i s m e r t e t v e a 
FARADAY-féle i n d u k c i ó s t ö r v é n y t , a z e l m é l e t i l y e n t í p u s ú k i é p í t é s e s o r á n m e g -
á l l a p í t j á k a v á l t a k o z ó m á g n e s e s é s e l e k t r o m o s t é r k a p c s o l a t á t , a m i a z u t á n a z 
e l e k t r o m á g n e s e s h u l l á m o k f o g a l m á n a k , il l . t u l a j d o n s á g a i n a k a m e g a l a p o z á s á -
h o z v e z e t . 
F e l e s l e g e s t o v á b b r é s z l e t e z n ü n k a z e l m é l e t k l a s s z i k u s f e l é p í t é s é n e k a 
l o g i k a i m e n e t é t , h i s z e n a z j ó l i s m e r e t e s . R á k e l l a z o n b a n m u t a t n u n k a z e l m é -
l e t i l y e n t í p u s ú k i é p í t é s e e s e t é n n é h á n y a l a p v e t ő n e h é z s é g r e . M i n d e n e k e l ő t t 
e b b e n a z e s e t b e n f e l k e l l t é t e l e z n ü n k a m á g n e s e s p ó l u s o k l é t e z é s é t , j ó l l e h e t 
e z e k l é t e z é s é n e k k í s é r l e t i b i z o n y í t á s a e d d i g n e m s i k e r ü l t . E b b e n a h e l y z e t b e n 
t e h á t a r r a k e l l e t t t ö r e k e d n i , h o g y l e g a l á b b a p e r m a n e n s m á g n e s e k m i b e n l é t é t 
t i s z t á z z a a z e l m é l e t , a m i v i s z o n t — m é g l e g m o d e r n e b b f o r m á j á b a n i s — a 
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MAXwELL-elmélettől i d e g e n a t o m i s z t i k u s m e g g o n d o l á s o k a t i g é n y e l t . A n n a k 
e l l e n é r e t e h á t , h o g y a z e l e k t r o m á g n e s e s j e l e n s é g e k MAXWELL-féle e l m é l e t é t ő l , 
m i n t f e n o m e n o l o g i a i e l m é l e t t ő l , e l v á r n ó k , h o g y a j e l e n s é g e k l e í r á s á n a k l o g i -
k a i l a g z á r t l e í r á s á t a d j a , a z e l m é l e t f o g a l o m a l k o t á s á n a k n é h á n y e l e m e t i s z t á -
z a t l a n m a r a d . E z é r t a k é t v i l á g h á b o r ú k ö z ö t t , f ő l e g POHL, M I E é s SOMMERFELD 
a r r a t ö r e k e d t e k , h o g y a m á g n e s e s t é r l é t e z é s é t a z e l e k t r o m o s á r a m o k j e l e n -
l é t é r e v e z e s s é k v i s s z a . E z a f e l f o g á s a z ó t a d i a d a l m a s k o d o t t é s a z u t ó b b i k é t 
é v t i z e d b e n m e g j e l e n t m o d e r n t a n k ö n y v e k j e l e n t é k e n y r é s z e m i n d k e v e s e b b é s 
k e v e s e b b s z e r e p e t t u l a j d o n í t a m á g n e s e s t é r k e l t é s é n é l a m á g n e s e s p ó l u s o k n a k . 
E h h e z a z i r á n y z a t h o z c s a t l a k o z u n k m i i s a k k o r a MAXWELL-elmélet k i é p í t é s é -
n é l a b b ó l a f e l t e v é s b ő l i n d u l u n k k i , h o g y a z e l e k t r o m á g n e s e s t e r e t a n y u g v ó 
e l e k t r o m o s t ö l t é s e k é s a z e l e k t r o m o s á r a m ( m o z g ó t ö l t é s e k ) k e l t i k . F e l t e s s z ü k 
t o v á b b á , h o g y a z e l e k t r o m o s t ö l t é s e l o s z l á s é s m o z g á s i á l l a p o t a a p r i o r i a d o t t . 
T e r m é s z e t e s e n n e m g o n d o l h a t u n k a r r a , h o g y a z e l e k t r o m o s t ö l t é s m i b e n -
l é t é t v a l a h o g y a n d e f i n i á l j u k , h a n e m l é t e z é s é t k í s é r l e t i t é n y n e k t e k i n t j ü k é s 
ö n k é n y e s e n v a l a m i l y e n m é r t é k e t ( d i m e n z i ó t ) t u l a j d o n í t u n k n e k i . T e k i n t e t t e l 
a r r a , h o g y a z e l e k t r o m o s t ö l t é s m i n ő s é g i l e g k ü l ö n b ö z i k a m e c h a n i k á b a n m e g -
i s m e r t f i z i k a i m e n n y i s é g e k t ő l , c é l s z e r ű n e k l á t s z i k , h o g y n e f e j e z z ü k k i a z i s m e r t 
m e c h a n i k a i d i m e n z i ó k s e g í t s é g é v e l , h a n e m s z á m á r a a f i z i k a i m é r t é k r e n d s z e r 
k e r e t é b e n e g y ú j d i m e n z i ó t v e z e s s ü n k b e , a m e l y e t a t o v á b b i a k b a n Q - v a l 
f o g u n k j e l ö l n i * . 
A z e l e k t r o m á g n e s e s t é r r e á l i s l é t e z é s é r ő l a n n a k k ö v e t k e z t é b e n g y ő z ő d -
h e t ü n k m e g , h o g y p o n d e r o m o t o r o s e r ő h a t á s a k ö v e t k e z t é b e n a t é r b e n l é v ő 
t ö l t ö t t t e s t e k , i l l . á r a m m a l á t f o l y t v e z e t ő k m o z g á s i á l l a p o t á t m e g v á l t o z t a t j a , 
a m e l y e t m e c h a n i k a i m é r é s e k s e g í t s é g é v e l r e g i s z t r á l h a t u n k . 
A n y u g v ó t ö l t é s e k á l t a l k e l t e t t t e r e t elektromos térnek n e v e z z ü k . A z e l e k t -
r o m o s t é r h a t á s a r é s z b e n a b b a n n y i l v á n u l m e g , h o g y ponderomotoros erőt 
g y a k o r o l a t ö l t é s s e l r e n d e l k e z ő t e s t e k r e , r é s z b e n p e d i g a v e z e t ő k b e n töltés-
megosztást h o z l é t r e . K v a n t i t a t i v e t e h á t a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r á l l a p o t á t k é t 
á l l a p o t h a t á r o z ó v a l j e l l e m e z z ü k . A z e g y i k a t é r erősségét v a g y intenzitását, a 
m á s i k a t é r töltésmegosztóképességét v a g y gerjesztettségét a d j a m e g . 
A m o z g ó t ö l t é s e k , i l l . á r a m o k á l t a l k e l t e t t t e r e t mágneses térnek n e v e z -
* Az elektromos töltés egységének a bevezetését megkönnyíti az a körülmény, hogy 
az elektron töltésének abszolút értéke az elektromos töltés kvantumának tekinthető amely-
nek minden valóságban előforduló töltés egész számú többszöröse. Természetesen a feno-
menológiai MAxwELL-elmélet mit sem tudhat az elektromosság atomisztikus mivoltáról, ezért 
a töltés egységéül a „coulomb"-ot választjuk. Ismeretes, hogy az elektron töltése 1,60-10~19 
coulomb, ami megadja ily módon az alapul választott töltésegység abszolút értékét. 
Egyben a mechanikai alapmennyiségek: hosszúság, tömeg és idő egységül a métert 
(M), a kilogramm-tömeget (K) és a másodpercet (S) választjuk. 
Az így kapott MKSQ-rendszert GIOROI—SoMMERFELD-féle mértékrendszernek nevezzük. 
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z ü k . A m á g n e s e s t é r r é s z b e n ponderomotoros erőt g y a k o r o l a t é r b e n l é v ő 
m o z g ó t ö l t ö t t t e s t e k r e , i l l . á r a m m a l á t f o l y t v e z e t ő k r e , r é s z b e n p e d i g a b e n n e 
e l h e l y e z e t t t e s t e k e t mágnesezi. A m á g n e s e s t é r á l l a p o t á t i s i l y m ó d o n k é t 
á l l a p o t h a t á r o z ó v a l j e l l e m e z h e t j ü k . A z e g y i k a t é r erősségét v a g y intenzitását, 
a m á s i k a t é r mágnesezöképességét v a g y gerjesztettségét j e l l e m z i . 
A t o v á b b i a k b a n s o r r a v e s s z ü k a t é r á l l a p o t á t l e í r ó n é g y á l l a p o t h a t á r o z ó t . 
R é s z b e n d e f i n i á l j u k , ő k e t , r é s z b e n p e d i g m e g á l l a p í t j u k a f o n t o s a b b t u l a j d o n -
s á g a i k a t . 
3.1. Az elektromos térerősség. A m i n t e m l í t e t t ü k a z e l e k t r o m o s t é r p o n -
d e r o m o t o r o s e r ő t g y a k o r o l a t ö l t ö t t t e s t e k r e . Az egységnyi töltéssel rendelkező 
próbatestre ható ponderomotoros erőt elektromos térerősségnek nevezzük. 
A z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g ( 6 ) e g y v e k t o r , a m e l y n e k a d i m e n z i ó j a 
( 3 . 1 ) m e r ö n e w t o n t ö l t é s c o u l o m b ' 
(/') Azoknak a görbéknek az összességét, amelyek érintője minden pont-
jukban az elektromos térerősség irányába mutat elektromos erővonalaknak vagy 
E-vonalaknak nevezzük. E g y e n l e t ü k : 
( 3 . 2 ) Ej : Eo : Ez = dxx : dx2: dx3. 
I t t {EJ,E2,E3} a z © v e k t o r k o m p o n e n s e i t j e l e n t i é s XÍ = XÍ(S) ( / = 1 , 2 , 3 ) a z 
e r ő v o n a l a k e g y e n l e t é t , a h o l s a z e r ő v o n a l m e n t é n b e v e z e t e t t p a r a m é t e r t ( p l . 
í v h o s s z ú s á g ú - p a r a m é t e r t ) j e l e n t . 
(ii) T e k i n t s ü k e g y t e t s z é s s z e r i n t i 5 g ö r b e m e n t é n a g ö r b e A é s В 
p o n t j a k ö z ö t t a z © v e k t o r v o n a l m e n t i i n t e g r á l j á t : 
в в 
( 3 . 3 ) ' í / = J ( s ) @ r f a = L f i r f s . ( £ s = £ c o s ( g , r f § ) ) 
À A 
Ez n y i l v á n v a l ó m ó d o n a z t a m u n k á t j e l e n t i , a m e l y e t a h h o z k e l l v é g e z n i , h o g y 
a z e g y s é g n y i t ö l t é s t a z S g ö r b e m e n t é n , © e l e k t r o m o s t é r b e n a z A p o n t b ó l а В 
p o n t b a v i g y ü k . A z U-t elektromos feszültségnek é s a z á r t 5 g ö r b e m e n t é n v e t t 
(3.4) E = cj)£'sc/s 
m e n n y i s é g e t p e d i g elektromos körfeszültségnek ( a r é g e b b i f é l r e é r t é s r e a l k a l m a t 
a d ó t e r m i n o l ó g i a s z e r i n t : elektromotoros erőnek) n e v e z z ü k . 
A f e s z ü l t s é g d i m e n z i ó j a : 
- ,
 r r ) 1 n e w t o n - m é t e r j o u l e ( 3 . 5 ) [é / J = — г - . = = — % — r - = v o l t 7 1 1
 t o l t e s c o u l o m b 
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é s e n n e k a f e l h a s z n á l á s á v a l a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g d i m e n z i ó j a 
v o l t ( 3 . 6 ) № 
m é t e r 
A z é r t v o l t c é l s z e r ű a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g d i m e n z i ó j á t e b b e n a z a l a k b a n i s 
k i f e j e z n i , m e r t a z e l e k t r o m o s s á g t a n b a n a f e s z ü l t s é g m é r é s e a z a l a p v e t ő é s 
s o k s z o r k ö n n y e n v é g r e h a j t h a t ó m é r é s e k k ö z é t a r t o z i k , i l y m ó d o n t e h á t a z e l e k t -
r o m o s m ó d s z e r r e l i s m é r h e t j ü k . 
3 . 2 . Az elektromos tér gerjesztettségi vektora. H a e l e k t r o m o s t ö l t é s s e l 
r e n d e l k e z ő t e s t k ö z e l é b e v e z e t ő t v i s z ü n k , a m i n t m á r e m l í t e t t ü k , é s z l e l h e t j ü k a 
t é r t ö l t é s m e g o s z t ó k é p e s s é g é t . I s m e r e t e s u g y a n i s , h o g y k é t k ü l ö n b ö z ő t u l a j -
d o n s á g g a l r e n d e l k e z ő e l e k t r o m o s t ö l t é s l é t e z i k . A z e g y i k t ö l t é s s e l r e n d e l k e z ő 
t e s t e k a t é r i r á n y á b a , a m á s i k t ö l t é s s e l r e n d e l k e z ő k v i s z o n t é p p e n e l l e n k e z ő 
i r á n y b a g y o r s u l n a k f e l . A z e l s ő t ö l t é s t pozitívnak, a m á s o d i k a t negatívnak 
s z o k á s n e v e z n i . A t ö l t é s m e g o s z t á s m á r m o s t a b b a n á l l , h o g y a t ö l t e t l e n á l l a -
p o t b a n l é v ő , t e h á t a z o n o s m e n n y i s é g ű p o z i t í v é s n e g a t í v t ö l t é s t t a r t a l m a z ó , 
v e z e t ő k b e n a t é r t ö l t é s m e g o s z t ó k é p e s s é g e k ö v e t k e z t é b e n a p o z i t í v é s n e g a t í v 
t ö l t é s e k s z é t v á l n a k é s p e d i g a t e r e t l é t r e h o z ó t ö l t é s s e l e l l e n k e z ő e l ő j e l ű t ö l t é s 
a v e z e t ő n a t e r e t l é t r e h o z ó t ö l t é s f e l é e s ő o l d a l o n , a z e g y e z ő e l ő j e l ű t ö l t é s 
p e d i g a z e l l e n k e z ő o l d a l o n k o n c e n t r á l ó d i k . 
A z e l e k t r o m o s t é r m e g o s z t ó k é p e s s é g é t a k ö v e t k e z ő k é p p e n m é r h e t j ü k : 
S z i g e t e l ő n y é l l e l e l l á t o t t k é t F f e l ü l e t ű k i s f é m l e m e z t ö s s z e é r i n t v e a z G e l e k t -
r o m o s t é r e r ő s s é g ü t é r b e h e l y e z ü n k . A z o n a h e l y e n , a h o l a m e g o s z t ó k é p e s s é g e t 
m e g a k a r j u k h a t á r o z n i , a k é t f é m l a p o t h i r t e l e n s z é t v á l a s z t j u k é s m e g m é r j ü k 
a z e g y e s f é m l a p o k o n m a r a d t t ö l t é s m e n n y i s é g e t . E k k o r a k ö v e t k e z ő k e t t a p a s z -
t a l j u k : 
(a) A k é t f é m l a p o n a z o n o s m e n n y i s é g ű , d e e l l e n t é t e s e l ő j e l ű t ö l t é s 
k e l e t k e z i k . 
(b) A k e l e t k e z e t t t ö l t é s f ü g g a z G t é r e r ő s s é g t ő l é s a t t ó l , h o g y a s z é t -
v á l a s z t á s p i l l a n a t á b a n a f e l ü l e t e k n o r m á l i s a m i l y e n s z ö g e t z á r b e a t é r e r ő s s é g 
i r á n y á v a l , t e h á t m e n n y i a z F f e l ü l e t e n á t m e n ő e r ő v o n a l a k s z á m a . 
. ( c ) V é g ü l a k e l e t k e z e t t t ö l t é s a r á n y o s a f e l ü l e t e k n a g y s á g á v a l . 
E z e k b ő l a k í s é r l e t i m e g á l l a p í t á s o k b ó l a z t a k ö v e t k e z t e t é s t v o n h a t j u k le , 
h o g y a z F f e l ü l e t ű f é m l a p o n a m e g o s z t á s k ö v e t k e z t é b e n k e l e t k e z e t t t ö l t é s e g y 
2 ) v e k t o r f l u x u s á v a l e g y e z i k m e g , t e h á t 
( 3 . 7 ) e = I Dndf, (Dn = D c o s ( 2 ) , n ) ) 
F 
a h o l n a z F f e l ü l e t n o r m á l i s a . E z t a 2 ) v e k t o r t a z e l e k t r o m o s t é r gerjesztett-
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ségi vektorának ( v a g y a r é g i t e r m i n o l ó g i á v a l é l v e : eltolódást vektornak) n e v e z -
z ü k . A g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r d i m e n z i ó j a : 
( 3 . 8 ) m t ö l t é s c o u l o m b f e l ü l e t m é t e r 2 
A g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r f ü g g a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g t ő l : £ = ® ( 6 ) . 
E n n e k a f ü g g é s n e k a m e g á l l a p í t á s a , i l l . a p r i o r i i s m e r e t e s z ü k s é g e s a z e l m é l e t 
k i é p í t é s é n é l é s e r r e a k é r d é s r e a 6 . § . - b a n m é g v i s s z a t é r ü n k . 
(0 Azoknak a görbéknek az összességét, amelyeknek az érintője minden 
pontban a gerjesztettségi vektor irányába mutat, gerjesztettségi vagy D-vona-
laknak nevezzük. 
( / / ) M e g á l l a p o d u n k a b b a n , h o g y a D-
v o n a l a k m e n t é n a z í v h o s s z ú s á g p a r a m é t e r t 
ú g y d e f i n i á l j u k , i l l . a D - v o n a l a k a t ( 3 . 7 ) - n e k 
m e g f e l e l ő e n ú g y i r á n y í t j u k , h o g y a z o k a p o -
z i t í v t ö l t é s ű t e s t e k r ő l i n d u l j a n a k k i s é s a 
n e g a t í v t ö l t é s ű t e s t e k e n v é g z ő d j e n e k . E z é r t 
s z o k á s a p o z i t í v t ö l t é s ű t e s t e k e t a t é r for-
rásainak é s a n e g a t í v t ö l t é s ű e k e t p e d i g a t é r 
semlyékeinek n e v e z n i . 
(iii) Az e l e k t r o m o s t é r f o r r á s a i n a k a z 
e r ő s s é g é t o l y m ó d o n d e f i n i á l j u k , h o g y m e g á l l a p o d u n k a k ö v e t k e z ő k b e n : A tér 
forrását körülvevő zárt felületen át a felület kifelé mutató normálisának az 
irányába kilépő D-vonalak száma, tehát a 2 ) vektornak az F zárt felületen 
vett fluxusa, megegyezik a forrás töltésével: 
1. ábra 
( 3 . 9 ) j)Dndf=e. 
E z t a d e f i n í c i ó s e g y e n l e t e t s z o k á s az elektromos tér Gmss-féle gerjesztettségi 
törvényének i s n e v e z n i , a m i v é g s ő s o r o n t a p a s z t a l a t i m e g á l l a p í t á s . 
A m e n n y i b e n a t e r e t t ö b b , e s e t l e g k ü l ö n b ö z ő e l ő j e l ű , t ö l t é s s e l r e n d e l k e z ő 
t e s t k e l t i , a m e l y e k t ö l t é s e e < ( / . = 1, 2 , . . . , N), a k k o r 
( 3 . 1 0 ) 6Dndf=jtei, 
J i=1 
a h o l F a z e g é s z t ö l t é s r e n d s z e r t m a g á b a n f o g l a l ó z á r t f e l ü l e t . E z a z á l l í t á s 
( 3 . 7 ) a l a p j á n k ö n n y e n b e b i z o n y í t h a t ó é s e g y b e n a z i s i g a z o l h a t ó , h o g y ( 3 . 9 ) 
é r v é n y e f ü g g e t l e n a z F f e l ü l e t s p e c i á l i s m e g v á l a s z t á s á t ó l , t e h á t a 2 ) v e k t o r 
f l u x u s a c s a k a z F f e l ü l e t á l t a l h a t á r o l t t é r f o g a t b a n l e v ő ö s s z t ö l t é s t ő l f ü g g . 
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3 . 3 . Vezetési áram, gerjesztettségi áram, teljes áram. A vezető felületén 
időegység alatt áthaladt töltésmennyiséget vezetési áramerősségnek nevezzük. 
A z á r a m é r ő s s é g ( / ) s k a l á r m e n n y i s é g é s d i m e n z i ó j a 
Г/1 — t ö l t é s _ c o u l o m b ^ ^ ^ 
' ^ * i d ő m á s o d p e r c a m P e r e > 
a m e l y n e k a m é r é s e i s m é t k ö z i s m e r t , e z é r t c é l s z e r ű a g y a k o r l a t b a n a t ö l t é s 
e g y s é g é t a s e g í t s é g é v e l k i f e j e z n i : 
( 3 . 1 2 ) [ Q ] = c o u l o m b = a m p è r e s e c , 
é s e n n e k m e g f e l e l ő e n a g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r d i m e n z i ó j a : 
a m p è r e s e c ( 3 . 1 3 ) m 
m é t e r 2 
A z e l e k t r o d i n a m i k á b a n a z á r a m e r ő s s é g h e l y e t t c é l s z e r ű b b a z áramsűrű-
séget b e v e z e t n i : áramsűrűségnek nevezzük a vezető egységnyi keresztmetszetű 
darabján, a keresztmetszet normálisának az irányába, egységnyi idő alatt 
átáramlott töltésmennyiséget. A z á r a m s ű r ű s é g ( i ) v e k t o r , a m e l y n e k a d i m e n z i ó j a : 
n c o u l o m b a m p è r e ( 3 . 1 4 ) [ t j — : f e l ü l e t • m á s o d p e r c m é t e r 2 
A z á r a m e r ő s s é g é s a z á r a m s ű r ű s é g d e f i n í c i ó j á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a z á r a m -
e r ő s s é g n e m m á s , m i n t a z á r a m s ű r ű s é g f l u x u s a a v e z e t ő F f e l ü l e t ű k e r e s z t -
m e t s z e t é n á t : 
( 3 . 1 5 ) I=\indf. {in = / c o s ( t , n ) ) 
F 
(i) Azoknak a görbéknek az összességét, amelyeknek az érintője minden 
pontban az áramsűrűség vektorának az irányába mutat áramvonalaknak ( p o n -
t o s a b b a n : vezetési áramvonalaknak) nevezzük. 
{ii) Az e l e k t r o m o s á r a m é s a z á r a m v o n a l a k f o g a l m á v a l a k í s é r l e t i f i z i -
k á b a n a z e g y e n á r a m o k t u l a j d o n s á g a i n a k a v i z s g á l a t a s o r á n i s m e r k e d ü n k m e g . 
U g y a n i t t m e g t u d j u k a z t i s , h o g y a z á r a m v o n a l a k m i n d i g z á r t g ö r b é k , t e h á t 
a z e g y e n á r a m ú á r a m k ö r m i n d i g z á r t . N e m k é t s é g e s a z o n b a n , h o g y e l e k t r o -
m o s á r a m r ó l , i l l . e l e k t r o m o s á r a m k ö r r ő l a k k o r i s b e s z é l n ü n k k e l l , a m i k o r 
p l . v á l t a k o z ó á r a m ú k ö r b e n a z á r a m k ö r k o n d e n z á t o r o n á t z á r ó d i k , j ó l l e h e t 
n e m k é t s é g e s , h o g y a k o n d e n z á t o r s z i g e t e l ő r é t e g é n n e m h a t o l k e r e s z t ü l a 
v e z e t é s i á r a m , h o g y z á r h a s s a a z á r a m k ö r t . H o g y a z á r t á r a m k ö r ö k f o g a l m á t 
e b b e n a z e s e t b e n i s f e n t a r t h a s s u k , f e l t é t e l e z z ü k , h o g y a s z i g e t e l ő k b e n e g y 
s p e c i á l i s , a v e z e t é s i á r a m t ó l m i n ő s é g i l e g k ü l ö n b ö z ő á r a m f o l y i k , a m i e g y é b -
k é n t é p p e n ú g y m á g n e s e s t e r e t k e l t m a g a k ö r ü l , m i n t a v e z e t é s i á r a m . E z a z 
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á r a m a z o n b a n n e m k a p c s o l a t o s t ö l t é s v á n d o r l á s s a l , h i s z e n s p e c i á l i s k ö r ü l m é -
n y e k k ö z ö t t a j e l e n l é t é v e l m é g v á k u u m e s e t é b e n i s s z á m o l n u n k k e l l . 
A s z i g e t e l ő k b e n f o l y ó e z e n á r a m o t , a m e l y t e h á t v á l t a k o z ó á r a m e s e t é n 
z á r j a a z á r a m k ö r t , a g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r i d ő s z e r i n t i d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s á v a l 
a z o n o s í t h a t j u k , h i s z e n : 
c o u l o m b a m p è r e ( з л е ) m 
m é t e r 2 s e c m é t e r 2 
E z t a z á r a m o t gerjesztettségi áramnak ( v a g y a r é g e b b i t e r m i n o l ó g i á v a l é l v e : 
eltolódást áramnak) n e v e z z ü k . A z e l e k t r o m á g n e s e s t é r e l m é l e t é b e n a z e g y i k 
l e g d ö n t ő b b f o n t o s s á g ú f e l f e d e z é s a g e r j e s z t e t t s é g i á r a m l é t e z é s é n e k a f e l i s m e -
r é s e v o l t , a m i m é g MAXWELL é r d e m e , m e r t i l y m ó d o n v á l t l e h e t ő v é a g y o r -
s a n v á l t o z ó t e r e k t ö r v é n y s z e r ű s é g e i n e k a f e l t á r á s a é s e z v e z e t e t t a z e l e k t r o -
m á g n e s e s h u l l á m o k s z ü k s é g s z e r ű l é t e z é s é n e k a f e l i s m e r é s é r e , m é g a z e l e t r o -
m á g n e s e s h u l l á m o k k í s é r l e t i f e l f e d e t é s e , i l l . e l ő á l l í t á s a e l ő t t . 
(iii) A t e r m é s z e t b e n a z o n b a n s e m t ö k é l e t e s s z i g e t e l ő k , s e m t ö k é l e t e s 
v e z e t ő k n i n c s e n e k . E z é r t n é h a — p l . g y o r s a n v á l t o z ó t e r e k e s e t é n — m é g a 
l e g t ö k é l e t e s e b b v e z e t ő k b e n i s s z á m o l n u n k k e l l g e r j e s z t e t t s é g i á r a m m a l é s 
s z i g e t e l ő k e s e t é b e n i s f e l l é p b i z o n y o s m é r t é k ű v e z e t é s i á r a m . B e s z o k á s t e h á t 
v e z e t n i a teljes áramsűrűség f o g a l m á t , m i n t a v e z e t é s i é s a g e r j e s z t é s i á r a m -
s ű r ű s é g e r e d ő j é t : 
( 3 . 1 7 ) g = i + 
é s á l t a l á n o s e s e t b e n f e l t é t e l e z z ü k , h o g y a m á g n e s e s t e r e t a t e l j e s á r a m s ű r ű -
s é g k e l t i . 
3 . 4 . A mágneses indukciós vektor. A m i n t a z t f e n t e b b e m l í t e t t ü k a m á g -
n e s e s t é r i n t e n z i t á s á t a z á r a m m a l á t f o l y t v e z e t ő r e h a t ó p o n d e r o m o t o r o s e r ő 
s e g í t s é g é v e l m é r h e t j ü k . A m á g n e s e s t é r n e k a z t a z á l l a p o t h a t á r o z ó j á t , a m e l y a 
m á g n e s e s t é r e r ő s s é g é t j e l e m z i indukciós vektornak « 8 ) n e v e z z ü k . * A z i n d u k -
c i ó s v e k t o r t k é t f é l e k é p p e n d e f i n i á l h a t j u k : 
a) M i n d e n e k e l ő t t b e v e z e t j ü k a lineáris vezető, v a g y a z e l e k t r o t e c h n i k á -
b a n s z o k á s o s t e r m i n o l ó g i á v a l é l v e , a vezeték fogalmát: Lineáris vezetőnek 
nevezzük az olyan vezetőt, amelynek a vastagsága elhanyagolható a hosszú-
ságához képest. L e g y e n a v e z e t ő i n f i n i t e z i m á l i s h o s s z ú s á g ú d a r a b j á n a k a 
* A 33 indukciós vektort tulajdonképpen az elektromos analógiának megfelelően mág-
neses térerősségnek kellene nevezni, az elmélet keletkezésének idején azonban a 3.5, pont-
ban bevezetendő § vektort nevezték mágneses térerősségnek. Tekintettel arra, liogy ez az 
elnevezés már teljesen átment a köztudatba, legalább is hazai viszonylatban félreértésre 
vezethetne, ha megváltoztatnánk a terminológiát, jóllehet a £> vektort újabban számos szerző 
mágneses gerjesztettségi vektornak és a 33 vektort mágneses térerősségnek, vagy mágneses 
intenzitás vektornak nevezi. 
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k e r e s z t m e t s z e t e F é s h o s s z a ds, a h o l a v e z e t é k ds v o n a l e l e m e t e r m é s z e t e s e n 
m o s t n y i l v á n v a l ó m ó d o n a z á r a m s ű r ű s é g i r á n y á v a l - p á r h u z a m o s , a k k o r a 
l i n e á r i s v e z e t ő cPv = Fdé n a g y s á g ú i n f i n i t e z i m á l i s t é r f o g a t á n i d ő e g y s é g a l a t t 
á t f o l y ó v e z e t é s i á r a m e r ő s s é g e , a z á r a m e r ő s s é g é s a z á r a m s ű r ű s é g d e f i n í c i ó j a 
a l a p j á n 
( 3 . 1 8 ) | i í f r = \i-df-d»= ji»df-d& = Idà. 
F F F 
Az Ids m e n n y i s é g e t a k í s é r l e t i f i z i k á b a n áramelemnek n e v e z z ü k . A z á r a m -
e l e m v e k t o r m e n n y i s é g d i m e n z i ó j a : 
( 3 . 1 9 ) [ / û f â ] —- á r a m e r ő s s é g • m é t e r = a m p é r e m é t e r . 
E z e n e l ő k é s z í t é s u t á n , mágneses indukciós vektornak nevezzük az egy-
ségnyi áramelemre ( t e h á t a l i n e á r i s v e z e t ő e g y s é g n y i á r a m e r ő s s é g g e l á t f o l y t 
e g y s é g n y i h o s s z ú s á g ú d a r a b j á r a ) ható mágneses ponderomotoros erőt. D i m e n -
z i ó j a : 
n e w t o n n e w t o n • m á s o d p e r c n e w t o n m é t e r - m á s o d p e r c 
a m p è r e - m é t e r c o u l o m b • m é t e r c o u l o m b - m é t e r 2 
j o u l e - m á s o d p e r c _ v o l t s e c 
c o u l o m b - m é t e r 2 m é t é r 2 
E z e n e l v a l a p j á n m é r h e t ő k i a m á g n e s e s t é r i n t e n z i t á s a p l . a C0TT0N-féle 
m a g n e t o m é t e r s e g í t s é g é v e l . A S3 i r á n y á t a t o v á b b i a k b a n f o g j u k d e f i n i á l n i . 
b) A m á g n e s e s i n d u k c i ó s v e k t o r m á s i k d e f i n í c i ó j a , a m e l y v a l a m i v e l 
b o n y o l u l t a b b , m i n t a z e l ő z ő , d e u g y a n a k k o r e l v i l e g e g y s z e r ű b b é s m e t o d i -
k a i l a g t i s z t á b b , a m e n n y i b e n n e m i g é n y l i a z á r a m e l e m f o g a l m á n a k a b e v e z e -
t é s é t , a k ö v e t k e z ő : 
H e l y e z z ü n k a m á g n e s e s t é r b e e g y k i s m é r e t ű p r ó b a t e k e r c s e t , a m e l y n e k 
a m e n e t e i á l t a l k ö r ü l z á r t f e l ü l e t F é s a m e l y b e n / á r a m e r ő s s é g ü l e l e k t r o m o s 
á r a m f o l y i k . F e l f ü g g e s z t v e e z t e g y t o r z i ó s s z á l r a , a t e k e r c s t e n g e l y e b e á l l 
e g y m e g h a t á r o z o t t i r á n y b a . A t e k e r c s t e n g e l y é t ú g y i r á n y í t j u k , h o g y a m e n e -
t e i b e n f o l y ó á r a m i r á n y a a t e n g e l y k ö r ü l j o b b r a f o r d u l ó l e g y e n . A m e n n y i b e n 
a t e k e r c s t e n g e l y é t a m á g n e s e s m e r i d i á n s í k j á b a n , i r á n y á r a m e r ő l e g e s e n k i t é -
r í t j ü k , a r á h a t ó m á g n e s e s p o n d e r o m o t o r o s e r ő a t e k e r c s e t e r e d e t i h e l y z e t é b e 
v i s s z a t é r í t e n i i g y e k s z i k . A t a p a s z t a l a t s z e r i n t a f e l l é p ő f o r g a t ó n y o m a t é k a r á -
n y o s a t e k e r c s b e n f o l y ó á r a m e r ő s s é g é v e l é s a t e k e r c s F f e l ü l e t é v e l : 
( 3 . 2 1 ) N = BFI. 
[58] = 
( 3 . 2 0 ) 
A z í g y b e v e z e t e t t 
N 
I 
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arányossági tényezőt az indukciós vektor abszolút értékének nevezzük és fel-
tesszük, hogy a 93 vektor iránya megegyezik a tekercs tengelyének az irá-
nyával. Az indukciós vektor dimenziója ezen definíció szerint ugyancsak: 
(3.23) erő • karja newtonméter másodperc voltsec 
felület-áramerősség coulomb méter2 méter2 
(/) Azoknak a görbéknek az összességét, amelynek iránya minden pont-
jukban az indukciós vektor irányába mutat, mágneses indukciós vonalaknak 
nevezzük. 
(it) Az F felületen át, a normális irányban átmenő indukciós vonalak 
számát, tehát az indukciós vektornak az F felületen való fluxusát, indukciós 
fluxusnak (Ф) nevezzük. 
(3.24) Ф Bndf. (Bn = В cos (93, n)) 
(/77) Az indukciós vektor fontos tulajdonságát ismerhetjük meg az egy-
pólusú elektromotor segítségével: Egy vasmagos tekercs vasmagját hoss iab-
bítsuk meg és a függőleges helyzetű meghosszabbított vasmag felső végére 
egy kis mélyedésben helyezzünk el egy higanycsep-
pet. A vasmagra merőleges vízszintes síkban helyez-
zünk el egy köralakú vályút és abba öntsünk szintén 
higanyt. Ezekután készítsünk egy kis (7-alakú drót-
keretet, amely a súlypontjában odaforrasztott kis ten-
gelyen a vasmag felső végén levő mélyedésben nyug-
szik, míg a másik két vége beleér a vályúban levő 
higanyba. Áramot vezetve a kereten át, oly módon, 
hogy az áramforrás pozitív sarkát a vályúban levő 
higanyhoz és a negatív sarkát a vasmaghoz kapcsol-
juk, a drótkeret forgásba jön, mert (mint azt a 2. 
ábrán láthatjuk) a tekercs mágneses tere erőpárt hoz 
létre, amelynek a forgatónyomatéka ellentétes a ke- 2. ábra 
ret két ágában. 
Számítsuk ki azt a munkát, amelyet akkor nyerünk, ha a drótkeret a 
tengelye körül egyszer körülfordul. A drótkeret d%, szakaszában folyó Idë, 
áramelemre ható ponderomotoros erő az indukciós vektor a) alatti definíciója 
alapján /7/ё1х93. Mozduljon el a tekercs dè2 úton, akkor a végzett munka 
(3. 25) dA = (Id%2 x 93)dê2 = /93(úfá2 x däf = /93rff = lBndf, 
ahol d\ = dê>2 x dê>, az a felületelem, amelyet a tekercs dê, darabja ezen 
elfordulás közben súrol. Jelöljük F-fel azt a felületet, amelyet a teljes drót-
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keret egy körülfordulása alatt súrolt, akkor az egy körülfordulás alatt végzett 
munka 
(3.26) A = / [ Bndf=/• Ф. 
F 
Amennyiben a drótkeret zárt lenne és ily módon körülfordulása alatt 
egy zárt felületet súrolna, akkor — tekintettel arra, hogy az indukciós vona-
lak a tapasztalat szerint mindig zárt görbék — a nyert munka egy teljes 
körülfordulása alatt zéró lenne, hiszen az F felületen ebben az esetben ahány 
erővonal lépne ki a felület egyik oldalán, ugyanannyi lépne be az ellenkező 
oldalon, következésképpen az indukciós fluxus eltűnnék ( Ф = 0). Az induk-
ciós vonalak zártságának következtében tehát 
(3.27) У Bndf =0. 
F 
Ezt a törvényt MIE a mágneses térintenzitás alaptörvényének nevezi.* 
3. ábra 
3. 5. A mágneses gerjesztettségi vektor. Tapasztalatból tudjuk, hogy lágy 
vasdarabot helyezve egy árammal átfolyt tekercs belsejébe, az a tekercs (jó 
közelítéssel homogén) mágneses terében megmágneseződik és az ilyen ún. 
vasmagos tekercsek éppen a legerősebb elektromágnesek, hiszen a vas igen 
jól mágnesezhető, A vas mágneseződése — állandó hőmérsékleten — mint 
ismeretes függ a mágneses tér erősségétől és a mágneses tér gerjesztettségé-
nek mértékéül használható. 
* Könnyen belátható, hogy ez a megállapítás egyenértékű azzal a jólismert ténnyel 
— feltéve, hogy a klasszikus felfogás szerint a mágneses tér forrásának a mágneses pólu-
sokat tekintjük — hogy a pozitív és negatív mágneses pólusokat nem lehet elkülöníteni és 
a természetben mindig csak mágneses dipólokkal találkozunk. 
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A m á g n e s e s t é r g e r j e s z t e t t s é g é n e k a m e g h a t á r o z á s a c é l j á b ó l a k ö v e t k e -
z ő k é p p e n j á r h a t u n k e l : T e k i n t s ü k a m á g n e s e s t é r e g y k i s h e n g e r a l a k ú t a r t o -
m á n y á t , a m e l y o l y a n k i c s i , h o g y a b e l s e j é b e n a m á g n e s e s t é r h o m o g é n n a k 
t e k i n t h e t ő . N y i l v á n v a l ó , h o g y a m á g n e s e s t é r u g y a n a z o n h e l y é n , a k ö z e g 
u g y a n o l y a n m é r t é k ű m á g n e s e z e t t s é g e a k ü l s ő m á g n e s e s t é r j e l e n l é t e n é l k ü l i s 
m e g v a l ó s í t h a t ó , h a e z t a k i s h e n g e r a l a k ú t a r t o m á n y t m e g f e l e l ő á r a m m a l á t f o l y t 
t e k e r c c s e l v e s s z ü k k ö r ü l . A p r o b l é m a c s a k a z , h o g y a n v á l a s s z u k m e g a 
t e k e r c s b e n f o l y ó á r a m e r ő s s é g é t . E z t a z o n b a n k o m p e n z á c i ó s m ó d s z e r r e l k ö n y -
n y e n m e g á l l a p í t h a t j u k . H e l y e z z ü k a m á g n e s e s t é r b e a f e n t i t e k e r c s e t é s 
f o l y a s s u n k á t r a j t a o l y a n á r a m e r ő s s é g ű á r a m o t , h o g y a z a k ü l s ő m á g n e s e s 
t e r e t é p p e n k i k o m p e n z á l j a . A k ü l s ő m á g n e s e s t é r k i k o m p e n z á l ó d á s á t ú g y 
e l l e n ő r i z h e t j ü k , h o g y a t e k e r c s b e l s e j é b e t o r z i ó s s z á l o n e g y k i s m á g n e s t ű t 
f ü g g e s z t ü n k f e l é s a z z a l e l l e n ő r i z z ü k , h o g y a k o m p e n z á c i ó m i k o r s i k e r ü l t . 
A t a p a s z t a l a t s z e r i n t a m á g n e s e s t é r g e ' r j e s z t e t t s é g e a r á n y o s a z á r a m -
e r ő s s é g g e l , a t e k e r c s m e n e t e i n e k a s z á m á v a l ( n ) é s f o r d í t o t t a n a r á n y o s a 
t e k e r c s h o s s z á v a l ( / ) . A m á g n e s e s t é r g e r j e s z t e t t s é g é t e z e k a l a p j á n e g y f> 
v e k t o r r a l j e l l e m e z h e t j ü k , a m e l y n e k a z a b s z o l ú t é r t é k e 
( 3 . 2 8 ) Я = / У 
é s i r á n y a m e g e g y e z i k a t e k e r c s t e n g e l y é n e k a z i r á n y á v a l . A z í g y é r t e l m e z e t t 
£ v e k t o r t a mágneses tér gerjesztettségi vektorának ( v a g y a k l a s s z i k u s — d e 
f é l r e é r t é s r e a l k a l m a t a d ó — t e r m i n o l ó g i a s z e r i n t : mágneses térerősségnek) 
n e v e z z ü k . A m á g n e s e s g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r d i m e n z i ó j a 
r ( . . a m p é r e m e n e t s z á m 
^ ~ m é t e r ' 
(/) Azoknak a görbéknek az összességét, amelyeknek az érintője minden 
pontjukban a mágneses gerjesztettségi vektor irányába mutat, a mágneses tér 
gerjesztettségi vonalainak ( a r é g i t e r m i n o l ó g i á v a l é l v e : mágneses erővonalak-
nak) vagy H-vonalaknak nevezzük. 
(ii) T e k i n t s ü n k m o s t k é t h o s s z ú k o a x á l i s h e n g e r t , a m e l y e k k ö z ü l a z e g y i k -
b e n a z e g y i k , a m á s i k b a n p e d i g a z e l l e n k e z ő i r á n y b a n f o l y i k a z á r a m . I s m e r e -
t e s , h o g y i l y e n k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t c s a k a k é t h e n g e r k ö z ö t t l e s z m á g n e s e s t é r 
é s s z i m m e t r i a o k o k b ó l a z i s n y i l v á n v a l ó , h o g y a m á g n e s e s t é r h e n g e r s z i m m e t -
r i k u s l e s z , k ö v e t k e z é s k é p p e n a g e r j e s z t e t t s é g i v o n a l a k k o n c e n t r i k u s k ö r ö k l e s z -
n e k , a m e l y e k s í k j a m e r ő l e g e s a k o a x á l i s k á b e l t e n g e l y é r e . T e k i n t s ü n k p l . e g y r 
s u g a r ú K r g e r j e s z t e t t s é g i v o n a l a t , a m e l y m e n t é n a m á g n e s e s g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r 
— n y i l v á n v a l ó m ó d o n i s m é t s z i m m e t r i a o k o k b ó l — / / = k o n s t . R e k e s s z ü k k i 
e z t a g e r j e s z t e t t s é g i v o n a l a t e g y k i s t o r o i d - t e k e r c s s e g í t s é g é v e l . A g e r j e s z t e t t -
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\ s é g i v e k t o r f e n t i d e f i n í c i ó j a a l a p j á n a z o n b a n 
( 3 . 2 9 ) j>Hsds = 2nrH=I. 
к r 
Az ún. ROGOWSKI-Íéle tekercs segítségével bebizonyítható, hogy ez az 
összefüggés általános érvényű és független a vezetőt körülzáró 5 görbe spe-
ciális megválasztásától: 
( 3 . 3 0 ) j)Hsds = I. 
s 
E z t a z ö s s z e f ü g g é s t a mágneses tér gerjesztettségi alaptörvényének s z o k á s 
n e v e z n i . E g y é b k é n t a z ф H:íds m e n n y i s é g e t mágneses körfeszültségnek h í v j u k . 
s 
3 . 6 . A FARADAY-/É/E indukciós törvény. Az i n d u k c i ó j e l e n s é g é n e k a f e l -
f e d e z é s e s o r á n FARADAY m e g á l l a p í t o t t a , h o g y a m e n n y i b b e n e g y z á r t v e z e t é k k e l 
(S) h a t á r o l t F f e l ü l e t e n á t m e g v á l t o z i k a n o r m á l i s i r á n y á b a n á t m e n ő e r ő v o -
n a l a k s z á m a , a k k o r a v e z e t é k b e n e l e k t r o m o s k ö r f e s z ü l t s é g i n d u k á l ó d i k ; k v a n -
t i t a t i v e : 
( 3 . 3 1 ) j > E s d s = - d - £ = - ± \ B n d f . 
S F 
A f e n t i e l ő j e l e t i s m e r e t e s m ó d o n LENZ s z a b á l y a r ö g z í t i . 
3 . 7 . Az elektromágneses tér intenzitás- és kvantitás-mennyiségei. A f e n t i 
m e g g o n d o l á s o k b ó l k i d e r ü l , h o g y a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r i n t e n z i t á s á t ( e r ő s s é -
g é t ) a z e l e k t r o m o s t é r é s a m á g n e s e s t é r e g y - e g y á l l a p o t h a t á r o z ó j a , n e v e z e -
t e s e n a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g v e k t o r ( Ê ) é s a m á g n e s e s i n d u k c i ó s v e k t o r 
(33) j e l l e m z i . F e l h a s z n á l v a a ( 3 . 6 ) é s ( 3 . 2 0 ) a l a t t i d i m e n z i o n á l i s e g y e n l e t e k e t 
a z o n n a l l á t h a t j u k , h o g y a ( 3 . 3 1 ) FARADAY-féle t ö r v é n y p u s z t á n d i m e n z i o n á l i s 
o k o k b ó l c s a k e z e n i n t e n z i t á s m e n n y i s é g e k k ö z ö t t t e r e m t h e t ö s s z e f ü g g é s t . 
U g y a n a k k o r a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r g e r j e s z t e t t s é g i f o k á t a k é t g e r j e s z -
t e t t s é g i v e k t o r , n e v e z e t e s e n a S e l e k t r o m o s é s a ф m á g n e s e s g e r j e s z t e t t s é g i 
v e k t o r j e l l e m z i . E z e k a g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r o k v é g s ő s o r o n a z e l e k t r o m o s é s 
m á g n e s e s t é r f o r r á s a i n a k a z e r ő s s é g é t ő l f ü g g e n e k , e z é r t s z o k á s ő k e t k v a n t i t á s 
m e n n y i s é g e k n e k i s n e v e z n i . 
H o g y a m á g n e s e s t é r á l l a p o t h a t á r o z ó i k ö z ü l é p p e n a z i n d u k c i ó s v e k t o r 
a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g g e l a n a l ó g m e n n y i s é g , a z a f e n t i m e g g o n d o l á s o k o n 
t ú l m e n ő e n i n d o k o l h a t ó r é s z i n t a z e l e k t r o n e l m é l e t , r é s z i n t p e d i g a r e l a t i v i s z t i -
k u s e l e k t r o d i n a m i k a a l a p j á n ; e z z e l a k é r d é s s e l a z o n b a n m o s t n e m f o g l a l k o z u n k . 
3 . 8 . A homogén és az inhomogén elektromágneses tér. A f e n t i m e g g o n -
d o l á s o k s o r á n é l t ü n k e g y n y i v á n v a l ó , h a l l g a t ó l a g o s f e l t é t e l l e l , a m e l y e t r é s z -
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l e t e s e b b e n k e l l e l e m e z n ü n k , m e r t a t é r e l m é l e t e k r e á l t a l á n o s a n j e l l e m z ő , d ö n t ő 
f o n t o s s á g ú , e l v i k é r d é s r e j l i k m ö g ö t t e . 
A m i k o r a z i m é n t a z e g y e s á l l a p o t h a t á r o z ó k a t d e f i n i á l t u k , n y i l v á n v a l ó , 
h o g y a z o t t i s m e r t e t e t t m é r é s i e l j á r á s o k g y a k o r l a t i l a g c s a k h o m o g é n e l e k t r o -
m o s é s m á g n e s e s t é r b e n h a j t h a t ó k v é g r e . I n h o m o g é n t é r b e n e z e k a m é r é s i 
m ó d s z e r e k c s a k k ö z e l í t ő e r e d m é n y t s z o l g á l t a t h a t n a k . K ö n n y e n b e l á t h a t j u k e z t 
b á r m e l y i k á l l a p o t h a t á r o z ó e s e t é b e n , e z é r t t e k i n t s ü k a z e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t 
p é l d a k é p p e n a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g m é r é s é t e l e k t r o s t a t i k u s t é r e s e t é b e n . 
A z t m o n d o t t u k , h o g y a z e l e k t r o m o s t é r e r ő s s é g e t a z e g y s é g n y i t ö l t é s s e l 
r e n d e l k e z ő p r ó b a t e s t s e g í t s é g é v e l m é r h e t j ü k . L e g y e n e z a p r ó b a t e s t e g y k i s 
b o d z a b é l g o l y ó , a m e l y b e n a z e l e k t r o m o s t ö l t é s e l o s z l á s á t a p = p ( r ) , i s m e r t -
n e k f e l t é t e l e z e t t , töltéssűrűség í r j a l e . F e l t e s s z ü k t e r m é s z e t e s e n , h o g y a Q(r) 
f ü g g v é n y a b o d z a b é l g o l y ó b e l s e j é b e n f o l y t o n o s é s a z o n k í v ü l a z o n o s a n e l t ű n ő , 
e g y é b k é n t i n t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y é s i ly m ó d o n a z i n t e g r á l j a m e g a d j a a b o d z a -
b é l g o l y ó ö s s z e t ö l t é s é t , e - t : 
( 3 . 3 2 ) f p ( r ) û f 3 r = \ç(t)d'x = e, 
œ Г 
a h o l û f 3 r a t é r f o g a t e l e m é s V b o d z a b é l g o l y ó t e l j e s t é r f o g a t a . T e r m é s z e t e s e n a 
Q t ö l t é s s ű r ű s é g d i m e n z i ó j a : 
/ 0 r -, t ö l t é s c o u l o m b a m p e r e s e c ( 3 . 3 3 ) [o] = _ — = — — — = E — _ — . 
J
 t é r f o g a t m e t e r m e t e r 
H o m o g é n e l e k t r o m o s t é r e s e t é n ( © = k o n s t . ) a z e g é s z p r ó b a t e s t r e h a t ó 
p o n d e r o m o t o r o s e r ő , a t é r e r ő s s é g v e k t o r á n a k d e f i n í c i ó j a a l a p j á n 
( 3 . 3 4 ) ft= I p ( r ) © í / s r = © | ( r ( r ) í f r = é>6. 
V V 
I n h o m o g é n e l e k t r o m o s t é r e s e t é b e n a z o n b a n © = © ( v ) , k ö v e t k e z é s k é p p e n 
a b o d z a b é l g o l y ó v é g e s k i t e r j e d é s e e s e t é b e n a k ü l ö n b ö z ő t é r f o g a t e l e m é b e n 
l é v ő t ö l t é s r e h a t ó e r ő k ü l ö n b ö z ő é s ( m é g Q = k o n s t . s ű r ű s é g e l o s z l á s e s e t é n i s ) 
í g y a p o n d e r o m o t o r o s e r ő n e k c s a k a z á t l a g á t m é r h e t j ü k , h i s z e n 
( 3 . 3 5 ) Я = J p ( r ) @ ( t ) í / 3 r . 
V 
M é g b o n y o l u l t a b b a h e l y z e t g y o r s a n v á l t o z ó e l e k t r o m o s t é r e s e t é n ( © = © ( v ; / ) ) , 
a m i k o r a m é r é s v é g e s i d ő t a r t a m a m i a t t a p o n d e r o m o t o r o s e r ő n e k c s a k a t é r -
b e l i é s i d ő b e l i á t l a g á t m é r h e t j ü k : 
T 
( 3 . 3 6 ) St = Y J J Nu 0 © ( U t)dh dt. 
0 V 
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Nyilvánvaló, hogy akármilyen mértékben csökkentjük is elvileg a mérés idő-
tartamát, ahhoz, hogy a térerősséget a térben pontról pontra kimérhessük, 
pontszerű próbatestre lenne szükségünk, ami azonban lehetetlen, mert ebben 
az esetben a própatest töltésének is egy r0 pontra kellene koncentrálódnia, 
ami azonban azt jelenti, hogy a g = g(v) fotytonos és integrálható függvény-
nek ki kellene elégítenie a 
(3 .36) lim f P ( r ) í f r = lim L ( r ) < T t j = lim {E-p(r„)} = e 
V-t- 0 J
 ч
 У-+0 ! V J \ v-fO 
R V 
egyenletet. Ez azonban azt jelentené, hogy p( r ) függvény az r0 pontban V—>-0 
esetén olyan mértékben tart végtelenhez, hogy E-vel szorozva, E = 0 határ-
esetben megadja a próbatest össztöltését, különben pedig azonosan zéró. Ilyen 
függvény azonban — amint az a DiRAC-féle ő-val kapcsolatban kiderült — 
nem létezik és egy ilyen sűrűségeloszlás csak a ScHWARTZ-féle disztribució-
elmétet keretében értelmezhető. 
E z a paradoxon nemcsak a MAXWELL-féle elméletben, hanem a többi 
fizikai térelméletben (EiNSTEiN-féle gravitációs elmélet, mezon-elmélet, stb.) 
is fellépp és nem kétséges, hogy a különböző terek kimérésének a problé-
mája, valamint a további jól ismeretes divergencia-problémák (pl. a tér for-
rásainak végtelenné váló ún. sajátenergiája) végső soron erre vezethetők 
vissza. 
E z e k k e l a p r o b l é m á k k a l a z o n b a n m o s t n e m f o g l a l k o z h a t u n k é s — a z 
e g y é b k é n t c s a k h a l l g a t ó l a g o s a n k i a l a k u l t s z o k á s n a k m e g f e l e l ő e n — a f e n t i 
p a r a d o x o n t ú g y h i d a l h a t j u k á t , h o g y t u d o m á s u l v e s s z ü k a z t a t é n y t , h o g y a z 
e g y e s á l l a p o t h a t á r o z ó k n a k c s a k e g y - e g y p o n t r a v o n a t k o z t a t o t t á t l a g á t h a t á r o z -
h a t j u k m e g , a m i e g y é b k é n t e g y f e n o m e n o l ó g i a i e l m é l e t k ö v e t e l m é n y e i n e k m e g -
f e l e l , n o h a i g e n k i c s i n y ( a t o m f i z i k a i ) d i m e n z i ó b a n ( k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k a ) 
m á r n e m k i e l é g í t ő é s a z i s m e r t h a t á r o z a t l a n s á g i r e l á c i ó r a v e z e t . 
(/) A fent bevezetett g töl téssűrűség segítségével, ami általános esetben 
még az idő függvénye is lehet (3 .29 ) alapján ( 3 . 9 ) alatti egyenletünk a 
következő alakba írható: 
( 3 . 3 7 ) j>Dndf= jgdh, 
F V 
a h o l F a g t é r f o g a t o t h a t á r o l ó z á r t f e l ü l e t e t j e l e n t i . 
( / / ) H a s o n l ó k é p p e n ( 3 . 1 5 ) é s ( 3 . 3 0 ) a l a p j á n » 
(3.38) ( j>H.ds=$i»df , 
S F 
ahol S az F felületet határoló zárt görbe. 
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4. §. A Maxwell-elmélet axiómarendszerének első csoportja 
A f e n t i e k b e n r ö v i d e n ö s s z e f o g l a l t , t ú l n y o m ó r é s z t k í s é r l e t i m e g á l l a p í t á s o k 
u t á n , m o s t m á r m e g a d h a t j u k a MAXWELL-elmélet a x i ó m a r e n d s z e r é n e k e l s ő 
c s o p o r t j á t . E z e k a z a x i ó m á k a z i s m e r t e t e t t k í s é r l e t i m e g á l l a p í t á s o k k ö z v e t l e n 
á l t a l á n o s í t á s a i l e s z n e k . A z á l t a l á n o s í t á s a b b a n á l l , h o g y m í g e d d i g k o n k r é t 
f i z i k a i m é r é s e k r e g o n d o l t u n k — p l . a FARADAY-féle i n d u k c i ó s t ö r v é n y e s e t é -
b e n f e l t e t t ü k , h o g y a g ö r b e e g y z á r t v e z e t é k m e n t é n h a l a d é s a z i n d u k c i ó s 
f l u x u s v á l t o z á s a a v e z e t é k b e n i n d u k á l e l e k t r o m o s k ö r f e s z ü l t s é g e t — a d d i g a 
t o v á b b i a k b a n f e l t e s s z ü k , h o g y a s z ó b a j ö v ő t é r f o g a t o k é s a z ő k e t h a t á r o l ó z á r t 
f e l ü l e t e k , i l l . a f e l ü l e t e k é s a z ő k e t h a t á r o l ó z á r t g ö r b é k , t e t s z é s s z e r i n t i e k 
l e h e t n e k , t e h á t n e m k e l l n e k i k s z ü k s é g s z e r ű e n a v e z e t ő k m e n t é n h a l a d n i o k . 
A z a x i ó m á i n k t e h á t a p r i o r i á l t a l á n o s m e g á l l a p í t á s o k l e s z n e k , a m e l y e k h e l y e s -
s é g e s p e c i á l i s — k í s é r l e t i l e g r e a l i z á l h a t ó — k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t e l l e n ő r i z h e t ő 
é s a z o n o s a k a f e n t e b b i s m e r t e t e t t t é t e l e k k e l . 
A z a x i ó m á i n k r é s z b e n d e f i n i á l j á k a t é r á l l a p o t h a t á r o z ó i t , r é s z b e n p e d i g 
m e g a d j á k a k ö z t ü k l e v ő a l a p v e t ő k a p c s o l a t o k a t . Ö t c s o p o r t b a s o r o l j u k ő k e t : 
(/') Gerjesztési axiómák (G) 
(ii) Realizálható sági axiómák (R) 
(iii) Állapotaxiómák (A) 
(iv) Kapcsolási axiómák (K) 
( v ) Anyagi axiómák (M) 
A z e g y e s á l l a p o t h a t á r o z ó k d e f i n í c i ó j á u l s z o l g á l ó á l l a p o t - a x i ó m á k e s e t é b e n 
m e g a d j u k a z i l l e t ő á l l a p o t h a t á r o z ó d i m e n z i ó j á t é s a m é r é s i e l j á r á s t , a m e l y n e k 
a s e g í t s é g é v e l m e g h a t á r o z h a t ó . I ly m ó d o n u t a l u n k a r r a , h o g y a z i l l e t ő á l l a p o t -
h a t á r o z ó a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r r e á l i s j e l l e m z ő j e . A z a n y a g i a x i ó m á k s o r á n 
p o s z t u l á l j u k , h o g y a k ö z e g , a m e l y b e n a t é r g e r j e s z t ő d i k , n é h á n y f e n o m e n o l ó -
g i a i á l l a p o t h a t á r o z ó v a l j e l l e m e z h e t ő . E z e k k e l a z a x i ó m á k k a l a z o n b a n ( h á r o m 
k i v é t e l é v e l ) a 7 . § . - b a n f o g u n k f o g l a l k o z n i . 
G. I. axióma: Az elektromágneses teret az elektromos töltések és ára-
mok keltik. 
G. II. a. axióma: Az elektromos töltés a priori adott fizikai realitás, 
amelynek a sűrűségeloszlását az ismertnek feltételezett (> = 9 (v,t) függvény 
határozza meg. 
G. II. b. axióma: Kétfajta elektromos töltés ismeretes, amelyek adott 
körülmények között ellentétes módon viselkednek. Az egyik fajtájukat pozitív, 
a másikat negatív elektromos töltésnek nevezzük. 
Dimenziója: coulomb = ampèresec. 
A mérési eljárás: A pozitív elektromos töltés egysége az a töltésmennyiség, amely 
az ezüstcoulométer feltöltődésénél időegység alatt 1,11815 mg ezüstöt választ ki. 
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R. I. axióma: A töltéssel rendelkező testekre az elektromágneses térben 
mechanikai erő hat, amelyet ponderomotoros erőnek nevezünk. 
R. II. axióma: Az elektromágneses tér jelenlétéről ponderomotoros erő-
hatása és munkavégzőképpességének a mérése révén győződhetünk meg ; az 
utóbbit az elektromágneses tér energiájának nevezzük. 
A. I. a. axióma: A nyugvó töltések, ill. töltéseloszlás maga körül elekt-
romos erőteret kelt. 
A. I. b. axióma: Az elektromágneses tér intenzitásával és gerjesztettségi 
állapotával jellemezhető. 
A. I. c. axióma: Az elektromos tér intenzitását az elektromos térerős-
ség vektorával jellemezzük (6), amely megadja az egységnyi töltésre ható 
ponderomotoros erőt. 
Dimenziója: newton/coulomb = volt/méter. 
A mérési eljárás: Mérjük az egységnyi töltésű próbatestre ható ponderomotoros erő 
átlagát. 
A. I. d. axióma: Az elektromos tér gerjesztettségi állapotát töltésmegosztó-
képességével jellemezzük. Jellemzésére bevezetjük az elektromos tér gerjesztett-
ségi vektorát ( 3 ) ) , amelynek a fluxusa egy tetszés szerinti zárt F felületen át 
megegyezik a felület által határolt V térfogatban lévő töltésmennyiséggel. 
Dimenziója: coulumb méter2 = ampèresec,méter2. 
A mérési eljárás: Az előző paragrafusban említett kondenzátor felületén meghatároz-
zuk a töltésmegosztás következtében influált töltést. 
M. I. axióma: A természetben található testeket, annak megfelelően, 
hogy rajtuk az elektromos töltés gyakorlatilag mérhetetlenül rövid idő alatt 
szétoszlik-e vagy lokalizálva marad, vezetőknek, ill. szigetelőknek nevezzük. 
M. II. a. axióma: A vezetőkben az elektromos tér hatására elektromos 
áram folyik. A vezető keresztmetszetén egységnyi idő alatt áthaladó töltés-
mennyiséget vezetési áramnak nevezzük. 
Dimenziója: coulomb,sec = ampère. 
A mérési eljárás: Egysége az az áram, amely az ezüstcoulométerben egységnyi idő 
alatt 1,11815 mg ezüstöt kiválaszt. 
M. II. b. axióma: Vezetési áramsűrűségnek nevezzük az egységnyi idő 
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M. II. c. axióma: A gerjesztettségi vektor idő szerinti differenciálhánya-
dosa váltakozó elektromos erőtér esetén szigetelőn át is képes a vezetési áramot 
zárni, ezért gerjesztettségi áramnak nevezzük. 
Dimenziója: ampére/méter2 . 
G. II. с. axióma: A vezetési és a gerjesztettségi áram az elektromág-
neses tés gerjesztésénél egyenértékű szerepet játszik és összegüket teljes áram-
nak nevezzük: 
G. II. d. axióma: A teljes áram az elektromos tértől minőségileg külön-
böző erőteret kelt, amelyet mágneses térnek nevezünk. 
А. II. a. axióma: Az árammal átfolyt vezetőkre és mozgó töltésekre a 
mágneses tér ponderomotoros eröhajtást fejt ki. 
А. II. b. axióma: A mágneses tér állapotát intenzitásával és gerjesz-
tettségével jellemezzük. 
А. II. c. axióma: A mágneses^ tér intenzitását az un. mágneses induk-
ciós vektorral (93) jellemezzük, amely megadja az egységnyi vezetési árammal 
átfolyt vezetők hosszegységére ható ponderomotoros erőt. 
Dimenzió: newton/ampèreméter = voltsec/méter2 . 
A mérési eljárás: A CoTTON-féle magnetométer vagy az előző paragrafusban részle-
tezett kis próbatekercs segítségével mérjük. 
A. II. d. axióma: A mágneses indukciós vektor irányának megfelelő 
érintöjií görbék, a ntúgneses indukciós vonalak, mindig zártak és így az induk-
ciós vektor fluxusa, tetszés szerinti zárt F felületen át, eltűnik; 
A. II. e. axióma: A mágneses tér gerjesztettségét mágnesezöképességé-
vel és a megfelelő mágnesezettséget biztosító elektromos árammal jellemezzük. 
A gerjesztettségi állapot leírására a mágneses gerjesztettségi vektor, régebbi 
terminológia szerint az ún. mágneses térerősség vektora, ($) szolgál. A teljes 
mágneses gerjesztettség analitikai leírása a gerjesztettségi vektor tetszés szerinti 
zárt S görbe mentén vett vonalintegrálja, az un. mágneses kör feszültség, 
segítségével történik, amely megegyezik az S görbével határolt tetszés szerinti 
F felületen átmenő teljes árammal: 
( 4 . 2 ) © = i + 5D. 
( 4 . 3 ) 
F 
( 4 . 4 ) 
s F 
Dimenzió: ampèremenet,méter. 
A mérési eljárás: A tér teljes gerjesztettségét a R O O O W S K I tekercs segítségével mérjük. 
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К. I. a x i ó m a : Az elektromos és mágneses tér időbeli változása közvet-
len és kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban van egymással. 
К. II. a x i ó m a : Tetszés szerinti S zárt görbe mentén az elektromos tér-
erősség vonalmenti integrálja, az ún. elektromos körfeszültség arányos az S 
görbe által határolt tetszés szerinti F felületen átmenő indukciós vonalak szá-
mának időegységre eső megváltozásával: 
(4.5) j ) E s d s = - ^ - t . j B n d f . 
S F 
5. §. A Maxwell-féle egyenletek első csoportja 
A teljes áramsűrűség fogalmának a bevezetése révén a fenti integrál-
egyenletek teljesen általános érvényűek. 
A GAUSS- és a STOKES-tételek segítségével ezeket az egyenleteket a 
következő alakba írhatjuk: 
(5.1) [{V-©—pjífr=0, f{v x-e+fe}.d/=o, 
V F 
(5.2) j* V - S û f 3 r = 0, f{VXé-S-iM/=0, 
V F 
ahol V = {д/дХи д/дх2, d/dxs} a nabla-operátor és az n index a zárójel mel-
lett arra utal, hogy a zárójelben lévő vektornak az F felület normálisának az 
irányába mutató komponense veendő. Tekintettel arra, hogy a fenti össze-
függéseknek tetszés szerinti térfogat és felület esetében érvényben kell lenniök, 
kapjuk, hogy 
(5.3) v*3)=p v x e + á = o 
(5.4) V - 2 3 = 0 = 
Ezek az egyenletek a MAXWELL-egyenletek, az elektromágneses térnek az axió-
máinkból levezetett alapegyenletei, az ún. téregyenletek, amelyek végső fokon 
egyértelműen leírják az elektromágneses térben lejátszódó jelenségeket. 
A MAXWELL-egyenletek első csoport ja azonban még nem határozza 
meg egyértelműen az állapothatározókat, hiszen közvetlenül láthatjuk, hogy 
nagyobb az ismeretlen függvények száma, mint az egyenleteké, ezért további 
összefüggésekre van szükség a tér intenzitás-mennyiségei és a gerjesztett-
ségi vektorai között. 
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E z e n t ú l m e n ő e n a z i n t e g r á l e g y e n l e t e k a l a p j á n l e v e z e t h e t ő k a z o k a z á l t a -
l á n o s é r v é n y ű határfeltételek, a m e l y e k m é g a f e n t i m a t e m a t i k a i p r o b l é m a m e g -
o l d á s á h o z s z ü k s é g e s e k . E z e k e t a z o n b a n m o s t n e m k í v á n j u k r é s z l e t e z n i . 
6. §. Az anyag fenomenológiai jellemzése 
A tér intenzitásmennyiségei és a gerjesztettségi vektorok közti kapcsolat meg-
állapításánál tekintettel kell lennünk annak a közegnek a fizikai tulajdonságaira, 
amelyben az elektromágneses tér gerjesztődik. E z e k n e k a t u l a j d o n s á g o k n a k a 
m e g á l l a p í t á s á n á l t u l a j d o n k é p p e n t e k i n t e t t e l k e l l e n e l e n n ü n k a z a n y a g a t o m i s z -
t i k u s f e l é p í t é s é r e . A MAXWELL-elmélet k e r e t é b e n a z o n b a n l é n y e g e s e g y s z e r ű -
s í t ő f e l t e v é s t v e z e t ü n k b e , a m i k o r f e l t e s s z ü k , h o g y a z a n y a g n é h á n y f e n o m e -
n o l ó g i a i á l l a p o t h a t á r o z ó v a l j e l l e m e z h e t ő . E n n e k a l e í r á s i m ó d n a k m e g v a n n a k 
a m a g a t e r m é s z e t e s h á t r á n y a i , a m e l y e k e g y b e n h a t á r t s z a b n a k a MAXWELL-
e l m é l e t a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k . U g y a n a k k o r a z o n b a n v a n n a k e n n e k a m ó d s z e r -
n e k l é n y e g e s e l ő n y e i i s , a m e n n y i b e n a z e l m é l e t i l y m ó d o n f ü g g e t l e n l e s z a z 
a t o m f i z i k a i é s a n y a g s z e r k e z e t i i s m e r e t e i n k f e j l ő d é s é t ő l . 
6 . 1 . A dielektromos állandó és a mágneses permeabilitás. A k ö z e g e k 
e l e k t r o m o s á l l a p o t á t a dielektromos állandóval ( s ) é s a m á g n e s e s á l l a p o t á t a 
mágneses permeabilitással (w) j e l l e m e z z ü k . A m é r é s e k t a n ú s á g a s z e r i n t m i n d 
a z e l e k t r o m o s , m i n d p e d i g a m á g n e s e s g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r — s z é l e s h a t á -
r o k k ö z ö t t — l i n e á r i s a n f ü g g a m e g f e l e l ő i n t e n z i t á s m e n n y i s é g e k t ő l , e z é r t 
a t t ó l f ü g g ő e n , h o g y a k ö z e g i z o t r ó p v a g y a n i z o t r o p , a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é -
s e k e t s i k e r ü l t m e g á l l a p í t a n i : 
( 6 . 1 ) 2> = s (g , = — 33, (izotróp közeg) 
F 
з з 
(6.2) Di=yíslkEk, Д = (anizotrop közeg) 
k—1 fc=t 
A m i k o r m o s t i t t d i e l e k t r o m o s á l l a n d ó r ó l , i l l . d i e l e k t r o m o s t e n z o r r ó l (elk = еы) 
é s m á g n e s e s p e r m e a b i l i t á s r ó l , i l l . p e r m e a b i l i t á s i t e n z o r r ó l ( g i k = g k , ) b e s z é l ü n k , 
i d ő b e l i á l l a n d ó s á g o t é r t ü n k a l a t t a . A m e n n y i b e n a z s ( i l l . sik) é s а д ( i l l . / т » 
t é r b e n i s á l l a n d ó , a k ö z e g e t homogénnek, k ü l ö n b e n p e d i g inhomogénnek 
n e v e z z ü k . » 
E z e k a l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s e k s z e m b e s z ö k ő e n f e r r o m á g n e s e s é s f e r r o -
e l e k t r o m o s k ö z e g e k e s e t é n n e m é r v é n y e s e k , a m i k o r i s а 35 = 35 (@) é s ÍQ = £>(33) 
f ü g g v é n y e k j e l e n t é k e n y t a r t o m á n y b a n n e m l i n e á r i s a k é s á l t a l á b a n a h ő m é r -
s é k l e t t ő l i s f ü g g e n e k . 
5 III. Osztály Közleményei IX/3 
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A g e r j e s z t e t t s é g i v e k t o r o k é s a z i n t e n z i t á s v e k t o r o k d i m e n z i ó j á n a k a z 
i s m e r e t é b e n e g y s z e r ű e n m e g h a t á r o z h a t j u k a b e v e z e t e t t a n y a g i á l l a n d ó k d i m e n -
z i ó j á t 
r [3>] a m p è r e s e c . . [%] v o l t s e c , 
( 6 . 3 ) Щ - - p j - v o l t m é t e r ' l , " J — Ж ~ a m p è r e m e n e t — r y -
6 . 2 . A vákuum anyagi állandói. S p e c i á l i s s z e r e p e t t ö l t b e a z e l m é l e t b e n 
a f e n o m e n o l ó g i a i s z e m p o n t b ó l e l e k t r o m o s é s m á g n e s e s t u l a j d o n s á g o k k a l n e m 
r e n d e l k e z ő , „ a n y a g m e n t e s " k ö z e g , a m e l y e t elektromágneses vákuumnak n e v e -
z ü n k . I l y e n k o r i s g e r j e s z t h e t ő a z e l e k t r o m á g n e s e s t é r é s b e s z é l h e t ü n k a vákuum 
elektromos és mágneses állandójáról. 
A v á k u u m e l e k t r o m o s á l l a n d ó j á t « , ) a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a t á r o z h a t j u k 
m e g : T e k i n t s ü n k e g y l é g k o n d e n z á t o r t , a m e l y n e k a k a p a c i t á s a C . E n n e k a 
k a p a c i t á s á t v á k u u m b a n — a l k a l m a s a n m e g v á l a s z t v a a g e o m e t r i á j á t — k i s z á -
m í t h a t j u k ; l e g y e n a z í g y k a p o t t k a p a c i t á s é r t é k y . L e m é r v e a l é g k o n d e n z á t o r 
k a p a c i t á s á t e g y p r e c í z i ó s e l l e n á l l á s f e l h a s z n á l á s á v a l , a l e v e g ő a b s z o l ú t d i e l e k t -
r o m o s á l l a n d ó j a s* = Cjy. M á s r é s z t a l e v e g ő m é r t , ú n . r e l a t í v d i e l e k t r o m o s 
á l l a n d ó j a ( a m i p e r d e f i n i c i o n e m é p p e n a z a b s z o l ú t d i e l e k t r o m o s á l l a n d ó é s 
a v á k u u m e l e k t r o m o s á l l a n d ó j á n a k a h á n y a d o s a ) sr = 1 , 0 0 0 6 , k ö v e t k e z é s k é p -
p e n s0 = s*/sr = 0 , 8 8 5 4 5 - 1 0 " 1 1 a m p é r e s e c / v o l t m é t e r . 
A v á k u u m m á g n e s e s á l l a n d ó j á n a k a m é r é s é t , h a s o n l ó m e g g o n d o l á s 
a l a p j á n , E . GRÜNEISEN é s E . G I E B E v i s s z a v e z e t t é k e g y h o s s z ú , e g y e n l e t e s 
t e k e r c s e l é s ü t e k e r c s ö n i n d u k c i ó s e g y ü t t h a t ó j á n a k a p r e c í z i ó s m é r é s é r e é s a z t 
k a p t á k , h o g y 
( 6 . 4 ) /м0 = 4 л - 1 , 2 5 6 6 3 7 - 1 0 " ' v o l t s e c / a m p e r e m é t e r . 
M ó d s z e r ü k e t m o s t n e m r é s z l e t e z h e t j ü k (1. p l . [3 ] 4 5 6 . o l d ) . 
A z a t é n y , h o g y b e k e l l v e z e t n ü n k a v á k u u m e l e k t r o m o s é s m á g n e s e s 
á l l a n d ó j á t , a r r a u t a l , h o g y az- e l e k t r o m á g n e s e s v á k u u m i s r e á l i s f i z i k a i t u l a j -
d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z i k . 
6 . 3 . Az elektromos és a mágneses polarizációs vektor. A d i e l e k t r o m o s 
á l l a n d ó v a l é s a m á g n e s e s p e r m e a b i l i t á s s a l v a l ó j e l l e m z é s h e l y e t t o l y m ó d o n 
i s l e í r h a t j u k a t e k i n t e t b e v e t t k ö z e g n e k a v á k u u m t ó l e l t é r ő e l e k t r o m o s é s 
m á g n e s e s s a j á t s á g a i t , h o g y b e v e z e t j ü k a z ú n . indukált elektromos és mágne-
ses polarizációs vektorokat: 
. ( 5 . 5 ) % = SD • - «о ©, 2 % ) = — » - ф . 
Po 
T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y ( 3 . 8 ) a l a p j á n 
,
 f 5 n . c o u l o m b c o u l o m b m é t e r e l e k t r o m o s d i p ó l m o m e n t u m 
( ) l W ) J — m é t e r - ~ ~ m é t ë r 3 = m é t e r 3 " 
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a polarizációs vektor a közeg térfogategységének indukált elektromos dipól-
momentumát határozza meg. 
H a s o n l ó k é p p e n a m á g n e s e s p o l a r i z á c i ó s v e k t o r e s e t é b e n 
Í W 1 — a m p è r e m e n e t a m p è r e m e n t ( m é t e r ) 2 _ 
( 6 . 7 ) l ( i ) J - m é t e r " m é t e r 3 
m á g n e s e s d i p o l m o m e n t u m 
m é t e r 3 ' 
u g y a n i s i s m e r e t e s , h o g y a k ö r á r a m m á g n e s e s n y o m a t é k a | m | = / - / % a h o l 
a z | m f m á g n e s e s m o m e n t u m a k í s é r l e t e k t a n ú s á g a s z e r i n t a z / i n t e n z i t á s ú 
á r a m n a k é s a v e z e t é k k e l h a t á r o l t F f e l ü l e t n e k a s z o r z a t a . K ö v e t k e z é s k é p -
p e n 9Jt ( i ) a közeg térfogategységének az indukált mágneses dipólmomentu-
mát jelenti. 
Á l t a l á n o s e s e t b e n ( f e r r o e l e k t r o m o s é s f e r r o m á g n e s e s k r i s t á l y o k e s e t é n ) a 
k ö z e g n e k v a n — a k ü l s ő e l e k t r o m o s é s m á g n e s e s t é r n é l k ü l i s — a p r i o r i 
permanens elektromos és mágneses dipolmomentuma: é s 9 Я 0 , é s í g y a 
teljes elektromos és mágneses dipolmomentum j ó k ö z e l í t é s s e l a k ö v e t k e z ő 
a l a k b a í r h a t ó 
( 6 . 8 ) •s-m = m , + a % , . 
E z e k b e v e z e t é s é v e l a z ( 5 . 3 ) é s ( 5 . 4 ) a l l a t t i MAxwzLL-egyenletek a k ö v e t -
k e z ő a l a k b a í r h a t ó k 
(6.9) v-OP-M. vx@+ss=o, 
«0 
( 6 . 1 0 ) v - » = o , v x & - « o t t ) @ = . w > | i + A - ( 5 ß _ ! ß 0 ) + v x ( 9 « - a № 0 ) J . 
S z o k á s p - t valódi elektromos töltés sűrűségnek é s а о — V - O P — T u ) m e n n y i s é -
g e t látszólagos töltés sűrűségnek n e v e z n i , á m d e a k k o r l á t h a t j u k , h o g y az elekt-
romos térerősség forrása a látszólagos töltés sűrűség. N e v e z z ü k a z s0 G 
m e n n y i s é g e t a v á k u u m b a n f o l y ó g e r j e s z t e t t s é g i á r a m s ű r ű s é g n e k , a k k o r a z t 
k a p j u k , h o g y a mágneses tér örvényeit (V X 33), a vákuumban folyó gerjesz-
tettségi áramsűrűség és a vezetési áramsűrűség mellett az indukált polarizá-
ciós áramsűrűség (Ao) és az indukált mágneses dipólmomentumsürűség örvé-
nyei (V X 9%) keltik. 
6 . 4 . Az elektromos és a mágneses szuszceptibilitás. A k ö z e g e l e k t r o m o s 
é s m á g n e s e s t u l a j d o n s á g a i t p l . h o m o g é n k ö z e g e s e t é n s z o k á s a k ö v e t k e z ő -
5 * 
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k é p p e n i s j e l l e m e z n i : 
( 6 . 2 0 ) % ) = ® - f „ e = j
 g o @ = Ó V - 1 ) Í 0 ( S = /„Á„(S, 
( 6 . 2 1 ) 9 % = — = = 
gl, \Pn J 
a h o l a ye é s ym a r á n y o s s á g i t é n y e z ő k e t elektromos és mágneses szuszceptibi-
litási állandóknak nevezzük. 
T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a t a p a s z t a l a t s z e r i n t s > s 0 , v i s z o n t k a p -
j u k , h o g y yc > 0 , i l l . ym S ; 0 . V a l a h á n y s z o r y,„> 0 , a k ö z e g e t paramágnesnek 
é s < 0 e s e t b e n diamágnesnek n e v e z z ü k . ( A z u t ó b b i e s e t b e n a k ö z e g a t é r 
i r á n y á v a l e l l e n t é t e s i r á n y b a n m á g n e s e z ő d i k ) . Ferromágneses a n y a g o k e s e t é b e n 
Xm §> 1 • 
6 . 5 . Az Ohm-törvény differenciális alakja. M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y 
h o m o g é n e l e k t r o m o s t é r e s e t é n a z O h m - t ö r v é n y e k v i v a l e n s a k ö v e t k e z ő d i f f e -
r e n c i á l i s t ö r v é n n y e l . 
( 6 . 1 4 ) i = r / 6 . 
L e g y e n u g y a n i s F(s) a v e z e t é k k e r e s z t m e t s z e t e ( a h o l s a z í v h o s s z ú s á g p a r a -
m é t e r a l i n e á r i s v e z e t ő m e n t é n ) , a k k o r 
ь ъ ь, ь 
( 6 . 1 5 ) S & d s - U - j ^ d s - f ^ d s ^ l j l ^ R I , 
а а а а 
a h o l p l . / h o s s z ú s á g ú , á l l a n d ó v a s t a g s á g ú (F(s) = F— k o n s t . ) h o m o g é n v e z e t ő 
e s e t é n 
ь 
l_í*i==± L 
о F о F ( 6 . 1 6 ) R = 
a vezeték ellenállása. E z z e l a z o n b a n a z á l l í t á s u n k a t i g a z o l t u k . 
A ( 6 . 1 4 ) a l a t t i e g y e n l e t b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y а о a r á n y o s s á g i t é n y e z ő 
d i m e n z i ó j a , a m e l y e t — a m i n t a z t e g y é b k é n t ( 6 . 1 6 ) a l a t t i e g y e n l e t b ő l l á t h a t -
j u k — vezetőképességnek n e v e z ü n k , a k ö v e t k e z ő : 
. . . [i] a m p è r e 2 s e c a m p è r e 2 1 
' [©] m é t e r - j o u l e w a t t m é t e r o h m m é t e r ' 
A n i z o t r o p k ö z e g e s e t é n ( 6 . 1 4 ) a l a t t i e g y e n l e t ü n k a k ö v e t k e z ő a l a k b a 
í r h a t ó : 
3 
( 6 . 1 8 ) h = ^ Oki Ei. 
a h o l ok, a vezetőképességi tenzor k o m p o n e n s e i t j e l e n t i . 
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Inhomogén vezető esetén az Ohm-törvény dif ferenciál is a lakja 
(6.19) i = a(g + @<s'), 
ahol @(s) az ún. segéd e lektromos térerősség, amelynek a részle tesebb körü l -
írásával most nem fogla lkozunk. 
7. §. A Maxwell-féle elmélet axiómáinak második csoportja 
Most végül még három anyagi axiómát kell m e g a d n u n k , amelyekben 
összefogla l juk az anyagnak az előző p a r a g r a f u s b a n vázolt fenomenológia i 
je l lemzését : 
M. III. axióma: Az anyagmentes tér, az ún. elektromágneses vákuum 
is rendelkezik elektromos és mágneses sajátságokkal, amennyiben benne az 
elektromos és mágneses intenzitás mennyiségek arányosak a megfelelő gerjesz-
tettségi vektorokkal: 
(7.1) £ = *„©, £ = - 3 3 . 
iU0 
Az s0 és /<o arányossági tényezőket a vákuum elektromos és mágneses állan-
dóinak nevezzük. 
Dimenzió: [en] = ainpèresec/voltméter, [,"„] = voltsec ampèreméter. 
A mérési eljárás: Mind az elektromos, mind pedig a mágneses vákuumállandó meg-
határozási módszerét az előző paragrafusban részleteztük. 
/ 
M. IV. a. axióma: A szigetelők elektromos tulajdonságait a térfogat-
egységükre vonatkoztatott elektromos dipólmomentumukkal, az ún. elektromos 
polarizációs vektorral ф jellemezzük. A polarizációs vektor additive tevődik 
össze a külső elektromos tér nélkül is meglévő, permanens elektromos dipól-
momentum sűrűségből (J>„) és a külső tér hatására keletkezett indukált elekt-
romos dipólmomentumsüráségböl (J>,). Az utóbbi a külső térerősség lineáris 
függvénye. A lineáris alak együtthatóit az elektromos szuszceptibilitási tenzor 
komponenseinek nevezzük. 
M. IV. b. axióma: A vezetők mágneses tulajdonságait a térfogategy-
ségükre vonatkoztatott mágneses dipólmomentummal, az ún. mágneses polari-
zációs vektorral île jellemezzük. A polarizációs vektor additive tevődik össze a 
külső mágneses tér nélkül is jelenlévő permanens mágneses dipólmomentum 
sűrűségből (®t„) és a külső tér hatására keletkezett indukált mágneses dipól-
momentum sűrűségből (sDÎ(i)) Az utóbbi a külső tér mágneses gerjesztettségi 
vektorának lineáris függvénye. A lineáris alak együtthatóit a mágneses szusz-
ceptibilitási tenzor komponenseinek nevezzük. 
Dimenzió: Az elektromos xe és a mágneses %m szuszceptibilitási állandók dimenzió 
mentesek. 
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M. V. axióma: A vezetési áramsűrűség egy vezetőben a teljes elektro-
mos térerősség lineáris függvénye. Az utóbbi additive tevődik össze az elekt-
romos térerősségből (@) és a segédelektromos térerősségből (&" ). A lineáris for-
ma együtthatóit a vezetöképességi tenzor komponenseinek nevezzük. 
Dimenzió: [a] = l/ohmméter. 
A MAXWELL-egyenletek második csoportját — а k ö z e g a n y a g m i n ő s é -
g é t ő l f ü g g ő e n — a ( 6 . 1), ( 6 . 2 ) . ( 6 . 1 4 ) , ( 6 . 1 8 ) v a g y ( 6 . 1 9 ) a l a t t i e g y e n l e t e -
i n k a d j á k . 
8. §. Az axiómarendszer elentmondásmentessége. Az elektromos 
töltés megmaradásának tétele 
A z a x i ó m a r e n d s z e r ü n k e l l e n t m o n d á s m e n t e s s é g é n e k a k é r d é s é v e l m o s t 
r é s z l e t e s e n n e m f o g l a l k o z h a t u n k . E g y k é r d é s t a z o n b a n f e l t é t l e n ü l m e g k e l l 
v i z s g á l n u n k . N e v e z e t e s e n a z А . I I . e. é s а К . I I . a x i ó m á i n k t a r t a l m a z z á k a 
SD é s 33 v e k t o r o k a t ; m e g k e l l t e h á t n é z n ü n k , h o g y e z e k a z a x i ó m á k ö s s z e -
e g y e z t e t h e t ő k - e a z А . I . d. é s a z А . I I . d. a x i ó m á k k a l ? 
A l k a l m a z z u k a ( 4 . 4 ) é s ( 4 . 5 ) a l a t t i e g y e n l e t e i n k e t e g y F z á r t f e l ü l e t r e , 
a m e l y o l y a n k é t Fx é s F2 f e l ü l e t b ő l t e v ő d i k ö s s z e , a m e l y e k S h a t á r g ö r b é j e 
a z o n o s . A k k o r k ö z v e t l e n ü l b e l á t h a t j u k , h o g y 
(8.1) <j>C,rf/=0, ^jj)B„df=0. 
F F 
Az u t ó b b i e g y e n l e t b ő l a z o n b a n k ö v e t k e z i k , h o g y 
( 8 . 2 ) j)Bndf= k o n s t . 
F 
é s i ly m ó d o n n y i l v á n v a l ó , h o g y a k o n s t a n s é r t é k e v á l a s z t h a t ó é p p e n z é r ó n a k 
i s , m e g e g y e z é s b e n a ( 4 . 3 ) a l a t t i e g y e n l e t ü n k k e l . 
S z i g e t e l ő k b e n i = 0 é s í g y a ( 8 . 1) a l a t t i e l s ő e g y e n l e t , v a l a m i n t a t e l j e s 
á r a m s ű r ű s é g ( 4 . 2 ) a l a t t i d e f i n í c i ó j a a l a p j á n 
( 8 . 3 ) ^j)Dndf=Q 
F 
a l a k b a n í r h a t ó , k ö v e t k e z é s k é p p e n 
( 8 . 4 ) ' j)Dndf= k o n s t . 
F 
Á m d e e n n e k a k o n s t a n s n a k a z é r t é k e m e g v á l a s z t h a t ó ú g y , h o g y a ( 4 . 1 ) a l a t t i 
e g y e n l e t t e l j e s ü l j ö n . 
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Á l t a l á n o s e s e t b e n a ( 8 . 1 ) a l a t t i e g y e n l e t a k ö v e t k e z ő a l a k b a í r h a t ó 
( 8 . 5 ) j)indf+-^j>Dndf=0, 
F F 
v a g y G A U S S t é t e l é n e k a z a l k a l m a z á s á v a l , t e k i n t e t t e l a ( 4 . 1 ) a l a t t i e g y e n l e t r e 
( 8 . 6 ) J j ^ . i + | | J û r 3 r = = 0 ) 
V 
i l l . — m i n t h o g y e n n e k a r e l á c i ó n a k t e t s z é s s z e r i n t i V t é r f o g a t e s e t é b e n t e l j e -
s ü l n i e k e l l — d i f f e r e n c i á l i s a l a k b a n : 
( 8 - 7 ) ! f - h V - i = 0 . 
A ( 8 . 5 ) a l a t t i i n t e g r á l i s e g y e n l e t , i l l . a n e k i m e g f e l e l ő ( 8 . 7 ) a l a t t i d i f f e r e n -
c i á l e g y e n l e t — a m i n t a z k ö z v e t l e n ü l b e l á t h a t ó — az elektromos töltés meg-
maradásának a tételét f e j e z i k i . 
9. §. Megjegyzések 
(/') ismeretes, hogy a MAxwELL-egyenletekből levezethető az elektromág-
neses térben lejátszódó jelenségek analitikai értelmezése. Ez biztosítja az 
axiómarendszerünk teljességét, valamint realizálhatóságát. 
( / / ) A z a n y a g i a x i ó m á k c s a k f e n o m e n o l ó g i a i l a g j e l l e m z i k a z a n y a g e l e k t -
r o m o s é s m á g n e s e s t u l a j d o n s á g a i t . E z a k ö r ü l m é n y h a t á r t s z a b a z e l m é l e t 
a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k . A m e n n y i b e n a z a n y a g a t o m i s z t i k u s f e l é p í t é s é t i s f i g y e -
l e m b e v e s s z ü k , a k k o r k i t e r j e s z t h e t j ü k a z e l m é l e t a l k a l m a z h a t ó s á g i h a t á r á t . 
A z e l s ő i l y e n e l m é l e t a MAXWELL-elmélet LoRENTZ-féle á l t a l á n o s í t á s a v o l t , 
a m e l y e t k l a s s z i k u s e l e k t r o n - e l m é l e t n e k i s s z o k á s n e v e z n i . E z z e l , v a l a m i n t a z 
e l m é l e t t o v á b b i m ó d o s í t á s á v a l a z o n b a n m o s t n e m k í v á n u n k f o g l a l k o z n i , 
(iii) A f e n t e b b a x i o m a t i z á l t MAXWELL-elmélet n e m t a r t a l m a z z a a m o z g ó 
t e s t e k e l e k t r o d i n a m i k á j á n a k t ö r v é n y s z e r ű s é g e i t . E z z e l a p r o b l é m á v a l a z o n b a n 
a r e l a t i v i s z t i k u s e l e k t r o d i n a m i k a k e r e t é b e n s z o k á s f o g l a l k o z n i , a m i k o r i s k ö n y -
n y e n k i m u t a t h a t ó a MAXWELL-egyenletek r e l a t i v i s z t i k u s i n v a r i a n c i á j a . A r e l a -
t i v i s z t i k u s e l e k t r o d i n a m i k a a x i o m a t i z á l á s á r a e g y k é s ő b b i d o l g o z a t u n k b a n 
k í v á n u n k v i s s z a t é r n i . 
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A Szegedi Tudományegyetem 
Elméleti Fizikai Intézete 
t 
INTERPOLÁCIÓ NORMÁLIS PONTCSOPORTOKON, II* 
írta: FREY TAMÁS, Budapest 
(Bemutatta: Túrán Pál, akadémikus) 
Bevezetés : Az első közleményben [8] a normális pontcsoportok több fontos tulaj-
donságát ismertettük, amelyek meghatározzák a megfelelő interpolációs polinomsorozatok 
néhány sajátságát. így a 4. §.-ban igazoltuk, hogy az [xb l] normális alappont-mátrix segít-
ségével képezve az 
n 
<"«(*) = Z Z > - * * « > < 4 = 1 , 2 , . . . 
polinomsorozatot, arra a [—1 + Л ; 1—Л] intervallumon (Я > 0) érvényes egy 
I « „ ( * ) ! ^ е д - г 
típusú becslés.1 Szoros kapcsolatban áll ezzel az az 5. §.-ban igazolt tény, hogy a megfelelő 
Lagrange-interpoláció Lebesgue-iüggvényei, a 
é í 1 ( * - * * » ) •«;<**») 
függvények log л nagyságrendűek, azaz 
4 . W ^ C2(x) log л (—1 + Я x 5= 1 —Я; л = 1, 2, . . . ) 
illetve az a 3§.-ban bizonyított állítás, hogy az ún. „külső." Leóesg'ae-függvények, a 
* ; I ^ - ^ n I = ő 
függvények korlátosak, azaz 
А $ Ч х ; * ) Ш С
а
( д ; Л ) ( - l + ^ / g l - L л = 1 , 2 , . . . ) . 
/ 
Az alábbiakban e ténynek a megfelelő Fejér, illetve Hermite—Fejér-féle interpolációsoroza-
tokkal kapcsolatos következményeiről beszélünk, míg a következő, harmadik részben egy 
példával mutatjuk meg, hogy az interpolációsorozatok konvergenciaviszonyaira vonatkozó 
és itt leírt tények nem annyira az alappontrendszer normális voltából, azaz abból követ-
keznének, hogy a konjugált pontok (—1, l)-en kívülre esnek, mint inkább abból, hogy az 
alappontok és a hozzájuk tartozó konjugált pontok távolsága egy л-től független alsó kor-
lát fölött marad. 
A 
* A dolgozat első része a MTA III. Osztályának Közleményei 1X/2. számában jelent meg 
(1959. 121—148. old.). A paragrafusok számozása az előző részek számozásához kapcsolódik. 
1
 Cj, C, stb.-vel olyan mennyiségeket jelölünk, amelyek nem függnek az л — egész 
értékeket felvevő — változótól. Más — a premisszákban szereplő — változóktól való füg-
gésüket, ha ez lényeges, feltüntetjük. 
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6. §. Az Hermite ill. Hermite—Fejér interpolációk 
Lebesgue-függvényeiről 
A H E R M I T E — F E J É R - f é l e i n t e r p o l á c i ó - s o r o z a t o k r a v o n a t k o z ó á l l í t á s o k p o n -
t o s m e g f o g a l m a z á s a c é l j á b ó l e g y s e g é d t é t e l t k e l l i g a z o l n u n k , a m e l y n e k s e g í t -
s é g é v e l a z o n „ ú n . e l s ő f a j ú a l a p p o l i n o m o k 2 " é r t é k é t t u d j u k b e c s ü l n i , a m e l y e k 
a z a l a p i n t e r v a l l u m s z é l e i n e l h e l y e z k e d ő a l a p p o n t o k h o z t a r t o z n a k . 
6 . 1 . SEGÉDTÉTEL. Legyen [x,,„] tetszőleges normális alappont-mátrix. Ér-
vényes ez esetben a 
/2 
2 Vkn(x)lL(x)^Ci(s;ô) ( — l + ï i ï s l - s ; n = 1 , 2 , . . . ) 
becslés ( 0 < ő < í ) . 
BIZONYÍTÁS : T e k i n t s ü k a z a l á b b i s e g é d f ü g g v é n y t : 
1, h a — 1 ^ x ^ — 1 
(6. 2)g(x) = g(x;e;ó) = J 
1 ( d — t ) 2 r ( x + l — d ) - , 
8 
(ő-t)* x+ 1-
h a — 1 - f d ^ x ^ — 1 
30 + s 
3ö + s 
2 
h a — 1 
0 , h a — 1 
4 
ő + s 
SU X = — 1 
i x ^ O 
d + e 
g(—x;e; d ) , h a O ^ x ^ 1 . 
A z o n n a l l e o l v a s h a t ó , h o g y 
( 6 . 3 ) g(x) ( C [ — 1 , 1 ] ; g'(x) £ C [ — 1 , 1 ] , s ő t g'(x) € L i p 1 
i s é r v é n y e s . L é t e z i k t e h á t e g y o l y a n { G „ ( x ) } p o l i n o m s o r o z a t , a m e l y r e 
( 6 . 4 ) G „ ( x ) £ H n 
C 2 ( « ; d ) ( 6 . 5 ) 
(6. 6) 
I On(x)—g ( x ; « ; d ) | ^ 
I G'n(x)—g'(x ; « ; d ) | A 
л 
C s ü ; d ) 
n 
( -1 п = 1,2,...). 
2
 „Első- ill. másodfajú alappolinom"-nak F E J É R nevezte el a {H, (x)} = {vk(x)l~kn(x)} 
ill. {.öJn(x)} { ( x — p o l i n o m o k a t . Megjegyezzük itt, hogy a szóbanforgó becs-
léssel kapcsolatos nehézségeket a 4.1. ill. 5.2. segédtételben úgy kerültük meg, hogy a fel-
használt segédfüggvényeket az alapintervallum szélén azonosan 0-nak választottuk. 
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T e k i n t s ü k m o s t a g " ( x ) - h e z r e n d e l t H e r m i t e - f é l e i n t e r p o l á c i ó s p o l i n o m o t 
a [ — 1 + s ; 1 — « ] i n t e r v a l l u m e g y t e t s z ő l e g e s x„ p o n t j á b a n . Itt — a h o g y e z t 
a 3 . 2 . ; 4 . 1. i l l . a z 5 . 1. s e g é d t é t e l b e n m e g m u t a t t u k — a ( 6 . 4 — 6 . 6 ) r e l á c i ó k 
k ö v e t k e z t é b e n é r v é n y e s a 
( 6 . 7 ) | / / „ ( x 0 ; g ) | g i C i ( S n ' Ô ) ( л = 1 , 2 , . . . ) 
b e c s l é s . H a g d e f i n í c i ó j á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l e x p l i c i t e i s f e l í r j u k a z i n t e r p o -
l á c i ó s p o l i n o m o t é s l e v á l a s z t j u k a z o k a t a t a g o k a t , a m e l y e k é r d e k e l n e k b e n -
n ü n k e t , a k k o r a ( 6 . 7 . ) i l l . a 3 . 1. é s 3 . 3 . t é t e l e k a l a p j á n a z a l á b b i b e c s l é s t 
k a p j u k : 
+ , IЯ(*'. ,») I vkn(x0) lkn(xo) + 
( 6 . 8 ) + Z | я ' ( х ь , ) | \х
и
—хы\1кп(х<) ^ 
1 I I=>1 £+Á 
: I ^fc« I = 1 — — 
Сф; à) 
2 Vkn ( x , , ) Ikn ( x 0 ) + 2 Сф;д) Z lL(x0)=I 
FI e+<5 
* J 1 о - ~ ' X k n ' /с ; I x0-xj.n I g — 
^ Ç ^
 + C e ( g ; d ) V " / | „ ( X o ) + 2 C 5 ( e ; d ) - - ^ ^ 
II e-ö tl tl 
b;\xo-*kn\>-2-
a m i t b i z o n y í t a n i a k a r t u n k . 
6 . 2. TÉTEL. Legyen [xA„] normális alappontmátrix. Az első ill. másod-
fajú alappolinomok Lebesgue- ill. külső Lebesgue-fiiggvényeire a következő 
becslések érvényesek: 
n 
( 6 . 9 ) An (x;H)=Z vun ( x ) iL ( x ) = 1 
( — 1 l ;' л = 1 , 2 , . . . ) 




( — 1 + f ^ x ^ l — e ; л = 1 , 2 , . . . ) 




л = 1, 2 , . . . ) 
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(6.12) Z* \x-xkn\lL(x) ^ CMÔ) 
( - 1 + s i ^ l - s ; л = 1, 2 , . . . ) . 
BIZONYÍTÁS: ( 6 . 9 ) A d e f i n í c i ó e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e , ( 6 . 10)-et é s 
( 6 . 12)-őt v i s z o n t m á r a 3 . i l l . 5 . § . - b a n i g a z o l t u k . ( 6 . 1 1 ) a 3 . § . t é t e l e i b ő l 
é s a 6 . 1 . s e g é d t é t e l b ő l k ö n n y e n k ö v e t k e z i k . A z o n L - k r a u g y a n i s , a m e l y e k r e 
( 6 . 1 3 ) Ы = § 1 — y 
é r v é n y e s , m á r a 3 . § . - b a n i g a z o l t u k a 
(6.14) 2 Ь к
Н
( х ) 1 1 ( х ) ш Щ ^ 
k
'> s 
b e c s l é s t . A m a r a d é k r a , a z a z a 
( 6 . 1 5 ) 
Vkn ( x ) i f i ( x ) 
Д;
 £ 
P f t n l ^ - y 
ö s s z e g r e v i s z o n t é p p a z i m é n t m u t a t t u k k i a m e g f e l e l ő b e c s l é s t . 
7. §. Korolláriumok és kiegészítő tételek 
7 1 . KOROLLÁRIUM. Legyen [ x b l ] normális alappontmátrix, az f ( x ) EC[—1,1] 
függvény pedig elégítsen ki az [a, ő]c[—1, 1] intervallumon Dini—Lipschitz 
feltételt. Ezesetben az 
n 
( 7 . 1 ) Ln(x;f) = 2 f { X k n ) lkn(x) 
Д = 1 
Lagrange-féle intorpoláció-sorozat [a, ß] с (a, b)-n egyenletesen f(x)-hez kon-
vergál. 
E k o r o l l á r i u m a z 5 . 1. k o r o l l á r i u m k ö v e t k e z m é n y e . 
7 . 2 . KOROLLÁRIUM. Legyen f x , , , ] normális alappontmátrix, az / ( x ) függ-
vény pedig legyen [ — 1 , 1 \-ben definiált és korlátos, az x 0 E ( — 1 , 1 ) pontban 
pedig folytonos. A \dkr\ háromszög-mátrix rendelkezzék az alábbi tulajdon-
sággal : 
( 7 . 2 ) = ( L = 1, 2 , . . . , л ; л = = 1 , 2 , . . . ) . 
I 
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Ezesetben az 
n 
( 7 . 3 ) F „ ( x ; / ) = £[f(xkn)vkn(x) + dkn(x—xkn)]lL(x) 
Hermite-Fejér polinomsorozat az x 0 pontban az / ( x „ ) értékhez konvergál. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n 
( 7 . 4 ) F= s u p | / ( x ) | 
- I S j S i 
t o v á b b á s > 0 t e t s z ő l e g e s . M i n t h o g y / ( x ) f o l y t o n o s x 0 - b a n , m e g a d h a t ó o l y a n 
d = d ( f ) m e n n y i s é g , h o g y 
( 7 . 5 ) | / ( x 0 + z f x ) - / ( x 0 ) | ^ í , 
h a c s a k \Jx\ Ш0 é r v é n y e s . É r v é n y e s e m e l l e t t a z 
( 7 - 6 ) | / ( x ) - / ( x 0 ) i ^ 2 f 
b e c s l é s i s . 
M á r m o s t 
\F„(x0-,f)— /(x0)| = Z { [ f(Xkn) —f(xu)] Vkn ( x 0 ) + dkn ( x 0 — x k n ) } l ' L ( x 0 ) 
(7-7) g { 2 " + Z )\f(xkn)-f(x0)\vkn(x0)lUxo) + 
k;\x0-xkn\>i k\\x0-xkn |ga 
к 
-f- Z I dkn j |x0—Xfrn I /frn(Xo), k=1 
a h o l i s f e l h a s z n á l t u k a 
n n 
( 7 . 8 ) Z ( x ) / ь , ( x ) = 1 a z a z / ( x „ ) = Z / G o ) v k n ( x 0 ) l k n ( x 0 ) 
i t=i Ü=I 
r e l á c i ó t . A ( 7 . 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g j o b b o l d a l á n a z e l s ő ö s s z e g b e n a ( 6 . 1 1 ) é s 
a ( 7 . 6 ) , a h a r m a d i k b a n a ( 6 . 1 0 ) é s a ( 7 . 2 ) , m í g a m á s o d i k b a n a ( 7 . 5 ) é s 
a ( 6 . 9 ) - b ő l k ö v e t k e z ő 
( 7 . 9 ) Z vkn(x0)lL(x0)<\ 
k\\Xo-*kn\ = 6 
r e l á c i ó t h a s z n á l v a f e l , a z 
( 7 . 1 0 ) • I F „ ( x o ) - / ( x 0 ) | + Ő ) l o g n 
b e c s l é s a d ó d i k , a h o l A T 0 = 1 — | x 0 | . E b b ő l a z o n b a n l e o l v a s h a t ó a t é t e l á l l í t á s a , 
h i s z e n e n n e k a l a p j á n t e t s z ő l e g e s ff > 0 - h o z t a l á l h a t ó o l y a n n0(X0) k ü s z ö b -
i n d e x , h o g y 
( 7 . 1 1 ) I Én (x0 ; f ) —f(x0) I < & 
2 9 2 FREY T . 
h a c s a k п ш п 0 . E l e g e n d ő e c é l b ó l p l . e - t - ^ - n e k v á l a s z t a n i é s r ö g z í t e n i , m a j d 
ло-át ú g y , h o g y 
( 7 . 1 2 ) 2 F C l ( X o l d w ) ' ^ n 0 
~2 
é r v é n y e s l e g y e n . 
7 . 3 . KOROLLÁRIUM. Legyen az f ( x ) függvény [—1,1]-ben definiált és 
korlátos, (a,b)a[—1, 1 )-ben pedig folytonos, a [$,„] számmátrix pedig elégítse 
ki a 
( 7 . 1 3 ) , = 
feltételt. Legyen továbbá [x ; c „] normális alappontrendszer. Akkor az 
n 
( 7 . 1 4 ) + « ( * ; / ) = 2 [ / ( * 
kn ) Vkn (x) + dkn ( x — x f , „ ) ] lkll (x) 
k=l 
Hermite—Fejér-féle interpoláció-sorozat az [«, ,7] cz (a, b) intervallumon egyen-
letesen f(x)-hez konvergál. 
E z a k o r o l l á r i u m e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e a m e g e l ő z ő n e k . A z a l á b b i a k -
b a n t o v á b b f i n o m í t j u k a 7 . 2 . k o r o l l á r i u m o t é s m e g m u t a t j u k , h o g y a n o r m á l i s 
a l a p p o n t r e n d s z e r r e t á m a s z k o d ó Hermite—Fejér-féle i n t e r p o l á c i ó m a j d n e m o l y 
„ f i n o m " a p p r o x i m á c i ó s e l j á r á s , m i n t a Fejér-féle ö s s z e g . 
7 . 4 . KOROLLÁRIUM. Legyen f ( x ) a [ — 1 , 1 ] intervallumon definiált és ott 
korlátos függvény, amely az [.x0—s ; x „ + «] с [ — 1 , 1 ] intervallumon emellett 
a ) L i p a osztálybeli (a < 1 ) 
b ) L i p 1 osztálybeli 
c) folytonosan differenciálható, 
Ш . . ч , 
d ) folytonosan differenciálható és deriváltja [ x „ — s ; x 0 + e]-ban Dini— 
Lipschitz feltételt elégít ki. 
A [dkn] háromszög-mátrix rendelkezzék az alábbi tulajdonságokkal 
a ) \dkn\ ^ C.2nl a 
( 7 . 1 5 ) b ) \dkH\^C3 
c ) ill. d ) \dkn\ + Cp, dkn =f'(xkn), ha xkn £ [ x 0 — e ; X0 + Í]. 
Fenti feltételek mellett az [ x 0 — p e ; x 0 + gs] intervallumon ( 0 < ,« < 1 ) 
a következő becslés adható az [ x t „ ] normális alappontrendszerre támaszkodó 
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-
Hermite—Fejér-féle interpolációs polinomok és az f ( x ) függvény 
A ( x ; / ) = | Fn (x ; / ) - / ( x ) i ; Fn (*;/)€ M-i 
l o g n 
eltérésére; 
a ) A(x) ^ C 6 ( e ; и) n a  
l o g n 
( 7 . 1 6 ) n 
l o g / 2 
b ) A(x) ^ C e ( í ; m ) 
c) A(x) = o
 ( ^ 
d ) 
B I Z O N Y Í T Á S : / ( X ) — a z [ X 0 — Г ; Х 0 + *] i n t e r v a l l u m r a t á m a s z k o d v a — f o l y -
t a t h a t ó e g y á " ( x ) £ C [ — 1 , 1] f ü g g v é n n y é ú g y , h o g y g(x)-re a z e g é s z [ — 1 , 1] 
i n t e r v a l l u m o n u g y a n a z a s t r u k t ú r a l e g y e n j e l l e m z ő , a m i t / ( x ) - r e [ X 0 — Е ; Х 0 Н - Е ] - О П 
k ö t ö t t ü n k k i , e m e l l e t t l e g y e n 
( 7 . 1 7 ) g(x)=f(x) h a x 0 — + 
( 7 . 1 8 ) g - ( x = 0 , h a — 1 ^ x ^ — 1 + d < x 0 — s ; i l l . h a X0 + í < 1 — ó ' + x ^ l . 
A f o l y t a t á s m ó d j a m i n d e g y i k e s e t b e n t r i v i á l i s l é v é n , e l ő s z ö r a z 
( 7 . 1 9 ) M x ' g ) = \Mx;g)-g(x)\ 
e l t é r é s b e c s l é s é v e l f o g l a l k o z u n k . E c é l b ó l e l ő s z ö r a z t m u t a t j u k m e g , h o g y a z 
a ) i l l . a b ) e s e t b e n m e g a d h a t ó o l y a n ( G „ ( x ) } p o l i n o m s o r o z a t , a m e l y r e 
( 7 . 2 0 ) G „ ( x ) £ / / „ , 
( 7 - 2 1 ) I G „ ( x ) - g ( x ) | ^ C7(s; g) ~ (a ^ 1 ) 
é s v é g ü l 
( 7 . 2 2 ) 
M i n d e n e k e l ő t t F R E U D G . e g y l e m m á j á t i d é z z ü k [ 5 ] : 
„ L e g y e n т „ ( х ) £ Hf ; v(x) p e d i g e g y o l y a n p e r i o d i k u s f ü g g v é n y , a m e l y 
b á r m e l y 2 т h o s s z ú s á g ú s z a k a s z o n l e g f e l j e b b v é g e s s z á m ú p o n t b a n n i n c s é r t e l -
m e z v e é s h a e p o n t o k e g y t e t s z ő l e g e s e n k i c s i n y k ö r n y e z e t é t k i z á r j u k , a m e g -
m a r a d ó h a l m a z o n m á r k o r l á t o s . L e g y e n t o v á b b á 
( 7 . 2 3 ) | Í „ ( X ) | É Í e ( X ) ( — 0 0 < X < < X ) ) . 
1 
J e l ö l j ö n I n t e t s z ő l e g e s , — h o s s z ú s á g ú i n t e r v a l l u m o t , é s l e g y e n 
( 7 . 2 4 ) T * ( / „ ) = i n f t ( X ) ; v l = s u p v*(In). 
I n / П 6 [ - 2 Л ; 2 Л ] 
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\TH(x)\^2ri ( л = 1 , 2 , . . . ) 
É r v é n y e s e z e s e t b e n a 
( 7 . 2 5 ) 
b e c s l é s " . 
T e k i n t s ü k m á r m o s t a g(x) f ü g g v é n y t l o k á l i s a n l e g j o b b a n a p p r o x i m á l ó 
{ G „ ( x ) } p o l i n o m s o r o z a t o t — a m e l y a ( 7 . 1 9 ) é s ( 7 . 2 0 ) f e l t é t e l e k e t n y i l v á n 
k i e l é g i t i — i l l . e z e k t r i g o n o m e t r i k u s i n d u k á l t j á t , a 
( 7 . 2 6 ) y(cp)=g( c o s y ) ; л
п
 (cp) = Gn (cos cp) 






( 7 . 2 7 ) У ( у ) — у ( у » ) 
c o s cp — c o s <p2 
c o s 9> — c o s cp2 
COS cp — COS cp2 
1 Пп (cp)—y(cp) 1 +1 T„(y2)—y(y2) 1 
I COS cp — COS cp21 
С2п" 
COS < 7 — C O S <J(>O| 
t e k i n t v e , h o g y ( 7 . 2 0 ) é r v é n y e s . M i n t h o g y p e d i g i t t a b a l o l d a l o n e g y , l e g f e l -
j e b b ( л — l ) - e d r e n d ű t r i g o n o m e t r i k u s p o l i n o m á l l [л
п
(ср) a z x = c o s c p m e n y -




(ср/) t e h á t — r ö g z í t e t t <jp2-nél — s z i n t é n , a m e l y 
a z x 2 = cos<jp 2 p o n t b a n 0 - h e l l y e l r e n d e l k e z i k s í g y x — x 2 = c o s q o — c o s cp2-vei 
o s z t h a t ó ] , a l k a l m a z h a t j u k t e h á t a f e n t e b b i d é z e t t Freud-féle l e m m á t . E z a n n y i t 
j e l e n t , h o g y a b a l o l d a l o n e l v é g e z h e t j ü k a cp—*cp2 h a t á r á t m e n e t e t , m í g a j o b b -
o l d a l o n 2 - v e l t ö r t é n t s z o r z á s u t á n a f e l s ő h a t á r t k e l l k e r e s n ü n k a l e p — œ 0 | > — 
I T Т - Ч
 N 
f e l t é t e l m e l l e t t . F e l h a s z n á l v a t e h á t a g(x) E L i p a f e l t é t e l t : 
1 ( 7 . 2 8 ) \л'
п
(ср2)\ I S in cp2 \ 
C ,o- л 1-a 
a m i b ő l k ö n n y e n l e o l v a s h a t ó a ( 7 . 2 1 ) b e c s l é s h e l y e s s é g e i s . 3 A ( 7 . 1 9 ) a l a t t i 
3 A \ <P — = — feltételből a 
n 
|COS cp — COS q>,\ C(<5) 
ti 
szakaszon pl. (cos & — 1—ö) következik a 
1 
becslés, a 0 , - es a szakaszokon viszont csak 
1 1 
Yn2 ' 
|COS cp — COS cp2 
Ez utóbbi szakaszok felett azonban \y{<p) — y íyJI = 0 , míg a (7. 18) feltétel miatt (2. VII) 
alapján érvényes pl. а \л
п
(ср)\ ^ C- Á becslés, s ezekből következik (7.28). 
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k ü l ö n b s é g m á r m o s t í g y b e c s ü l h e t ő : 
. \Fn(x;g)—g(x)\^\Fn(x;g)—Fn(x; G „ ) | + 
(
 ' +|Fn(x; Gn)-Gn(x)I + 1 G „ ( x ) - g ( x ) \ . 
( 7 . 2 9 ) j o b b o l d a l á n a z e g y e s t a g o k r a a k ö v e t k e z ő k o r l á t o t a d h a t j u k m e g : 
« 
IFn(x;g)—F„(x; G „ ) | = ]£[g(xk„) — Gn(xknj\vk„(x)lkn(x) 
O - 3 0 ) 
= â ^ w m * ) = — Й 5 — = • 
| F n ( x ; Gn-G„(x)| = | F „ x ; G „ ) — Я и ( х ; G „ ) | ÉS 
( 7 . 3 1 ) =§ 2 I A « - G ; ( x ) | | x - x A n | / A \ ( x ) ^ 
h a c s a k x £ [ x 0 — f / u ; x 0 + a ( 6 . 1 0 ) k é p l e t f e l h a s z n á l á s á v a l . í g y 
( 7 . 3 2 ) C i e ( g ; f ' ° g " , h a x < E [ x 0 - W x„ + « F ] 
( л = 1 , 2 , . . . ) . 
A m i v i s z o n t Jn(x;f) b e c s l é s é t i l l e t i : 
( 7 . 3 3 ) | F , ( * ; / ) - / ( x ) | ^ | F , ( x ; / ) - F . ( j c ; ^ ) | + 4 . ( x ; f i r ) + | i r ( * ) - / ( x ) | , 
é s i t t 
F n ( x ; / ) - F , ( x ; g O | = 2 [ / ( * * « ) — £ " ( * * « ) ] U f t n ( x ) í L ( x ) 
к-I 
( 7 . 3 4 ) ^ 2 1 \f(xkn)-g(xkn)\vlai(x)lL(x)^[F+ m a x 
k;x k n - l g i s i Л 
h a c s a k x £ [ x 0 — г . м ; x„ + f . « ] , a ( 6 . 1 1 ) k é p l e t f e l h a s z n á l á s á v a l . A ( 7 . 3 3 ) , ( 7 . 3 4 ) 
é s ( 7 . 3 2 ) i l l . ( 7 . 1 7 ) k é p l e t e k b ő l a z o n b a n k ö n n y e n l e o l v a s h a t ó a ( 7 . 1 6 ) á l l í -
t á s o k h e l y e s s é g e . 
A c ) i l l . a d ) e s e t t á r g y a l á s a m á r m o s t a f e n t e b b l e i r t a k a t s z ó r ó i - s z ó r a 
k ö v e t h e t i . 
A k ö v e t k e z ő k b e n e g y f o n t o s l é p é s s e l t o v á b b a k a r u n k m e n n i a z e d d i g i e k -
n é l , n e v e z e t e s e n a 7 . 2 . i l l . a 7 . 4 . k o r o l l á r i u m b a n a z / ( x ) - s z e l s z e m b e n k i -
t ű z ö t t s t r u k t u r á l i s f e l t é t e l e k e t s z i g o r ú a n l o k a l i z á l n i a k a r j u k . 
E c é l e l é r é s é h e z a Lebesgue-függvények h e l y e t t b i z o n y o s „ s ú l y o z o t t " 
L e ó e s g Y / e - f ü g g v é n y e k f e l h a s z n á l á s a é s b e c s l é s e l e s z a z e l s ő f e l a d a t u n k . 
6 III. Osztály Közleményei IX/3 
2 9 6 FREY T . 
A s z ó b a n f o r g ó s ú l y f ü g g v é n y e k — a m e l y e k n e k a s e g í t s é g é v e l a k é s ő b b i e k b e n 
m a j d a z i n t e r p o l á l a n d ó f ü g g v é n y e k f o l y t o n o s s á g á n a k " m é r t é k é t " a k a r j u k j e l -
l e m e z n i a z e g y e s p o n t o k b a n — a k ö v e t k e z ő a l a k ú a k : 
(7. 3 5 ) \tf°- l o g ^ - l o g f l p l o g g ' 2 " P а - 2 ( е ) Щ 1 Г - г р 8 ( \ 1 \ ; о ) , 
a h o l a s z i m b ó l u m o k j e l e n t é s e : 
( 7 . 3 6 ) l o g ? 5 « = [ l o g ( l o g s - i « ) ] P s ; ! o g l ( z = l o g « ; e x p s « = e e x P s " i a ; e x p , « = < ? " , 
a p i k i t e v ő k p e d i g 0 < p 0 < l e s e t é n t e t s z ő l e g e s e k , p0 = 0 i l l . p„ = 1 e s e t é n 
v i s z o n t a z e l s ő , O - t ó l k ü l ö n b ö z ő p f l e g y e n n e g a t í v i l l . p o z i t í v . M á r m o s t a 
L ű g r a n g r - i n t e r p o l á c i ó k k a l k a p c s o l a t o s a n a 
« 
n 
( 7 . 3 7 ) A(f{x) s i 21 x — x k n I ( I x — x k n \ ; p ) | / , ,„ ( x ) j , 
k=1-
a z Hermite-, i l l . Hermite—Fejér i n t e r p o l á c i ó k k a l k a p c s o l a t o s a n v i s z o n t a 
n 
( 7 . 3 8 ) An\x; H) = 2\x—x^\çys(\x—xkn\-,~o)vkn(x)ÎL(x) 
fc=i 
s ú l y o z o t t L e ó e s g u e - f ü g g v é n y e k b e v e z e t é s e é s b e c s l é s e c é l s z e r ű . A m e g f e l e l ő 
b e c s l é s e k e t a 2 — 5 . § . - b a n k ö v e t e t t g o n d o l a t m e n e t a l a p j á n k a p h a t j u k . 
7 . 1. SEGÉDTÉTEL. Tekintsük az [xkn] normális alappontrendszert. 
A [—1+г; 1—s] intervallumban egyenletesen érvényes a következő becslés: 
!
Cxe,(y) • n-ooips ( A ; p l , h a p 0 < 1 
l o n ( l \ 
— ; p l , h a P„ = l . 
BIZONYÍTÁS : E l s ő l é p é s b e n — a 2 . 2 . i l l . 2 . 4 . s e g é d t é t e l g o n d o l a t m e n e -
t é t k ö v e t v e — a k ö v e t k e z ő a p p r o x i m á c i ó s s e g é d t é t e l t i g a z o l h a t j u k : p 0 < 1 
e s e t b e n a z 
í 0 , h a — 
( 7 . 4 0 )
 h a 
a P o = l e s e t b e n v i s z o n t a 
í 0 , h a — 1 ^ x ^ ű 
( 7 . 4 1 ) z(x, a) = <
 x—x0) l o g 2 гр,(х—x0; p ) , h a Ö < X ^ 1 
V x x 0 
s e g é d f ü g g v é n y e k h e z t a l á l h a t ó o l y a n , { F „ ( x ) } i l l . { Z „ ( x ) } - s z e l j e l ö l t p o l i n o m -
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s o r o z a t , h o g y 
( 7 . 4 2 ) 
t o v á b b á 
( 7 . 4 3 ) 
é s 
Y„_ (x) £ Hn ; Z « £ H„, 
| y ( x ; ö ) — F „ ( x ) | ^ C 2 0 ( s ) -n -o° i J>s — ; ç 
( 7 . 4 4 ) 
i l l . 
( 7 . 4 5 ) 
és 
( 7 . 4 6 ) 
- ^ y ( x ; a ) - - ^ Y n ( x ) (x-a) 
| . z ( x ; a ) - Z H ( x ) | ^ С 2 2 ( « ) - ^ Ц 2 ; g 
Í /X [ г ( х ; a ) — Z „ ( x ) ] • ( x — Ű ) 
„ , . l o g n í 1 
é r v é n y e s e k E z e n a p p r o x i m á c i ó s t é t e l e k b i r t o k á b a n v i s z o n t , f e l h a s z n á l v a i t t a 
3 . 3 . t é t e l e r e d m é n y e i t i s — m á r s z ó r ó i - s z ó r a k ö v e t h e t ő e k a z 5 . 1 — 2 . t é t e l 
m e g g o n d o l á s a i , s í g y a d ó d n a k a ( 7 . 3 9 ) a l a t t i b e c s l é s e k . 
7 . 2 . SEGÉDTÉTEL. Legyen [xkn] tetszőleges normális alappontrendszer, 
> 0 tetszőleges és (>,, = ( — 1 ; — 1 ; . . . ; — 1 ; — 1 — , « ) . Érvényes ekkor a 
( 7 . 4 7 ) 2 I Xfcn x ] ips ( I X/,-,, x I ; /^cn ( x ) 
becslés a — 1 + 8 + x + 1 — s intervallumban. 
E s e g é d t é t e l b i z o n y í t á s a s z ó r ó i - s z ó r a k ö v e t h e t i a z 5 . 1. s e g é d t é t e l é t , d e 
a z ( x — a f f ü g g v é n y h e l y e t t a z 
( 7 . 4 8 ) \х-а\ф{\х=а\-,^) 
f ü g g v é n y t k e l l t e k i n t e n ü n k . 
7 . 3 . SEGÉDTÉTEL. Megtartva a 1. 2. segédtétel jelöléseit, érvényes a 
11 
( 7 . 4 9 ) 2 I * * » - x | ; P j I /*» ( x ) I ^ C 2 5 ( s ) ( — 1 + 8 ^ x ^ 1 — 8 ; « = ! , 2 , . . . ) fe=i 
becslés. 
BIZONYÍTÁS : A z 5.2. t é t e l g o n d o l a t m e n e t é t i s m é t s z ó r ó i - s z ó r a k ö v e t -
h e t j ü k , c s a k h o g y a z (5. 1) b e c s l é s h e l y e t t ( 7 . 4 7 ) a l a t t i t , a GRüNWALD-féle 
r,* 
2 9 8 FREY T . 
( 5 . 2 1 ) b e c s l é s h e l y e t t v i s z o n t a 




ips(\x—xk„\; (у) C2e(s)-n |X— Xkn I 
( — 1 ^ x ^ l — s ; x ^ g x ^ x . + i ; , , ) 
b e c s l é s t k e l l h a s z n á l n u n k . E z u t ó b b i e g y é b k é n t i s m é t t r i v i á l i s k ö v e t k e z m é n y e 
a z E R D ő s t ő l é s T u R Á N t ó l s z á r m a z ó ( 5 . 2 3 ) a l a t t i e g y e n l ő t l e n s é g n e k , h i s z e n 
n e m c s a k h a n e m - ^ • + s ( j x j ; ( T , i ) i s m o n o t o n c s ö k k e n ő f ü g g v é n y e x - n e k 
x > 0 e s e t b e n , é s 
I 
~2~ — 
( 7 . 5 1 ) Г
 d x ш С л 
é r v é n y e s . 
A z a l á b b i a k b a n a 7 . 1. s e g é d t é t e l r e t á m a s z k o d v a b e b i z o n y í t j u k , h o g y a 
n o r m á l i s p o n t c s o p o r t r a t á m a s z k o d ó HERMITE—FEJÉR i n t e r p o l á c i ó é p p o l y 
f i n o m a p p r o x i m á c i ó s e l j á r á s m i n t a Fejér-féle ö s s z e g . 
7 . 5 . KOROLLÁRIUM. Tekintsük a [—1,1] intervallumon definiált és kor-
látos / ( x ) függvényt, amely az x 0 Ç ( — 1 , 1 ) pontban folytonos, éspedig itt 
( 7 . 5 2 ) ! / ( x 0 + h) - / ( x 0 ) I g C2 8-1 h I h I ; Q) 
érvényes, hacsak x 0 + / ? Ç [ — 1 , 1 ] . Legyen továbbá [ x f c n ] normális alappont-
mátrix, а [Л-,,] háromszögmátrix pedig elégítse ki az alábbi feltételeket : 
( 7 . 5 3 ) 
/jl-Po 
\dkn\ ^ \ l o g « 
C 2 9) 
• о + s 
1 
; ? h a po < 1 
h a P o = l -
Érvényes ekkor a következő becslés: 
I F „ ( * b ; / ) - / ( * . ) H 
Z { / ( * * » ) Vkn ( x „ ) + ( x 0 — xkn) dkl,} lkn (x0) —f(xu) 




- ; p 
«Po 
С ; 
l o g л - + Л = ; p 
h a Po < 1. 
h a P o = l . 
A b i z o n y í t á s a 7 . 1. s e g é d t é t e l b i r t o k á b a n t r i v i á l i s . 
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7 . 6 . KOROLLÁRIUM. Legyen / ( x ) ( C [ — 1 , 1 ] és x 0 ( ( — 1 , 1) , továbbá / ( x ) 
az x 0 pontban legyen folytonos, sőt 
( 7 . 5 5 ) | / ( x „ + h) — / ( x 0 ) I ^ C,2ф ( I h | ; <ГД 
ahol (Tu jelentése ugyanaz mint a 7 . 2 . segédtételben. Ez esetben az [ x A „ ] nor-
mális pontcsoportra támaszkodó 
n 
( 7 . 5 6 ) Ln ( x ; / ) = Z f ( X k n ) /*» ( x ) 
fc=i 
Langrange-féle interpoláció-sorozat x0-ban f(x0)-hoz konvergál. 
A BIZONYÍTÁS m a j d n e m t r i v i á l i s . L e g y e n u g y a n i s 0 < p* < p. T e t s z ő l e g e s 
í - h o z t a l á l h a t ó e k k o r o l y a n O < d 0 s - É ( i — | x 0 | ) , h o g y 
( 7 . 5 7 ) I l o g , 1 
M 
**-" s 1 1 < 
2 Сфр') С; 32 
é r v é n y e s , h a c s a k d | g d 0 . T e k i n t s ü k m á r m o s t a z 
(f(x0—d0), h a — l ^ x ^ x o — d 0 
( 7 . 5 8 ) / * ( х ) ( С [ - 1 , 1 ] = / ( x ) , h a x 0 - d 0 ^ x ^ x 0 + d 0 
( / ( x о + d'o), h a Xo + d 0 ^ x ^  1 
s e g é d f ü g g g v é n y t . É r v é n y e s e r r e a z 
( 7 . 5 9 ) \f ( x „ + Л ) —f*(x0) I g V » ( IAI ; 
b e c s l é s é s í g y a 7 . 3 . s e g é d t é t e l a l a p j á n 
( 7 . 6 0 ) I L „ ( x 0 ; / * ) —f* ( x 0 ) I ^ X (n= 1 , 2 , . . . ) . 
M i n t h o g y e m e l l e t t 
( 7 . 6 1 ) I Ln(x0; / ) ^ / ( Х о ) ф | « ( х „ : / - / * ) | + 1 L „ ( x 0 ; f ( x 0 ) | 
— é s i t t a j o b b o l d a l e l s ő t a g j a a 3 . 1. l o k a l i z á c i ó s k o r o l l á r i u m s z e r i n t k i s e b b 
- É f - n é l , h a m á r n ^  n„(ô0) = пф) — e z é r t t e t s z ő l e g e s « > 0 m e l l e t t 
( 7 . 6 2 ) | L „ ( x 0 ; / ) — / ( x „ ) | ^ y + y = í , h a c s a k пШпф), 
a m i v e l á l l í t á s u n k a t i g a z o l t u k . 
3 0 0 FREY T . : INTERPOLÁCIÓ NORMÁLIS P O N T C S O P O R T O K O N , II. 
IRODALOM 
[ 1 1 F E J É R , L . : Über Interpolation, Göttinger Nachrichten, ( 1 9 1 6 ) 6 6 — 9 1 . 
[2] E R D Ő S , P.—TÚRÁN, P.: On Interpolation I—III, Annals of Math. 3 8 (1937) 142—155, 3 9 
(1938) 703-724 , ill. 41 (1940). 
[3] G R O N W A L D , G . : On the theory of interpolation, Acta Math., 75 (1943) 219—245. 
[ 4 ] F R E Y , Т . ; A legjobb polinomapproximáció lokalizásáról 1 - I V . , MTA III. Oszt. Közi., 7 
(1957) 403—412 ; 8 (1958) 89—112 (A III. ill. IV. rész közlés előtt). 
[ 5 ] F R E U D , G . : Über die Konvergenz des Hermite—Fejérschen Interpolationverfahrens, Acta 
Math. Acad. Sei. Hung. 5 (1954) 109—127. 
[6] B A L Á Z S , J.: Bemerkungen zur Hermite—Fejérschen Interpolationstheorie, Acta Math. 
Acad. Sei. Hung., 9 (1958) 363-377. 
[ 7 ] F R E Y , T . : A konstruktív függvénytan néhány lokális tételéről. Kandidátusi értekezés 
tézisei, Budapest, 1956. 
[ 8 ] F R E Y , Т . : Interpoláció normális pontcsoportokon, 1., M T A III. Osztályának Közleményei 9 
(1959) 121—148. 




A FÉLIGEGYSZERÜ GYŰRŰK JELLEMZÉSEIRŐL 
írta: KERTÉSZ ANDOR* és STEINFELD OTTÓ** 
1. §. Bevezetés 
A z ( a s s z o c i a t í v ) g y ű r ű k e l m é l e t é n e k e g y i k l e g f o n t o s a b b e r e d m é n y e , a z 
ú n . W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e t é t e l t e l j e s e n l e í r j a , p o n t o s a b b a n f e r d e t e s t e k r e 
v e z e t i v i s s z a b i z o n y o s n e v e z e t e s t u l a j d o n s á g o k k a l b i r ó g y ű r ű k s z e r k e z e t é t . 
E t é t e l j e l e n t ő s é g e n e m c s a k a b b a n á l l , h o g y a g y ü r ű e l m é l e t b e n a r á n y l a g k e v é s 
h a s o n l ó j e l l e g ű s t r u k t ű r a - t é t e l i s m e r e t e s , h a n e m a b b a n i s , h o g y k i i n d u l ó p o n t j a 
e g y , a z a b s z t r a k t a l g e b r a k e r e t e i n i s m e s s z e t ú l n ö v ő t ö r e k v é s n e k , a m e l y g y ű -
r ű k t á g a b b o s z t á l y a i t i s l i n e á r i s t r a n s z f o r m á c i ó k s e g í t s é g é v e l i g y e k s z i k l e í r n i . 
A W E D D E R B U R N — A R T I N - f é l e t é t e l á l t a l j e l l e m z e t t g y ű r ű - o s z t á l y a z ú n . f é l i g -
e g y s z e r ü g y ű r ű k o s z t á l y a . Féligegyszerűnek n e v e z ü n k e g y o l y a n g y ű r ű t , a m e l y 
n e m t a r t a l m a z 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő n i l p o t e n s b a l i d e á l t , s a m e l y b a l i d e á l j a i r a n é z v e 
m i n i m u m k ö v e t e l m é n y n e k t e s z e l e g e t . 
A W E D D E R B U R N - f é l e k l a s s z i k u s v i z s g á l a t o k ó t a s z á m o s o l y a n e r e d m é n y 
k e l e t k e z e t t , a m e l y a f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű k e t b i z o n y o s t u l a j d o n s á g o k k a l j e l l e m z i . 
E z e k a z e r e d m é n y e k e g y r e j o b b a n k i e m e l t é k a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k f o n t o s -
s á g á t , s a z t m u t a t t á k , h o g y a f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű f o g a l m a a f e r d e t e s t f o g a l -
m á n a k o l y a n á l t a l á n o s í t á s a , a m e l y m é g r e n d e l k e z i k a f e r d e t e s t e k s z á m o s n e v e -
z e t e s t u l a j d o n s á g á v a l . P l . a f e r d e t e s t f e l e t t i l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r e k e l m é l e t e 
é r v é n y b e n m a r a d a k k o r i s , h a a z e g y e n l e t e k e g y ü t t h a t ó i t e g y t e t s z ő l e g e s f é l i g -
e g y s z e r ű g y ű r ű b ő l v á l a s z t j u k [5 ] . 
E b b e n a d o l g o z a t b a n a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k k ü l ö n f é l e j e l l e m z é s e i k ö z ü l 
e l t e k i n t ü n k a z o k t ó l , a m e l y e k a f é l i g e g y s z e r ü g y ű r ű k e t m i n t o p e r á t o r t a r t o m á -
n y o k a t j e l l e m z i k , t e h á t t i s z t á n g y ű r ű e l m é l e t i j e l l e m z é s e k k e l f o g l a l k o z u n k . S ő t 
e z e k k ö z ü l i s k i h a g y j u k a z o k a t , a m e l y e k a l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r e k e l m é l e -
t é v e l k a p c s o l a t o s a k . ( E z u t ó b b i a k r a v o n a t k o z ó a n b ő s é g e s a n y a g o t l e h e t t a l á l n i 
a z [ 5 ] é s [6] d o l g o z a t o k b a n . ) E g y o l y a n t é t e l t b i z o n y í t u n k b e , a m e l y t í z 
g y ü r ü e l m é l e t i t u l a j d o n s á g e k v i v a l e n c i á j á t á l l í t j a . E t u l a j d o n s á g o k k ö z ö t t v a n 
a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k d e f i n í c i ó j a , s k ö z ö s b e n n ü k a z , h o g y v a l a m e n n y i a z 
* A Debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem Matematikai Intézete. 
** A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Kutató Intézete. 
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i d e á l , f é l o l d a l i i d e á l é s k v á z i i d e á l f o g a l m á t v e s z i a l a p u l ; a z t i s m o n d h a t j u k 
t e h á t , h o g y a t é t e l a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k i d e á l e l m é l e t i j e l l e m z é s e i t t a r t a l m a z z a . 
A t é t e l á l l í t á s a m a g á b a n f o g l a l j a a WEDDERBURN—ARTIN-féle t é t e l t , a NOETHER-
f é l e ú n . a l a p t é t e l t ( l á s d a ( (2) é s (<3) f e l t é t e l e k e t a 3 . § - b a n , t o v á b b á [ 1 3 ] - a t 
é s [ l ] - e t , i l l . [ 8 ] - a t ) é s a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k G . G o L D M A N t ó ! s z á r m a z ó j e l -
l e m z é s é t ( l á s d ( c F ) - e t é s [ 4 ] - e t ; e r r e v o n a t k o z ó a n l á s d m é g [ 3 ] - a t ) . A t é t e l b e n 
s z e r e p l ő ( I f ) , (ф, (c l ) é s Q ) f e l t é t e l e k e k v i v a l e n c i á j a a [7] d o l g o z a t á l t a l á n o s a b b 
v i z s g á l a t a i b ó l k ö v e t k e z m é n y k é n t a d ó d o t t . A z , h o g y a (<$), ( @ ) i l l . « С ) f e l t é -
t e l e k a f é l i g e g y s z e r ű g y ű r ű k e t j e l l e m z i k , ú j e r e d m é n y . E n n e k k ö z l é s é n k í v ü l 
a d o l g o z a t c é l j a a z , h o g y a s z ó b a n f o r g ó t u l a j d o n s á g o k a t e g y e t l e n k ö v e t k e z -
t e t é s l á n c b a f o g l a l v a m é l y e b b b e p i l l a n t á s t n y ú j t s o n e z e k n e k e g y m á s h o z v a l ó 
v i s z o n y á b a . A t é t e l b i z o n y í t á s á b a n a l e h e t ő l e g n a g y o b b e g y s z e r ű s é g r e t ö r e -
k e d v e a f e l t é t e l e k s o r r e n d j é t ü g y i g y e k e z t ü n k m e g á l l a p í t a n i , h o g y a „ c i k l i k u s " 
b i z o n y í t á s b a n e g y i k f e l t é t e l b ő l a m á s i k m i n é l t e r m é s z e t e s e b b e n k ö v e t k e z z é k . 
2. §. Definíciók és segédtételek 
G y ü r ü n m i n d i g a s s z o c i a t í v g y ű r ű t é r t ü n k . 
A z « g y ű r ű t radikálmentesnek n e v e z z ü k , h a n i n c g 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő n i l -
p o t e n s b a l i d e á l j a . 
A z t m o n d j u k , h o g y « b a l i d e á l j a i r a n é z v e minimumkövetelménynek t e s z 
e l e g e t , h a R b a l i d e á l j a i n a k b á r m e l y ( n e m ü r e s ) H h a l m a z á b a n v a n o l y a n b a l -
i d e á l , a m e l y a H h a l m a z b a n s z e r e p l ő e g y e t l e n b a l i d e á l t s e m t a r t a l m a z z a v a l ó d i 
m ó d o n . 
A z R g y ü r ü t féligegyszerűnek n e v e z z ü k , h a r a d i k á l m e n t e s é s b a l i d e á l j a i r a 
n é z v e m i n i m u m k ö v e t e l m é n y n e k t e s z e l e g e t . 
A k k o r m o n d j u k , h o g y a z R g y ű r ű su.-..,sm 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m e i 
o r t o g o n á l i s i d e m p o t e n s e l e m e k , h a = v a g y 0 a s z e r i n t , h o g y i=k v a g y 
1фк. 
Az R b a l i d e á l j a i n a k v a l a m e l y r e n d s z e r é t függetlennek m o n d j u k , h a a 
t e k i n t e t t b a l i d e á l o k k ö z ü l b á r m e l y i k n e k a z ö s s z e s t ö b b i á l t a l g e n e r á l t b a l i d e á l l a l 
v a l ó m e t s z e t e 0 . H a a z R g y ü r ü í b a l i d e á l j á h o z v a n a z « - n e k o l y a n f b a l -
i d e á l j a , h o g y í é s Г e g y ü t t a z e g é s z « - e t g e n e r á l j á k é s I n Г = 0 , a k k o r a z t 
m o n d j u k , h o g y « - n e k t direkt összeadandója. 
E g y « g y ű r ű a r é s z m o d u l u s á t kváziideálnak n e v e z z ü k , h a « a n « « í = a 
t e l j e s ü l . ' E f o g a l o m a b a l - , i l l . j o b b i d e á l f o g a l m á n a k á l t a l á n o s í t á s a . K ö n n y ű 
b e l á t n i , h o g y « b á r m e l y k v á z i i d e á l j a « - n e k r é s z g y ű r ű j e , v i s z o n t e g y r é s z g y ű r ű 
1
 E fogalom először [9] dolgozatban szerepel. Ezzel kapcsolatban bővebbet a [10] és 
[11] dolgozatokban találhatunk. 
A F É L I G E G Y S Z E R Ű G Y Ű R Ű K J E L L E M Z É S E I R Ő L 3 0 3 
n e m s z ü k s é g k é p p e n k v á z i i d e á l . A z R g y ű r ű b (Ф 0 ) k v á z i i d e á l j á t minimálisnak 
n e v e z z ü k , h a 5 - n e k n i n c s o l y a n b ' k v á z i i d e á l j a , a m e l y r e 0 с b ' с b t e l j e s ü l n e . 
A z t m o n d j u k , h o g y a z R g y ű r ű a „ , a 1 2 , . . . , amm k v á z i i d e á l j a i teljes rend-
szert a l k o t n a k , h a l é t e z n e k o l y a n « ! , . . . , « „ , ( z é r ó t ó i k ü l ö n b ö z ő ) o r t o g o n á l i s 
i d e m p o t e n s e l e m e k , h o g y a » v a g y z é r ó v a g y a i k — S i R s k ( 1 ^ / , k ^ m ) m i n i -
m á l i s k v á z i i d e á l , é s h a а
л
, akj ф 0 , a k k o r 
( i ) а
и
 • aik • akj ф О 
t e l j e s ü l . 
M o s t f e l s o r o l j u k a b i z o n y í t á s b a n f e l h a s z n á l t s e g é d t é t e l e k e t . 
1. SEGÉDTÉTEL ( l á s d [ 1 0 ] , 8 . l e m m a ) : Legyen Í (R) az Rgyürü balideálja 
(jobbideálja) és r((R) idempotens elem, akkor ÍÍ ( r c ) az R kváziideálja. 
2. SEGÉDTÉTEL ( l á s d [ 1 0 ] , 3 . t é t e l ) : Egy tetszőleges R gyürü N minimális 
kváziideálja vagy zérógyiirií, vagy ferdetest. Ez utóbbi esetben а = sRs, ahol 
s az a egységeleme. 
3 . SEGÉDTÉTEL ( l á s d [ 10 ] , 1. t é t e l ) : Az R gyürü egy minimális bal- és 
egy minimális jobbideáljának a metszete vagy 0 vagy pedig R-nek minimális 
kváziideálja. 
K Ö V E T K E Z M É N Y : Ha s és r\ idempotens elem, sR és Rí] minimális jobb-
ill. balideál, akkor az tRi] kváziideál vagy 0, vagy pedig minimális kvázi-
ideál R-ben. 
A k ö v e t k e z m é n y b i z o n y í t á s á h o z a 3 . s e g é d t é t e l a l a p j á n e l e g e n d ő m e g -
m u t a t n i , h o g y sR n Rp = eRrj. E g y r é s z t v i l á g o s , h o g y sRp^eR о Rí]. M á s -
r é s z t , a z sRnRrj m e t s z e t t e t s z ő l e g e s a e l e m é r e a l k a l m a s g , a ( ( R ) e l e m e k k e l 
f e n n á l l a = s o = g r ; . B a l r ó l « - n a l s z o r o z v a a = e o = £ g r i ( s R > i , t e h á t 
eRП Rti^eRt] a d ó d i k , a z a z v a l ó b a n eRr\ Rt] = eRp. 
4. SEGÉDTÉTEL ( l á s d [ 1 0 ] , 7 . t é t e l ) : Az R radikálmentes gyürü mind-
egyik а minimális kváziideálja az R egy alkalmas minimális balideáljának és 
egy alkalmas minimális jobbideáljának a metszete, következésképpen a = sRp = 
= sR(]Ri] (fi2 = f , rf = rj) teljesül, ahol sR minimális jobbideál és R>] mini-
mális balideál. 
5 . SEGÉDTÉTEL ( l á s d [ 1 2 ] , 1 4 9 . o l d . ) : Ha az R gyürü véges sok mini-
mális balideál direkt összege, akkor R balideáljaira teljesül a minimumköve-
telmény. 
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3. §. A tétel és bizonyítása 
T É T E L : Egy R (asszociatív) gyűrűre vonatkozóan ekvivalensek az alábbi 
feltételek : 
(61) R jobbegységelemes és minimális balideálok direkt összege ; 
(öS) R olyan kváziideálok összege, amelyek teljes rendszert alkotnak; 
(S) R véges sok olyan kétoldali ideál direkt összege, amelyek mindegyike 
egy-egy ferdetest feletti teljes mátrixgyűrüvel izomorf; 
. (®) R radikálmentes és véges sok minimális kváziideál direkt összege ; 
(i) R radikálmentes és balideáljaira teljesül a minimumkövetelmény ; 
(IF) R mindegyik balideáljának van jobbegységeleme ; 
( ф R jobbegységelemes és mindegyik balideálja direkt összeadandó ; 
(%) R jobbegységelemes és megegyezik bármely maximális független bal-
ideálrendszerének direkt összegével; 
(â) R jobbegységelemes és bármely 0-tól különböző elemének baloldali 
annullátora R véges sok maximális balideáljának metszete; 
C J ) R jobbegységelemes és R-ben létezik véges sok olyan maximális bal-
ideál, amelyek metszete 0. 
K I E G É S Z Í T É S : Alkossuk meg az (&)—Ф feltételek mindegyikének „duálisát" 
olymódon, hogy a szereplő „bal"- itt. „jobb"-fogalmakat a megfelelő „jobb"-
ill. „bal"-fogalmakkal helyettesítjük. Az így nyert feltételek bármelyike ekvi-
valens az ( 6 1 ) — ф feltételek bármelyikével. 
BIZONYÍTÁS : (61) = = > (CB). T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e t e l j e s ü l a z (61) 
f e l t é t e l . A j o b b e g y s é g e l e m l é t e z é s e m i a t t R véges sok m i n i m á l i s b a l i d e á l d i r e k t 
ö s s z e g e : 
(1) /?= L + ---+L. 
J e l ö l j ü k R j o b b e g y s é g e l e m é t 8 - n a l . E z a z e l e m ( 1 ) a l a p j á n 
( 2 ) 8 = 8,. H b8„ , ( 8 , a ) 
a l a k b a n í r h a t ó . M e g m u t a t j u k , h o g y e k k o r 
é s 
(4) 
t e h á t ( 1 ) s z e r i n t 
(5) 
h = Ra, 
R == R • • • + Re, 
'm 
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t e l j e s ü l . 2 A ( 2 ) e g y e n l ő s é g e t b a l r ó l s - v e l s z o r o z v a 
f ; = f ; f = SiS, 4 н f i H b SiSm 
a d ó d i k , a h o n n a n , f i g y e l e m b e v é v e , h o g y a z F e l e m e i n e k a z ( 1 ) d i r e k t f e l -
b o n t á s a l a p j á n t ö r t é n ő e l ő á l l í t á s a e g y é r t e l m ű , m e g k a p j u k ( 3 ) - a t . M i n t h o g y 
s • = SÍ ф 0 m i a t t R s, Ф 0 , a z f ; E Í m i a t t RsM I , , U m i n i m a l i t á s a i m p l i k á l j a 
( 4 ) - e t , s í g y ( l ) - g y e l e g y ü t t t e r m é s z e t e s e n (5 )~ t i s . 
M o s t k i m u t a t j u k , h o g y s az F - n e k ( k é t o l d a l i ) e g y s é g e l e m e . ( 2 ) m i a t t R 
b á r m e l y Q e l e m é r e 
( 6 ) Q=LQS = QSí-\ 1-OSm 
t e l j e s ü l . A d o t t i i n d e x r e a z 
( 7 ) s Q S i — Q S i ( ? E F ) 
e l e m e k ö s s z e s s é g e F - n e k e g y í b a l i d e á l j á t a l k o t j a , m e l y r e í < = F f » i s t e l j e s ü l . 
F f » m i n i m a l i t á s a m i a t t v a g y l = F f » , v a g y 1 = 0 . A z I = F f , e s e t a z o n b a n 
l e h e t e t l e n , m i n t h o g y b á r m e l y k é t ( 7 ) a l a t t i e l e m s z o r z a t a 0 é s í g y í n e m t a r -
t a l m a z h a t n á a z f i i d e m p o t e n s e l e m e t . T e h á t 1 = 0 , a z a z m i n d e n Q ( E F ) e l e m r e 
sQSi = QSi. M i n t h o g y a z u t ó b b i e g y e n l ő s é g m i n d e n i — \,...,m i n d e x e s e t é n 
f e n n á l l , ( 6 ) f e l h a s z n á l á s á v a l 
f Q = f QS, -I b = H h Q£m = QS — Q 
a d ó d i k , s e z b i z o n y í t j a , h o g y s b a l e g y s é g e l e m . 
M o s t a z t b i z o n y í t j u k b e , h o g y a z f , F ( / = 1 , . . . , m) j o b b i d e á l o k v a l a -
m e n n y i e n m i n i m á l i s a k . E b b ő l a c é l b ó l e l e g e n d ő a z t m e g m u t a t n i , h o g y f , F 
t e t s z ő l e g e s sió (Ф0, ofR) e l e m é h e z t a l á l h a t ó F - n e k o l y a n т e l e m e , h o g y 
( 8 ) f;(7 • T = f i . 
M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y a z s,o (ф 0 ) e l e m ( 6 ) a l a p j á n f » a = 
= í v o s , 4 \-SiOsm a l a k b a n í r h a t ó , a h o l p l . a z SiOSk k o m p o n e n s r ő l f e l t e h e t -
j ü k , h o g y 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő . T e k i n t s ü k a z F f ; - s i 0 s k b a l i d e á l t . A z f» e l e m 
i d e m p o t e n s é s a z Rsk b a l i d e á l m i n i m á l i s v o l t á n á l f o g v a Rsi-si0sk = Rsk, 
t e h á t sk F f » • f , osk = skRsk. E n n e k a l a p j á n l é t e z i k o l y a n o* ( E F ) e l e m , a m e l y r e 
( 9 ) s k 0 * s i - s i 0 s k = s k 
é r v é n y e s . M e g m u t a t j u k , h o g y 
( 1 0 ) SiOSh- SkO*Si = Si. 
A r ö v i d s é g k e d v é é r t v e z e s s ü k b e a z ?/ = stosk-sko*f; j e l ö l é s t . S z o r o z z u k m e g 
2
 Ezen részlet bizonyítása lényegileg megegyezik [12], 117. §, 5. segédtétel bizonyí-
tásával, azzal a különbséggel, hogy az idézett helyen e az R (kétoldali) egységeleme. 
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а ( 9 ) e g y e n l e t e t b a l r ó l i i O e k - v a l . A z í g y n y e r t e g y e n l ő s é g — t e k i n t e t b e v é v e , 
h o g y 8 1 о е
к
ф 0 — m u t a t j a , h o g y 1 , ф 0 . U g y a n c s a k ( 9 ) f e l h a s z n á l á s á v a l 
(11) r f = n 
a d ó d i k , s a z i s a z o n n a l l á t h a t ó , h o g y 
(12) = 
T o v á b b á RrjÇjRti é s Rs; m i n i m a l i t á s a m i a t t RI] = RÍÍ, t e h á t l é t e z i k 
o l y a n £ (€R) e l e m , a m e l y r e t , i ] = Si . E b b ő l a z o n b a n ( I I ) s z e r i n t 
= Ç ï f = £ î j = 8i 
k ö v e t k e z i k , a m e l y u t ó b b i ( l 2 ) - v e l e g y ü t t b i z o n y í t j a ( l O ) - e t . А т = £, ,а*£, t e h á t 
a ( 8 ) e g y e n l e t m e g o l d á s a , a z a z S i R v a l ó b a n m i n i m á l i s j o b b i d e á l . 3 
M i n t h o g y « ( k é t o l d a l i ) e g y s é g e l e m , a t e t s z ő l e g e s p ( £ R ) e l e m 
P = « 1P «1 + ? « 2 H f í ' m p í ' m 
a l a k b a n í r h a t ó , s e z a z t j e l e n t i , h o g y f e n n á l l : 
m 
( 1 3 ) R =
 eiRex + eiRs2+-..+emRem= £ SiRek. 
i,k=l 
A ( 1 3 ) e l ő á l l í t á s b a n s z e r e p l ő n , R t k k o m p l e x u s o k a 3 . s e g é d t é t e l „ k ö v e t k e z -
m é n y e " s z e r i n t v a g y z é r ó k , v a g y m i n i m á l i s k v á z i i d e á l o k . ( 9 ) a l a p j á n a z i s 
a z o n n a l l á t h a t ó , h o g y a z ( i ) f e l t é t e l t e l j e s ü l . 
( c Ô ) = > ( < 2 ) . T e l j e s ü l j ö n a z R g y ű r ű r e a (<$) f e l t é t e l , a z a z l e g y e n 
m 
R= 2 с Ü k , 
i, fc= 1 
a h o l n i fc v a g y z é r ó , v a g y 
ciik = £iRsk ( Ш 1 , k - ^ m ) 
m i n i m á l i s k v á z i i d e á l , « , , . . . , £ m o r t o g o n á l i s i d e m p o t e n s e l e m e k , v é g ü l 
( 1 4 ) au • aik • ü k i ф 0 , 
v a l a h á n y s z o r aik, c u ; 7 = 0 - A z 1 , . . . , m i n d e x e k h a l m a z á t p á r o n k é n t i d e g e n r é s z -
h a l m a z o k r a b o n t j u k a k ö v e t k e z ő e k v i v a l e n c i a r e l á c i ó s e g í t s é g é v e l : l e g y e n e k i 
3
 Ezen a ponton érdemes talán megjegyezni a következőt : 
Minthogy £ baloldali egységelem, R tetszőleges q elemére 
érvényes, tehát R az etR jobbideálok összegeként áll elő, sőt ez az előállítás direkt, minthogy 
^ - f f - <+е,„ = 0 ( p , em£R) 
-ból e(.g; = 0 adódik, ha balról vei szorzunk. Tehát R balegységelemes és minimális jobb-
ideálok direkt összege. 
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é s к ekvivalensek ( j e l b e n i = k), a k k o r é s c s a k a k k o r , h a а
л
ф0. E z v a l ó b a n 
e k v i v a l e n c i a r e l á c i ó , m e r t a ) 0 f = s i = £ f R í - í = a « m i a t t 1 = 1 ; b ) h a a i k f = 0 , 
a k k o r m i v e l akk =f= 0 , ( 1 4 ) s z e r i n t ak; • а,* • акк ф 0 , t e h á t akz Ф 0 , a z a z , h a i=k, 
a k k o r k = i] v é g ü l c ) h a а(кф0 é s аы ф 0 , a k k o r u g y a n c s a k ( 1 4 ) s z e r i n t 
йис • akíф0, s m i n t h o g y a ^ • aki^ а,-г, e z u t ó b b i r a a i 7 ^ = 0 , t e h á t i=k é s k=l 
i m p l i k á l j a , h o g y / = / . M i n t h o g y e u . . . , s m o r t o g o n á l i s i d e m p o t e n s e l e m e k é s 
f i H b f m a z R e g y s é g e l e m e , e z é r t a z а,А = 0 t a g o k t ö r l é s e u t á n 
R= 2 ' o* 
1 rSj. h^m 
d i r e k t ö s s z e g . 
A z i n d e x e k s o r r e n d j é n e k a l k a l m a s m e g v á l a s z t á s á v a l a l k o s s á k 1 , 2 , ...,h 
a t e k i n t e t t e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y o k n a k e g y t e t s z ő l e g e s é t . A , , = " e k v i v a l e n c i a -
r e l á c i ó d e f i n í c i ó j a a l a p j á n a z o n n a l l á t h a t ó , h o g y a z 
h 
( 1 5 ) а = 2 
i, k=1 
ö s s z e g / ? - n e k ( k é t o l d a l i ) i d e á l j a , a m e l y e t a z i n d e x e k n e k b á r m e l y m á s i k e k v i -
v a l e n c i a - o s z t á l y á b ó l h a s o n l ó a n k o n s t r u á l t i d e á l m i n d k é t o l d a l r ó l a n n u l l á l . 
A ( 6 ) t u l a j d o n s á g i g a z o l á s á h o z a f e n t i e k s z e r i n t n y i l v á n e l e g e n d ő a z t 
k i m u t a t n u n k , h o g y а v a l a m e l y К f e r d e t e s t f e l e t t i h x h t i p u s ú m á t r i x o k t e l j e s 
g y ű r ű j é v e l i z o m o r f . ( 1 4 ) m i a t t m i n d e g y i k fiRsx ( / = 1, ...,h) k v á z i i d e á l n a k 
l é t e z i k o l y a n ( 0 / = ) d , ( ( f í R s ) e l e m e , a m e l y r e s x R s i d i ф О . M i n t h o g y a z 1. s e -
g é d t é t e l s z e r i n t sxRsidi (ÇfsxRsx) k v á z i i d e á l , e z é r t exRex m i n i m a l i t á s a m i a t t 
s1Rsiői = s1Rs1. E z e g y o l y a n ( 0 / = ) d * ( £ f ' i R f i ) e l e m l é t e z é s é t b i z t o s í t j a , a m e l y r e 




 ( / = 1 , . . . , Л) . 




 = d , ф 0 m i a t t 
0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő . M i n t h o g y tiRei = K a 2 . s e g é d t é t e l s z e r i n t f e r d e t e s t é s s{ az 
e g y s é g e l e m e , e z é r t a 
( 1 7 ) d i d * = f i ( / = 1 , . . . , Л ) 
ö s s z e f ü g g é s n e k f e n n k e l l á l l n i a . 
F e l t e h e t ő , h o g y a ő, (фО) é s d* (Ф0; 2 = 1 , . . . , Л) e l e m p á r o k , a m e l y e k r e 
( 1 6 ) é s ( 1 7 ) t e l j e s ü l , r ö g z í t v e v a n n a k . 
T e k i n t s ü k а e l e m e i n e k k ö v e t k e z ő l e k é p e z é s é t : 
(18) « - * | | d . ? « d j | | ( а ( а ; iTj = \,...,h), 
a h o l a j o b b o l d a l e g y Л х / г t i p u s ú n é g y z e t e s m á t r i x a К f e r d e t e s t f e l e t t . A ( 1 8 ) 
a - t а К f e l e t t i Л - a d r a n g ú K(h) t e l j e s m á t r i x g y ü r ü b e k é p e z i l e ; a z ö s s z e a d á s r a 
a m ü v e l e t t a r t á s t é n y e t r i v i á l i s a n t e l j e s ü l . M i n t h o g y f ' = f 7 - f \-eh az а e g y -
3 0 8 K E R T É S Z A . É S S T E I N F E L D О . 
s é g e l e m e , t o v á b b á ( 1 7 ) m i a t t a z a, ß ( Ç a ) e l e m e k r e 




« 8; I d * « / t | d * « d f r | | 
( 1 8 ) a l a p j á n 
a / î — > | | d * a / ? d * | | = | | d * « d f r | | • | | d * / í d f r | | , 
t e h á t ( 1 8 ) a s z o r z á s r a n é z v e i s m ü v e l e t t a r t ó . 
M o s t k i m u t a t j u k , h o g y ( 1 8 ) j o b b o l d a l á n « № ) - n a k m i n d e g y i k | j p i t | | « ; + « ) 
e l e m e e l ő f o r d u l . ( 1 5 ) , ( 1 6 ) , ( 1 8 ) , v a l a m i n t a z s u . . . , s h i d e m p o t e n s e l e m e k 
h 
o r t o g o n a l i t á s a m i a t t a | [ p f t j j m á t r i x n a k ( 1 8 ) - b a n a z i n v e r z k é p e p = = 2 ö j Q f l ö * 
i, ' = i 
é s p Ç a . 
V é g ü l , h a a z « ( Ç a ) e l e m n e k а k é p e а n u l l m á t r i x , a k k o r m i n d e g y i k 
d*aöj (i,j = 1 , . . . , h) z é r ó v a l e g y e n l ő , a m i b ő l ( 1 7 ) m i a t t « = £ '«£• ' = 
h h 
— 2 £ i a s j = 2 d , d * « d / d / = 0 k ö v e t k e z i k . 
i,j=1 i,j— 1 
( £ ) = = > ( ® ) . T e l j e s ü l j ö n a z R g y ű r ű r e a ( S ) f e l t é t e l , a z a z l e g y e n 
( 1 9 ) « = 
a h o l К \ н ) a K i f e r d e t e s t f e l e t t i « , - r a n g ú t e l j e s m á t r i x g y ü r ű t j e l ö l i ( / = l , . . . , r ) 
é s © a g y ű r ű e l m é l e t i d i r e k t ö s s z e g j e l ö l é s é r e s z o l g á l . M i n t h o g y « ф az R 
k é t o l d a l i i d e á l j a é s e g y b e n d i r e k t ö s s z e a d a n d ó « - b e n , e z é r t e l e g e n d ő a z t 
k i m u t a t n u n k , h o g y b á r m e l y r ö g z í t e t t i i n d e x r e « ф r a d i k á l m e n t e s é s v é g e s 
s o k m i n i m á l i s k v á z i i d e á l d i r e k t ö s s z e g e . ( A t o v á b b i a k b a n a j e l ö l é s e k e g y s z e -
r ű s í t é s e c é l j á b ó l a z i i n d e x e t i s e l h a g y j u k . ) J e l ö l j e aö>} i ) a « ( " ) - b e t a r t o z ó a z o n 
m á t r i x o k h a l m a z á t , a m e l y e k b e n a y ' - e d i k s o r é s Ar-ad ik o s z l o p m e t s z é s p o n t j á n 
t e t s z ő l e g e s « - b é l i e l e m á l l , a t ö b b i h e l y e n 0 . B á r m e l y a 0 ' * 4 « ( " > - n e k k v á z i -
i d e á l j a , m i n t h o g y t e k i n t e t t e l a m á t r i x o k s z o r z á s i s z a b á l y á r a 
« ' • )
 aO". *) n a(i, к) К(п) с aO', k) 
t e l j e s ü l . T o v á b b á , n y i l v á n é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő d i r e k t ö s s z e g - e l ő á l l í t á s : 
( 2 0 ) «<»> = ad- D + a (1>2) H [- a<"> «>. 
A n n a k k i m u t a t á s a v é g e t t , h o g y a z a b ' - ö k v á z i i d e á l o k m i n i m á l i s a k , t e k i n t -
s ü k a z a° - f c ) k v á z i i d e á l n a k e g y t e t s z ő l e g e s 
0 - - - 0 • • • • 0 
0 • • • ö i k - . - 0 
0 - - - 0 — 0 
(ОфафК) 
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z é r ó t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m é t . К f e r d e t e s t l é v é n a z 
xctjk = bjk é s ajky = bjk (ajk, bjk,x,y£K) 
e g y e n l e t e k b á r m e l y bjk(£K) e l e m r e m e g o l d h a t ó k . E z e n e g y e n l e t e k x,y(£K) 
m e g o l d á s a i v a l f e n n á l l n a k a k ö v e t k e z ő m á t r i x e g y e n l e t e k i s : 
j к 
í ° 
0 \ r 0 - 0 \ / 0 0 \ / 0 - 0 \ (0 0 \ f 0 - 0 \ 
2 x . • • aik••• = • • • bjk--- é s • • -üjk--- У = • • bjk---
\ 0 öJ v o - o J VO o J VO- o) l o 'oJ VO- 0 / 
a m i a z t j e l e n t i , h o g y a z a 0 ' - 9 - n a k b á r m e l y z é r ó t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m e á l t a l g e n e -
r á l t k v á z i i d e á l m e g e g y e z i k a 0 , 9 - v a l , v a g y i s a ( j ' k > m i n i m á l i s k v á z i i d e á l . 
№ > r a d i k á l m e n t e s s é g é n e k k i m u t a t á s a v é g e t t t e k i n t s ü k K(n) a z o n Ey 
(y = 1, 2 , . . . , rí) e l e m e i t , m e l y e k b e n a y ' - e d i k s o r é s y ' - e d i k o s z l o p m e t s z é s -
p o n t j á n а К f e r d e t e s t e g y s é g e l e m e á l l , a t ö b b i h e l y e n 0 . N y i l v á n a z Е ц m á t -
r i x o k o r t o g o n á l i s i d e m p o t e n s e k é s a z 
( 2 1 ) E=En-\-En-\ \-Enn 
m á t r i x a Kin) e g y s é g e l e m e . K ö n n y e n b e l á t h a t ó ( l á s d p l . [ 1 2 ] 1 4 2 . o l d . ) , h o g y h a 
e g y g y ű r ű n e k v a n z é r ó t ó l k ü l ö n b ö z ő n i l p o t e n s b a l i d e á l j a , a k k o r v a n i l y e n 
( k é t o l d a l i ) i d e á l j a i s . E s z e r i n t А » r a d i k á l m e n t e s é g é h e z e l e g e n d ő a z t b e l á t n u n k , 
h o g y b á r m e l y í ( / = 0 ) i d e á l j a t a r t a l m a z i d e m p o t e n s e l e m e t . ( 2 1 ) m i a t t f e n n á l l a 
H 
( 2 2 ) ( = £ ( £ = 2 Ы Е ш 
j, k=i 
d i r e k t ö s s z e g - e l ő á l l í t á s . Az í=J=0 f e l t é t e l m i a t t l e g a l á b b e g y ЕфЕ
кк
фО. M i n t -
h o g y a z 1. s e g é d t é t e l s z e r i n t ЕфЕ
кк
 a K("> k v á z i i d e á l j a é s E}]lEkkÇéau'k) i s 
t e l j e s ü l , e z é r t a 0 , 9 m i n i m a l i t á s a m i a t t 
( 2 3 ) EjjíEkk — ftó' 9. 
M i n t h o g y ( 2 2 ) é s ( 2 3 ) s z e r i n t o ' ^ ' C ] t e l j e s ü l , t o v á b b á a m á t r i x o k s z o r z á s i 
s z a b á l y a é s # > 9 m i n i m a l i t á s a m i a t t 
a(KJ>. a o ,«o = a(/.-, * ) ( < = ( ) 
i s f e n n á l l , e z é r t a z Ekk((za№,9) i d e m p o t e n s m á t r i x e l e m e l - n e k . E z z e l A"(n> 
r a d i k á l m e n t e s s é g é t é s e g y b e n a ( ( 2 ) = + > ( @ ) á l l í t á s u n k a t i s i g a z o l t u k . 
( @ ) = = > ( $ ) . L e g y e n a z R g y ű r ű r a d i k á l m e n t e s é s t e l j e s ü l j ö n a 
( 2 4 ) / ? = !, + • " + í r 
d i r e k t e l ő á l l í t á s , a h o l f t , . . . , f r a z R m i n i m á l i s k v á z i i d e á l j a i . A 4 . s e g é d t é t e l 
f e l h a s z n á l á s á v a l ( 2 4 ) h e l y e t t 
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í r h a t ó . А 4 . s e g é d t é t e l b ő l a z i s k ö v e t k e z i k , h o g y / ? / + ...,Ri]r m i n i m á l i s b a l -
i d e á l o k R - b e n . ( 2 4 ' ) - b ő l l á t h a t ó , h o g y R e l ő á l l í t h a t ó a z Rrllt..., Rr]r m i n i -
m á l i s b a l i d e á l o k ö s s z e g e k é n t . A z i n d e x e k s o r r e n d j é n e k a l k a l m a s m e g v á l a s z -
t á s á v a l e l é r h e t ő , h o g y a z 
R = Rnl + --- + Rv$ ( s ^ r ) 
e l ő á l l í t á s direkt ö s s z e g l e g y e n . E z t f i g y e l e m b e v é v e , a z 5 . s e g é d t é t e l a l a p j á n 
a z R g y ű r ű b a l i d e á l j a i r a t e l j e s ü l a m i n i m u m k ö v e t e l m é n y . 
( # ) (cF).4 T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e t e l j e s ü l a z ( $ ) f e l t é t e l . E l ő -
s z ö r a z t m u t a t j u k k i , h o g y R e g y t e t s z ő l e g e s b a l i d e á l j a t a r t a l m a z i d e m p o t e n s 
e l e m e t . E h h e z , a m i n i m u m k ö v e t e l m é n y k ö v e t k e z t é b e n , e l e g e n d ő a z t b i z o n y í -
t a n u n k , h o g y R m i n d e g y i k m i n i m á l i s b a l i d e á l j a t a r t a l m a z i d e m p o t e n s e l e m e t . 
E c é l b ó l t e k i n t s ü k R - n e k e g y í0 m i n i m á l i s b a l i d e á l j á t . L e g y e n l az í 0 - n a k 
t e t s z ő l e g e s , 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m e . A z l0A a z R - n e k o l y a n b a l i d e á l j a , a m e l y r e 
t 0 A Ç [ 0 t e l j e s ü l . A z í0 m i n i m a l i t á s a m i a t t v a g y í0A = 0 v a g y I0A = I0 á l l f e n n . 
H a a z ö s s z e s A ( + 0 , e l e m r e í0A = O l e n n e , a k k o r í0 n i l p o t e n s l e n n e , a m i 
e l l e n t m o n d R r a d i k á l m e n t e s s é g é n e k ; e z é r t v a l a m e l y i k A0 e l e m r e Í0A0 = ( 0 . A z 
I 0 - n a k v a n t e h á t o l y a n F0 e l e m e , a m e l y r e £0A0 = A(, é s í g y ( Í 2 — « О ) А 0 = 0 . A Z Í0 
a z o n e l e m e i n e k a h a l m a z a , a m e l y e k a A 0 ( / = 0 ) e l e m e t b a l r ó l a n n u l l á l j á k R - n e k 
e g y b a l i d e á l j á t a l k o t j á k . f0Ao = A0 m i a t t e z e n b a l i d e á l v a l ó d i r é s z e í 0 - n a k , e z é r t 
í0 m i n i m á l i s v o l t a m i a t t c s a k z é r ó l e h e t . E z z e l k i m u t a t t u k , h o g y — « 0 = 0 , 
t e h á t a z í0 m i n i m á l i s b a l i d e á l n a k e 0 i d e m p o t e n s e l e m e . 
A k ö v e t k e z ő k b e n k i m u t a t j u k , h o g y a z R t e t s z ő l e g e s l b a l i d e á l j á n a k v a n 
o l y a n e i d e m p o t e n s e l e m e , a m e l y n e k 1 - b e l i b a l o l d a l i a n n u l l á t o r a z é r u s s a l 
e g y e n l ő . A z I m i n d e n e g y e s e i d e m p o t e n s e l e m é h e z e g y é r t e l m ű m ó d o n h o z z á 
l e h e t r e n d e l n i e g y í £ b a l i d e á l t , a m e l y a z ö s s z e s o l y a n A ( ( í ) e l e m e k b ő l á l l , 
m e l y r e Ae = 0 t e l j e s ü l . A b a l i d e á l o k r a v o n a t k o z ó m i n i m u m k ö v e t e l m é n y m i a t t 
l é t e z i k o l y a n e i d e m p o t e n s e l e m , a m e l y h e z t a r t o z ó í £ b a l i d e á l m i n i m á l i s . H a 
íc=j= 0 v o l n a , a k k o r a z e l ő z ő e k s z e r i n t I f - n a k v o l n a e g y ффО) i d e m p o t e n s 
e l e m e , a m e l y r e в т = 0 t e l j e s ü l . T e k i n t s ü k a z = « + — e « i ( ( í ) e l e m e t . 
(« + « ! — í f i ) ( s + « i — ? £ , ) = « + £ , — e s l t t e h á t e' i d e m p o t e n s e l e m , é s s's = s. 
E m i a t t L ' ^ L . M á s r é s z t fi!« = 0 é s ф = « ф О m i a t t « v a l ó d i r é s z e I £ - n a k , 
a m i e l l e n t m o n d í e m i n i m á l i s v o l t á n a k . E z é r t s z ü k s é g k é p p e n í£ = 0 . 
V é g ü l m e g m u t a t j u k , h o g y f a z í - n e k j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m e . T e k i n t s ü k 
í e g y t e t s z ő l e g e s A e l e m é r e a ( A — Á e ) s = 0 s z o r z a t o t . A — A g ( í £ m i a t t A — A s = 0 . 
E s z e r i n t e a z t b a l i d e á l j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m e . 
( IF) = > Щ). T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e t e l j e s ü l a z ( § ) f e l t é t e l é s 
j e l ö l j e s a z R t e t s z ő l e g e s í b a l i d e á l j á n a k j o b b o l d a l i e g y s é g e l e m é t . ( H a s p e c i -
4
 Ezen állítás igazolása megegyezik [2] 4.2 A tétel (28. old.) bizonyításával. 
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á l i s a n Í = R, a k k o r e / ? - п е к а ( ф f e l t é t e l b e n m e g k ö v e t e l t j o b b e g y s é g e l e m e . ) 
T e k i n t s ü k a z ö s s z e s Q—QS (O£R) e l e m e k b ő l a l k o t o t t t ' b a l i d e á l t . F i g y e l e m b e 
v é v e , h o g y í = Rs, a 
9 = QS + (O—Q?) ((>£/?) 
T W / r e - f e l b o n t á s s z e r i n t e g y r é s z t v i l á g o s , h o g y 
m á s r é s z t e z F - n e k í é s t ' direkt ö s s z e g e k é n t v a l ó e l ő á l l í t á s a , m i n t h o g y s a z 
I e l e m e i t j o b b r ó l v a l ó s z o r z á s s a l r e p r o d u k á l j a , a z Г e l e m e i t p e d i g u g y a n c s a k 
j o b b r ó l v a l ó s z o r z á s s a l a n n u l l á l j a , t e h á t í n l ' = 0 . 
( ф = > ( X ) . T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e f e n n á l l ( ф . L e g y e n T= 
= ( . . . , . . . ) „
€
j a z / ? g y ű r ű b a l i d e á l j a i n a k m a x i m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r e , 
s v e z e s s ü k b e a z í = 2 V j e l ö l é s t . А ( ф f e l t e v é s m i a t t t F - n e k d i r e k t ö s s z e -
r g j ° 
a d a n d ó j a , t e h á t F = l + f , a h o l a T r e n d s z e r m a x i m a l i t á s á n á l f o g v a s z ü k s é g -
k é p p e n í ' = 0 , a z a z l = R. 
( Х ) = > ( 3 ) . T e g y ü k f e l , h o g y a z R g y ű r ű r e t e l j e s ü l ( X ) . E l ő s z ö r i s m e g -
m u t a t j u k , h o g y R b á r m e l y O - t ó l k ü l ö n b ö z ő b a l i d e á l j a t a r t a l m a z m i n i m á l i s 
b a l i d e á l t . L e g y e n ( 0 + = ) ( = í 0 F - n e k t e t s z ő l e g e s b a l i d e á l j a . H a t0 m i n i m á l i s , 
a k k o r k é s z e n v a g y u n k . H a n e m , a k k o r t e k i n t s ü k R b a l i d e á l j a i n a k o l y a n 
r 0 = ( M o b . . . , í o m o ) m a x i m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r é t , a m e l y í - e t t a r t a l m a z z a . 
( E g y i l y e n r e n d s z e r t k ö n n y ű i n d u k c i ó v a l m e g h a t á r o z n i . E g y b a l i d e á l t u g y a n i s 
a k k o r é s c s a k a k k o r v e s z ü n k f e l a r e n d s z e r b e , h a a m á r k i v á l a s z t o t t b a l i d e -
á l o k r e n d s z e r é t ő l f ü g g e t l e n . H o g y i l y e n m ó d o n v é g e s s o k l é p é s b e n e g y m a x i -
m á l i s r e n d s z e r h e z j u t u n k , a z é r t v i l á g o s , m e r t e l l e n k e z ő e s e t b e n a z á l t a l u n k 
k o n s t r u á l t v é g t e l e n f ü g g e t l e n r e n d s z e r t ZORN l e m m á j a a l a p j á n m a x i m á l i s f ü g -
g e t l e n r e n d s z e r r é k i e g é s z í t v e a ( X ) t u l a j d o n s á g s z e r i n t a z t n y e r n é n k , h o g y R 
v é g t e l e n s o k b a l i d e á l d i r e k t ö s s z e g e . E z a z o n b a n l e h e t e t l e n , m e r t R j o b b -
e g y s é g e l e m é n e k e g y i l y e n d i r e k t f e l b o n t á s a l a p j á n t ö r t é n ő e l ő á l l í t á s á b a n c s a k 
v é g e s s o k k o m p o n e n s l e h e t O - t ó l k ü l ö n b ö z ő . ) 
M i n t h o g y t0 a f e l t e v é s s z e r i n t n e m m i n i m á l i s , t a r t a l m a z a O + L d f e l -
t é t e l n e k e l e g e t t e v ő í j b a l i d e á l t . H a L m i n i m á l i s , a k k o r k é s z e n v a g y u n k . H a 
n e m , a k k o r a T0 r e n d s z e r b e n I 0 - t L - g y e l k i c s e r é l v e o l y a n T' f ü g g e t l e n r e n d -
nio 
s z e r h e z j u t u n k , a m e l y n e m m a x i m á l i s , m i n t h o g y a z L + 2 f o i d i r e k t ö s s z e g 
t = i 
n e m t a r t a l m a z h a t j a í 0 - n a k o l y a n e l e m e i t , a m e l y e k n i n c s e n e k L - b e n . A 7 ' r e n d -
s z e r t b a l i d e á l o k m a x i m á l i s f ü g g e t l e n r e n d s z e r é v é k i e g é s z í t v e a Ti = ( L , f o i , 
. . . , fom0, f a , . . . , Lm,) r e n d s z e r h e z j u t u n k , a h o l mx t e r m é s z e t e s s z á m , t e h á t a 
Tx r e n d s z e r t ö b b b a l i d e á l t t a r t a l m a z , m i n t a T0 r e n d s z e r . 
M o s t i s m é t e l j ü k m e g a z e l ő z ő b e k e z d é s e l j á r á s á t l0 h e l y e t t L - r e é s 7 0 
h e l y e t t T ^ r e . E z t a z e l j á r á s t f o l y t a t v a v é g e s , m o n d j u k a z / - e d i k l é p é s b e n 
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f e l t é t l e n ü l i» m i n i m á l i s b a l i d e á l h o z k e l l j u t n u n k , m i n t h o g y a z e l l e n k e z ő 
e s e t b e n a z ö s s z e s 
Ko — (foi , , fom0), 
К ) = (foi , . : fűm», f i l , • • fim,) 
K j = (foi , . . . , fom„, f i l , • • • , fim,, . . . , f /1, . . . , f/m,) 
r e n d s z e r e k K * u n i ó j a v é g t e l e n s o k b a l i d e á l f ü g g e t l e n r e n d s z e r e v o l n a , e z 
a z o n b a n n e m l e h e t s é g e s , m i n t h o g y K*-ot m a x i m á l i s r e n d s z e r r é k i e g é s z í t v e 
(2C) a l a p j á n a j o b b e g y s é g e l e m e s R g y ű r ű v é g t e l e n s o k b a l i d e á l d i r e k t ö s s z e -
g e k é n t á l l n a e l ő . 
T e k i n t s ü k m o s t R m i n i m á l i s b a l i d e á l j a i n a k v a l a m e l y 5 m a x i m á l i s f ü g -
g e t l e n r e n d s z e r é t . 5 a z R ö s s z e s b a l i d e á l j a i n a k h a l m a z á b a n i s m a x i m á l i s , 
m i n t h o g y a f e n t i e k s z e r i n t R b á r m e l y O - t ó l k ü l ö n b ö z ő b a l i d e á l j a t a r t a l m a z 
m i n i m á l i s b a l i d e á l t , s e z m á r f ü g g a z 5 r e n d s z e r t ő l . í g y a ( % ) f e l t e v é s a l a p -
j á n R v é g e s s o k m i n i m á l i s b a l i d e á l d i r e k t ö s s z e g e : 
( 2 5 ) 5 = = m , + • • • + « ! ( . 
L e g y e n R t e t s z ő l e g e s 0 - t ó l k ü l ö n b ö z ő q e l e m é n e k ( 2 5 ) s z e r i n t i e l ő á l l í t á s a 
(26) e = Pi + ••• (pi(mi-y i = \,...,t). 
M i n t h o g y а о e l e m e t b a l r ó l 5 - n e k p o n t o s a n a z o k a z e l e m e i a n n u l l á l j á k , a m e l y e k 
a ( 2 6 ) f e l b o n t á s b a n s z e r e p l ő v a l a m e n n y i / n k o m p o n e n s e t i s a n n u l l á l j á k , a z ( 3 ) 
f e l t é t e l i g a z o l á s á h o z n y i l v á n e l e g e n d ő a z t m e g m u t a t n u n k , h o g y m £ t e t s z ő l e g e s 
а(ф 0 ) e l e m é n e k A b a l o l d a l i a n n u l l á t o r a 5 - n e k m a x i m á l i s b a l i d e á l j a . L e g y e n 
<J(R, о $ A. ( I l y e n о e l e m b i z t o s a n l é t e z i k , m i n t h o g y m ; ö s s z e s o l y a n ß e l e -
m e i , a m e l y e k r e Rß=0, 5 - n e k e g y tn í b a l i d e á l j á t a l k o t j á k , a m e l y m £ m i n i m a -
l i t á s a m i a t t v a g y 0 , v a g y m £ . m í = nii a z o n b a n n e m á l l h a t , m i n t h o g y a z 5 
g y ü r ü с j o b b e g y s é g e l e m é n e k a ( 2 5 ) d i r e k t f e l b o n t á s a s z e r i n t i e l ő á l l í t á s á b a n 
f e l l é p ő í ' - e d i k fi; k o m p o n e n s é r e 5 f i ; = m ; 4 = 0 . ) E k k o r Оф о а ( ( т ) , s a z á r ó -
j e l b e n á l l ó m e g j e g y z é s a l a p j á n Roa = vai, t e h á t v a n o l y a n т ( £ 5 ) е 1 е т , h o g y 
xoa = a. E z t f e l h a s z n á l v a ( g — = — f i ( r a « ) = = 0 , t e h á t e — s r o ( A 
a d ó d i k . E z a z t j e l e n t i , h o g y s Ь е п и е v a n az A és a о á l t a l g e n e r á l t а„ = {А, о} 
b a l i d e á l b a n , s m i n t h o g y 5 f i 5 , e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y aCT = 5 . 
( 5 ) = ф > ( р . T e g y ü k f e l , h o g y ( 5 ) t e l j e s ü l . E k k o r , m i n t h o g y a z 5 g y ü r ü 
g j o b b e g y s é g e l e m é n e k b a l o l d a l i a n n u l l á t o r a 0 , 5 - n e k v a n v é g e s s o k o l y a n 
m a x i m á l i s b a l i d e á l j a , a m e l y e k m e t s z e t e 0 . 
( J ) = > ( & ) . T e g y ü k ' f e l , h o g y U i , . . . , : u с Щ а п m a x i m á l i s b a l i d e á l o k a z 
5 g y ű r ű b e n , h o g y 
( 2 7 ) l u f i • • • n n f c = 0 
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t e l j e s ü l , v i s z o n t ( 2 7 ) e l v e s z t i é r v é n y é t , h a a s z e r e p l ő m a x i m á l i s b a l i d e á l o k 
b á r m e l y i k é t t ö r ö l j ü k . M e g m u t a t j u k , h o g y e k k o r F e l ő á l l í t h a t ó а к s z á m ú 
( 2 8 ) a i = n'i П • • • Л t t í - i П n ; + i n • • • П nfc (i = \,...,k) 
m i n i m á l i s b a l i d e á l o k d i r e k t ö s s z e g e k é n t . E l ő s z ö r i s b e b i z o n y í t j u k , h o g y a ; m i n i -
m á l i s b a l i d e á l ( / = 1 , . . . , k ) . M i v e l u g y a n i s f e l t e v é s ü n k s z e r i n t ( 2 7 ) - b e n e g y e t -
l e n n» s e m t ö r ö l h e t ő , с и ф О ; t o v á b b á u g y a n c s a k ( 2 7 ) s z e r i n t си é s m d i r e k t 
ö s s z e g e t g e n e r á l . V é g ü l , m i n t h o g y n, c r a , + n t R, m m a x i m á l i s v o l t a m i a t t 
F = (h + n t 
R = Û2 + n 2 ( 2 9 ) : 
R = cik + nk, 
a h o l a m á s o d i k , . . F - a d i k e g y e n l ő s é g e k i s a z e l s ő h ö z h a s o n l ó a n a d ó d n a k . 
K ö v e t k e z i k e z e k b ő l , h o g y a , m i n i m á l i s b a l i d e á l j a F - n e k . 
M á r m o s t a ( 2 9 ) a l a t t i m á s o d i k e g y e n l ő s é g e t s p e c i á l i s a n nx e l e m e i r e 
a l k a l m a z v a a z t n y e r j ü k , h o g y 
( 3 0 ) П х = = а 2 + Пх Л n 2 . 
A z e m l í t e t t e g y e n l ő s é g n i v a l a m e l y e l e m é n e k e l ő á l l í t á s á r a v a l ó a l k a l m a z á s a k o r 
u g y a n i s a j o b b o l d a l i e l s ő k o m p o n e n s i s t i i - b e l i e l e m ( l á s d ( 2 8 ) ) , s í g y a 
m á s o d i k k o m p o n e n s П х Л п 2 - Ь е t a r t o z ó e l e m . E n n é l f o g v a ( 3 0 ) b a l o l d a l a r é s z e 
a j o b b o l d a l n a k , d e a m e g f o r d í t o t t t a r t a l m a z á s i s n y i l v á n v a l ó . — H a s o n l ó a n 
a l k a l m a z v a a ( 2 9 ) a l a t t i h a r m a d i k e g y e n l ő s é g e t Пх л n 2 e l e m e i r e , a n e g y e d i k e t 
П 1 Л П 2 Л П 3 e l e m e i r e , s . i . t . , r e n d r e n y e r j ü k , h o g y 
ni л n2 = а3 + n, Л n2 Л n3 
Пх л п 2 л п 3 = = а 4 + П х л п 2 Л п 3 л n 4 
Пх п п 2 Л ••• Пп*-1 = а* + пх Лп2П ••• Лпд = а к . 
H a m o s t F = (ti + Их-be ( 3 0 ) a l a p j á n , m a j d a z í g y k a p o t t e g y e n l ő s é g b e r e n d r e 
a l e g u t ó b b i ö s s z e f ü g g é s e k a l a p j á n h e l y e t t e s í t ü n k , a k k o r v é g ü l 
F = ax + a 2 - j И д 
a d ó d i k , s é p p e n e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n u n k . 
E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s á t b e f e j e z t ü k . 
H o g y a „ k i e g é s z í t é s " i s é r v é n y e s , k ö v e t k e z i k a b b ó l , h o g y a t é t e l „ d u á l i s á t " 
t e l j e s e n a n a l o g m ó d o n b i z o n y í t h a t j u k , s h o g y p l . a ( S ) f e l t é t e l „ ö n d u á l i s " . 
A r r a , h o g y a z (él) f e l t é t e l é s „ d u á l i s a " e k v i v a l e n s e k , a t é t e l b i z o n y í t á s a k ö z -
b e n e g y k ö z v e t l e n b i z o n y í t á s t i s n y e r t ü n k . ( L á s d a z ( é l ) = = > ( á S ) k ö v e t k e z t e t é s t 
é s a 3 l á b j e g y z e t e t . ) 
7* 
3 1 4 KERTÉSZ A. É S S T E I N F E L D О. : A FÉLIGEGYSZERÜ GYŰRŰK JELLEMZÉSEIRŐL 
IRODALOM 
[1] A R T I N , E.: Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Abh. Hamburg, 5 (1927)251—260. 
[2] A R T I N , E . — N E S B I T T , C. J . — T H R A L L , R. M.: Rings with minimum condition, Ann Arbor, 1954. 
[3] F U C H S , L.—SZELE, T.: Contribution to theory of semi-simple rings, Acta Math. Acad. 
Sei. Hung., 3 (1952) 235 -239 . 
[ 4 ] G O L D M A N , O . : A characterization of semi-simple rings with the descending chain con-
dition, Bull. Amer .Math. Soc., 52 (1946) 1021—1027. 
[5] K E R T É S Z , A.: The general theory of linear equation systems over semi-simple rings, 
Publ. Math. Debrecen, 4 ( 1 9 5 5 ) 7 9 — 8 6 . 
[6] K E R T É S Z , A . : Vizsgálatok az operátormodulusok elméletében, I I . , Magyar Tud. Akid. 
Math. Fiz. Oszt. Közi., 9 (1959) 15—50. 
[ 7 ] K E R T É S Z , A.: Beiträge zur Theorie der Operatormoduln, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 
8 (1957) 235—257. 
[8] N O E T H E R , E . : Hyperkomplexe Größen und Darstellungstheorie, Math. Z., 3 0 (1929) 
6 4 1 - 6 9 2 . 
[9] S T E I N F E L D , O.: On ideal-quotients and prime ideals, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 4 
(1953), 289 -298 . 
[ 1 0 ] S T E I N F E L D , О . : Über die Quasiideale von Ringen, Acta Sei. Math. Szeged, 17 ( 1 9 5 6 ) , 
170 -180 . 
[11] S T E I N F E L D , O.: Bemerkung zu einer Arbeit von T. Szele, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 
6 (1955) 479—484. 
[12] VAN DER W A E R D E N , B. L.: Moderne Algebra IL, Berlin, 1940. 
[13] W E D D E R B U R N , J . H. M.: On hyperkomplex numbers, Proc. London Math. Soc., (2) 2 6 
(1908) 77—118. 
(Beérkezett: 1959. VI. 1.) 
A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 
GREEN-FÜGGVÉNYRE VONATKOZÓ EGYENLŐTLENSÉGEK* 
Irta : D. M. EJDUSZ (Leningrád) 
L e g y e n a h á r o m d i m e n z i ó s t é r k o r l á t o s £2 t a r t o m á n y á n a k a h a t á r a S. 
F e l t e s s z ü k , h o g y a z 5 h a t á r Я - k i t e v ő j ű Ljapunov-felület. T e k i n t s ü k a Laplace-
operatornak a z £2 t a r t o m á n y r a v o n a t k o z ó Dirichlet-feladathoz t a r t o z ó fí(x, y) 
G r e e / t - f ü g g v é n y é t . E z 
a l a k ú , a h o l rxy a z £2 t a r t o m á n y x é s у p o n t j a k ö z ö t t i t á v o l s á g , g(x, y) p e d i g 
a G r e e n - f ü g g v é n y r e g u l á r i s r é s z e . A g(x, y) f ü g g v é n y n e m k o r l á t o s í 2 X í 2 - b a n , 
é r v é n y e s a z o n b a n a 
e g y e n l ő t l e n s é g . LEVY [ 3 ] c i k k é b e n k í s é r l e t t ö r t é n t a g(x, y) d e r i v á l t j a i r a v o n a t -
k o z ó a n a l o g e g y e n l ő t l e n s é g b e b i z o n y í t á s á r a , d e a z o t t k ö z ö l t m e g f o n t o l á s o k 
h i b á s a k . [ 2 ] k ö z l e m é n y ü n k b e n r ö v i d í t v e i s m e r t e t t ü k a 
(1) \Dg(x,y)\^cM 
e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s á t ; i t t Dg(x, y) a z e g y i k p o n t b á r m e l y i k k o o r d i n á t á j a 
s z e r i n t v e t t e l s ő d e r i v á l t a t , с
г
 p e d i g c s a k „ Q - t ó l f ü g g ő á l l a n d ó t j e l e n t ( a z i l y e n 
á l l a n d ó k a t a t o v á b b i a k b a n c - v e l j e l ö l j ü k ) . 
A j e l e n c i k k 1 . § - á b a n b e b i z o n y í t j u k , h o g y a 
s 
f ü g g v é n y b i z o n y o s é r t e l e m b e n a g(x,y) f ü g g v é n y f ő r é s z e . N e v e z e t e s e n b e b i -
z o n y í t j u k , h o g y ß x ß - b a n 1 f e n n á l l n a k a 
( 2 ) \ g i ( x , y ) \ ^ c M , 
(3) \g(x,y) -gi{x,y) \^wï Iccy 
* Математический Сборник 45 (87), (1958) 455—470. 
1
 £2 mindig nyílt tartományt jelent. 
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e g y e n l ő t l e n s é g e k , t o v á b b á a z e l s ő d e r i v á l t a k r a v o n a t k o z ó a n a l ó g e g y e n l ő t l e n -
s é g e k , a m e l y e k b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k ( 1 ) . A 2 . § - b a n a m á s o d r e n d ű d e r i -
v á l t a k a t v i z s g á l j u k . 
I s m e r t e t j ü k a f e l h a s z n á l a n d ó j e l ö l é s e k e t . A t, x, y, z, u, v, w b e t ű k k e l a z 
Í 2 + 5 h a l m a z p o n t j a i t j e l ö l j ü k . L e g y e n / ( u ) a z « ( Í 2 p o n t f ü g g v é n y e , a k k o r 
Dkf(x)~szel f o g j u k j e l ö l n i a z и p o n t k o o r d i n á t á i s z e r i n t k é p e z e t t b á r m e l y i k 
A r - a d r e n d ü d e r i v á l t é r t é k é t a z x p o n t b a n . H a f(u, v) k é t p o n t f ü g g v é n y e , a k k o r 
Dkf(u, v ) - v e l j e l ö l j ü k a z e l ö l á l l ó и p o n t k o o r d i n á t á i s z e r i n t v e t t L - a d r e n d ű 
d e r i v á l t a k a t . 
T a r t o z z é k a t p o n t a z 5 f e l ü l e t h e z . 5 í < r v a l f o g j u k j e l ö l n i 5 - n e k a t k ö z é p -
p o n t ú , d s u g a r ú g ö m b b e l s e j é b e n f e k v ő r é s z é t . nt-xt 1 j e l ö l j ü k 5 k ü l s ő n o r -
m á l i s á t a t p o n t b a n , T - v é l a t p o n t b e l i é r i n t ő s í k o t . H a t é s / a z 5 f e l ü l e t 
p o n t j a i , P t t , - g y e l j e l ö l j ü k a p o n t /7,- től v a l ó t á v o l s á g á t . 
<7-val f o g j u k j e l ö l n i a Ljapunov-féle g ö m b s u g a r á t , a m e l y e t o l y k i c s i n y -
n e k t é t e l e z ü n k f e l , h o g y t e l j e s ü l n e k a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l e k : 
1 . H a t é s ti az S f e l ü l e t p o n t j a i , t o v á b b á rtt,<q, a k k o r r « , < 2 ? « , . 
2 . A k á r m i l y e n / ( 5 p o n t o t v e s z ü n k i s , a z 5 f e l ü l e t 5 t s - b a n f o g l a l t b á r -
m e l y 5 ' d a r a b j á n a k a f e l s z í n e k i s e b b , m i n t a z 5 ' f e l ü l e t d a r a b T - r e v a l ó v e t ü -
l e t é n e k k é t s z e r e s t e r ü l e t e . 
3 . 5 м - п а к T f - r e v a l ó v e t ü l e t e , — a h o l ő t e t s z é s s z e r i n t i , <7-nál n e m n a -
g y o b b s z á m — t a r t a l m a z z a a T - b e n f e k v ő , / k ö z é p p o n t ú , - ^ d s u g a r ú k ö r t . 
A q s u g á r i l y e n m e g v á l a s z t á s a m i n d i g l e h e t s é g e s ( l á s d [1 ] , 1 6 — 1 7 . o l d a l ) . 
L e g y e n x a z Í 2 t a r t o m á n y e g y i k p o n t j a . A k k o r x - s a l f o g j u k j e l ö l n i a z 5 
f e l ü l e t x - h e z l e g k ö z e l e b b e s ő p o n t j á t . J e g y e z z ü k m e g , h o g y x r a j t a v a n л — o n . 
л г - m e l f o g j u k j e l ö l n i a z £2 t a r t o m á n y á t m é r ő j é t . R ö g z í t s ü n k e g y p s z á -
m o t ú g y , h o g y /7 = 3 , p q ^ m . 
Ot»-\al 0 < d < - É ç j j e l ö l j ü k 5 - n e k a z nt t e n g e l y ű , d s u g a r ú k ö r -
h e n g e r á l t a l k i m e t s z e t t é s a / p o n t o t t a r t a l m a z ó r é s z é t . T á - v a l j e l ö l j ü k o t » v e t ü -
l e t é t T - r e . 
L e g y e n cp(t,y) a t£S, y ( í 2 + 5 p o n t o k f ü g g v é n y e . A k k o r - v e i 
j e l ö l j ü k a <p(t, y) f ü g g v é n y n e k ( r ö g z í t e t t y m e l l e t t ) a z nt i r á n y b a n v e t t d e r i -
v á l t j á t a t h e l y e n . ( T e r m é s z e t e s e n i l y e n k o r a cp f ü g g v é n y n e k é r t e l m e z v e k e l l 
l e n n i m m e n t é n i s h e z e l é g g é k ö z e l . ) 
L e g y e n t o v á b b á 
a h o l « 5 , y ( í 2 + 5 . 
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M á r m e g á l l a p o d t u n k a b b a n , h o g y a c s a k í 2 - t ó l f ü g g ő á l l a n d ó k a t o - v e l 
j e l ö l j ü k . H a a z á l l a n d ó f ü g g h e t m é g v a l a m i l y e n a , , o 2 , . . . , a H n u m e r i k u s p a r a -
m é t e r e k t ő l i s , a k k o r с,-(ŰI, Ö2, . . . , ű „ ) - n e l f o g j u k j e l ö l n i . E z e n k í v ü l n é h a 0 - v a l 
é s ki-ve 1 i s f o g u n k j e l ö l n i á l l a n d ó k a t . 
l . § . 
1. LEMMA. Az x, y pontok tartozzanak Q + S-hez, továbbá legyen 
0 a<2, 0^ß<2. Akkor az 
/ / ( x , y ) = J rjf r~yt d Sí 
s 
függvényre fennáll a + ß> 2 esetén az 
F0(x,y)^cs(cc,ß)iiixva-ß, 
a - f ß = 2 esetén az 
F0(x, y)^Crö(a,ß)|ln Гху j, 
a-fß<2 esetén az 
F0(x,y)^c6(a,ß) 
egyenlőtlenség. 
Н а a z x , у p o n t o k 5 - h e z t a r t o z n a k , a k k o r e z e k n e k a z e g y e n l ő t l e n s é g e k -
n e k a b i z o n y í t á s a s z e r e p e l a z [1 ] k ö n y v b e n ( 1 5 6 — 1 5 8 . o . ) . A l e m m a b i z o n y í -
t á s a h a s o n l ó m ó d o n v é g e z h e t ő , e z é r t e l h a g y j u k . 
2 . LEMMA. Legyen <p{t,y), ahol t f S , ' y f L 2 , at pont folytonos függvé-
nye. Tegyük fel, hogy minden t f S , у £02 pontpárra teljesül a 
(4) f f ( t , y ) \ ^ F n ; 
egyenlőtlenség, ahol kx állandó. Ezenkívül legyen minden yfS2-ra 
( 5 ) \W(t,y)\dSt^k2, 
s 
ahol ko állandó. Akkor az 
F(x, y) = J* rj" <p (t, y)dSt 
s 
függvényre, ahol 0 ^ « < 2 , X Ç Í 2 + 5 , y f í 2 , fennáll az 
( 6 ) I F & y Á ^ k ^ K . a y " 
egyenlőtlenség. 
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BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 p r x - < rxy. V e z e s s ü k b e a 2=SX» 
j e l ö l é s t , a h o l ô=p1rxy. í g y ô^q. L e g y e n t(2\ a k k o r , m i n t k ö n n y e n l á t h a t ó , 
Г ь у Ш - т у Г
х у
. ( 4 ) f o l y t á n 
a 
Г - « /7 w o ^ 16ягАг1 f , „ . 1 6 n k i p " - ' 1 
r*t <p(t, y)dSt 2 — 9 l adç = 
J Су J (2—cc)rxy 0 
M o s t l e g y e n t(S—2. A k k o r 2 p r x t ^ r x y . Az ( 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k a p j u k : 
r'Jcp(t, y)dSt I ^ kf2p)arxay. 
s-s 
I n n e n k ö v e t k e z i k ( 6 ) . 




, a ( 6 ) e g y e n l ő t l e n s é g ( 5 ) - b ő l a d ó d i k . 
3 . LEMMA. Bármely z(S, z,(S, y(í2 + S ponthármasra, amely eleget 
tesz az г
гч
 ^ 6rzy ( 0 < Ö < 1 ) feltételnek, érvényes a 
ITÍ(Z, y) — Tl(z,, y)J ^с%(в)(ггу rZZl + hyÓQ 
egyenlőtlenség. Abban a speciális esetben, amikor y(S, teljesül a 
\ r f z , y)-TI(zu у)фс9(0)(Д3г2А + r f j r í ) 
egyenlőtlenség. 
E l e m m a e g y s z e r ű b i z o n y í t á s á t e l h a g y j u k . 
4. LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol « 5 , у ( f f a t pont folytonos függvénye 
és teljesüljön rá a 
(7) 
egyenlőtlenség, ahol 0 < « ^ 2 (ha и ^ 2, akkor még feltesszük, hogy fennáll 
az ( 5 ) egyenlőtlenség). Vezessük be a 
Ф(Г,у)= \TX(Z, t)cp(t, y)dSt 
s 
jelölést. Akkor bármely z(S, z,(S, y(Li ponthármasra, amely eleget tesz az 
r22,^0г
гу
 ( O < 0 < 1 ) feltételnek, érvényes a 
10(z, у)-Ф(г„у)\укс
п
(в, a, ks, l')«tar,4 + r;fríf 
egyenlőtlenség, ahol X tetszés szerinti, k-nál kisebb pozitív szám.2 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n 20 = Sza, a h o l ô = 6rzy, t o v á b b á = SZÍ,, a h o l 
+ = - ^ ( 1 + 0 ) / + . A k k o r 
Ф(г, y) = J T,(Z, f)cp(t, y)dSt + j r f z , t)<p(t, y)dSt= Ф , « , у) + Ф2(Г, у). 
s-s, s, 
2
 a = 2 esetén c10 függ még Ars-töl is. 
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2 0 
L e g y e n / £ 5 — 2 , ; a k k o r ^ g г
л
. A l k a l m a z v a a z,zut p o n t o k r a a 3 . 
l e m m á t , k a p j u k : 
IФ,(г, у)-Ф1(г1,у)\шса(в) I (гфгщ + г:?гф\<рфy)\dSt. 
I n n e n 
I Ф ф , у ) - Ф ^ , у ) \ ^ к 3 ( с ф в ) г ^ - 3 + с 1 3 ( в ) & / ф 2 ) f r ï r f d S t , 
S 
et 
a h o l h = 2 — y . A z a < 2 e s e t b e n a z 1 . l e m m a a l a p j á n 
I Ф , ( г , у ) - Ф , ( z x , у ) \ ш к 3 с и ( в , a ) ( t f / + + r j f t ) . 
а = 2 e s e t é n a z ( 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö v e t k e z i k : 
I Ф , ф у ) Ф , ( Z j , у ) | + Е с ф Щ г ф г ^ + 
M o s t l e g y e n / £ 2 , . ; a k k o r ö ) r 2 ! / . ( 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a / £ 2 Í 
p o n t o k r a 
( 8 ) + « ) / • : ; . 
V e z e s s ü k b e a 
ф ( / , у ) h a / £ 2 X 
= h a / £ 5 - 2 7 
j e l ö l é s t . A k k o r 
Ф2(2,у) = |т1(г, t)yp(t,y)dSt. 
s 
[ l ] - b e n b e v a n b i z o n y í t v a ( 7 7 — 8 0 . o . ) , h o g y a 
P(Z) = J T , ( Z , 
s 
f ü g g v é n y r e , a h o l p ( t ) a z 5 f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t k o r l á t o s f ü g g v é n y , t e l j e s ü l a 
\P(z)-P(zj)\ ü с 1 7 ( / ' ) ф s u p | , м ( / ) | 
e g y e n l ő t l e n s é g , a h o l г £ 5 , г + 5 , О < Я ' < Я . I n n e n é s ( 8 ) - b ó l k ö v e t k e z i k : 
I Ф 2 ( + у ) — Ф а ф , y ) | + к3с18(в, a, T)rfrLx. 
E z z e l a l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 
5 . LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol t£S, у £ Í2, a t pont folytonos függvénye 
és teljesüljön rá a ( 7 ) egyenlőtlenség valamely a>0 mellett. Tegyük fel, hogy 
vannak olyan pozitív в, T, k, állandók (6> < 1 , л ' + Я ) , hogy bármely az г
н
,Швrty 
feltételnek eleget tevő t^S, ö £ 5 , y £ Í 2 ponthármasra fennáll a 
( 9 ) 1 7 ( 7 У)-9&,У)\Ш k i i r t " rttl + r f t ) 
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egyenlőtlenség. Legyenek az xj£í, yj£> pontok olyanok, hogy 2prxx^rxy. 
ß 
Vezessük be a oxi = o jelölést, ahol ô = — rxy. Akkor az zp 
F(u) = jr-J<p(t, y)dS, 
(T 
\ 
függvénynek az x pontban vett DF(x) deriváltja eleget tesz a 
\DF(x)\^Ci9(k3, ki, a, Ifr'M" 
egyen lőtlenségnek. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n t£o. A Q = Qm j e l ö l é s m e l l e t t f e n n á l l rxt = "2-Q- I n n e n , 
3 
f e l h a s z n á l v a , h o g y г
х у
Ш - т - г
х у
, k a p j u k : r x t ^ 0 r x y . K ö v e t k e z é s k é p p e n 
( 1 0 ) | 9 > ( x , y)—<p(t, y)I + kMaWMui + U'Mt). 
( 7 ) - b ő l é s a z rty^-Lrxy e g y e n l ő t l e n s é g b ő l a d ó d i k : 
( 1 1 ) \ < p ( f y ) \ ^ " k 3 r : a 
B e c s ü l j ü k m e g e l ő s z ö r a ^ d e r i v á l t a t , a h o l n az nx n o r m á l i s i r á n y a . 
K a p j u k : 
dF(x)_ rcos(rxt, nj) c o s ( r x f , n,) . , Ç c o s ( r , , t , nj) 
д 
( x ) = r c o s ( r . , % ) 7 С 0 8 ( ^ , Я , ) r ç o s ( j A n f f ^ ^ 
n J rrt J rjt 
[1 ] 7 8 . o l d a l á n b e v a n b i z o n y í t v a a 
I COS (rxt, n f ) — COS (rx,, fit) I = C21Ы 
e g y e n l ő t l e n s é g . E b b ő l é s a ( 1 1 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö v e t k e z i k : 







H a s z n á l j u k f e l a z 
( 1 2 ) C l n S t o d & a ^ c . M £ 2 ) 
J lit 
s 
e g y e n l ő t l e n s é g e t ( l á s d [1 ] , 2 7 5 . о . ) . ( 1 l ) - b ő l k a p j u k : 
f c o s ( r r n , ) ^ 
J rrt 
= 4 к3с^гху. 
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E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k a 
dF(x) 
dn = Сл(кл, a) rxy 
e g y e n l ő t l e n s é g e t . 
B e c s ü l n ü n k k e l l m é g a z F(u) f ü g g v é n y n e k a z S f e l ü l e t 3c p o n t b e l i v a l a -
m e l y é r i n t ő j e i r á n y á b a n v e t t d e r i v á l t j á t a z x h e l y e n . J e l ö l j e a z x p o n t h o z t a r -
t o z ó l o k á l i s k o o r d i n á t a r e n d s z e r t e n g e l y e i t 5 , rj, n, a h o l a | é s r\ t e n g e l y a z 5 
f e l ü l e t 3c p o n t b e l i é r i n t ő s í k j á b a n f e k s z i k . L e g y e n e k a t f o p o n t k o o r d i n á t á i a 
l o k á l i s r e n d s z e r b e n rí, rí, a z и p o n t é i p e d i g n . A k k o r 
дF(x)_ С ^ ^ > у ) _ ф у))(18( + ф ) у ) 
J rxt J rxt 
( 1 0 ) a l a p j á n 
Р т Ы ^ ) - ^ ) ) ^ . 
J Txt 
= С-л(к4, a, l')r A'-A-A 
H a s z n á l j u k f e l a z [1 ] 3 4 4 . o l d a l á n b e b i z o n y í t o t t a l á b b i e g y e n l ő t l e n s é g e t : 
' l o il dSt 
a h o l xfQ, 2 d < q . K a p j u k : 
d F(x) 
dt 
A l e m m á t b e b i z o n y í t o t t u k . 
\c2í(k3, k.u a, l')f A'-A-A 
6. LEMMA. Legyen <p{t,y), ahol t f S , y E L2, a t pont folytonos függvénye 
és tegyen eleget a következő feltételeknek: 
a ) Minden t f S , yfS2 mellett fennáll a ( 7 ) egyenlőtlenség, ahol 0 < a ^ 2 
(ha a== 2, akkor még feltesszük, hogy minden y f í é pontra teljesül ( 5 ) ) . 
b ) Vannak olyan pozitív 6,l',k4 állandók (ö< 1, l'S l), hogy bármely 
az rttl v 0rly feltételnek eleget tevő t f S , t , f S , y££2 ponthármasra fennáll a 
( 9 ) egyenlőtlenség. 
Akkor az 
F(x,y) = jr-Jq>(t,y)dSt ( x E ß , y E ß ) 
függvény DF(x,y) deriváltjaira érvényes a 
egyenlőtlenség. 
DF(x, y) I ^ c28(k2, k3, kt, a, l', в)гхух~" 
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BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 Р Г - > Г , . A b b a n a z e s e t b e n , 
amikor « = 2, (5)-ből következik: 
\DF(x,y)\^4p2k2rxy. 
. . .
 a s - L a i e l ö l é s t . A k k o r ( 7 ) - b ő l é s a z 1 . A z « < 2 e s e t b e n v e z e s s ü k b e a ß—
 2 « l e i u l c 
lemmából adódik: 
1 DF(x, y)\*k á (2P)T W « ) * -
Legyen most 2 р г . , * г . . . Az F(a,y) függvényt két részre bontjuk: 
/•q. Az 5. 
ahol « az fí tartomány tetszés szerinti pontja, o - o * . d
 2 p 
lemma szerint ^ ^ 
V T о 9 nr ~>r esethez hasonloan, 
Továbbá ha akkor így, a 2prxx>rxy 
kaPjUka
 \DF2(x,y)\^UK,k3,a,e)Cy 
egyenlőtlenséget. Ezzel a lemmát bebizonyítottuk. 
gY
 , . . /о\з valamint a következő egyen-1 . TÉTEL. QXQ-ban érvenyes ( 2 ) e s ( 3 ) , vaiamuu 
lőtlenségek: 
( 1 3 ) \Dg,(x,y)\^rxv, 
ahol X tetszés szerinti, Я-nál kisebb szám. 
BIZONYITÁS. Tartozzék az X és y pont ß - h o z . Akkor 
j _ п m ^ d s , 
( 1 5 ) g(x>y) —
 4 í r J T x t dm 
s 
l n n e
" „ , 1
 + _ L ( i ° ° m d S , . 




На Я = 1, akkor a (3) egyenlőtlenséget a következőképpen kell írni: 
ahol £ tetszés szerinti pozitív szám. 
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L e g y e n г a z 5 f e l ü l e t p o n t j a ; a k k o r ( 1 6 ) - b ó l k ö v e t k e z i k : 
s 
L e g y e n 
ri+1(z, u) = I т;(г, t)rßt, u)dSt, 
a h o l z(S, u(P2 + S. ( 1 7 ) i s m é t e l t a l k a l m a z á s á v a l k a p j u k : 
dG(z,y) Ф / : , f / n d G ( / , y ) , c 
dth = STi(г 'y>+ J T ! ' > dm dS>' (18) 
+ 1 . A z 1. l e m m a é r t e l m é b e n m i n d e n a h o l / - e t ú g y v á l a s z t j u k , h o g y / = 
z(S, t(S p o n t p á r r a é r v é n y e s a 
( 1 9 ) | т
г
( г , Ö l h e s s 
e g y e n l ő t l e n s é g . A ( 1 2 ) e g y e n l ő t l e n s é g e t á t í r h a t j u k a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 
( 2 0 ) ^ ( L y f d S t ^ k C u . 
s 
( 2 0 ) - b ó l a z 1. é s 2 . l e m m a a l a p j á n k ö v e t k e z i k : 
(21) Z M z , y) 
1=1 
~ C35 Ггу . 





dSt = 1. 
( 1 8 ) - b ó l ( 2 1 ) , ( 1 9 ) é s ( 2 2 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 
dG(z,y) ( 2 3 ) 
( 1 5 ) - b ő l é s ( 1 7 ) - b ő l a d ó d i k : 
dn. = ü СзвГгу • 
a h o l 
1 Г 1 
§ (*, У) = gi (x, y) + J — % (z, УУd S:, 
s 
9 o ( z , y ) = \ T 1 ( z , t ) ^ ^ d S t , 
s 
« 
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( 2 0 ) - b ó l é s a 2 . l e m m á b ó l k ö v e t k e z i k a ( 2 ) e g y e n l ő t l e n s é g , a 3 . é s 6 . l e m -
m á b ó l p e d i g a ( 1 3 ) e g y e n l ő t l e n s é g . B e c s ü l n ü n k k e l l m é g a 
( 2 4 ) Ф 0 ( х , y)=g(x, y)—gi{x, y) = ^ J^rTo«, y)dSz 
s 
f ü g g v é n y t . ( 2 2 ) - b ő l é s ( 2 3 ) - b ó l a 2 . l e m m a s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 
(25) \<p0(z,y)\^cnrif, 
a h o l z ( 5 , y ( í 2 , e b b ő l p e d i g a z 1. l e m m a é r t e l m é b e n k ö v e t k e z i k ( 3 ) . 
( 2 2 ) é s ( 2 3 ) s z e r i n t a <p„(z, y) f ü g g v é n y r e a l k a l m a z h a t ó a 4 . l e m m a . 
E b b ő l a l e m m á b ó l a d ó d i k , h o g y b á r m e l y , e g y m á s s a l a z f e l t é t e l 
ú t j á n ö s s z e k a p c s o l t z (S , zx(5, y ( í 2 p o n t h á r m a s r a f e n n á l l a 
(26) ! 9>o(z, y ) — % ( Z i , y) I с,ф')(rL/'rZZl + rjy f f ) 
e g y e n l ő t l e n s é g . ( 2 5 ) - b ő l é s ( 2 6 ) - b ó l a d ó d i k , h o g y а Ф0(х, у) f ü g g v é n y r e a l k a l -
m a z h a t ó a 6 . l e m m a a z a = 2 — A v á l a s z t á s s a l . E b b ő l a l e m m á b ó l k ö v e t k e z i k ( 1 4 ) . 
A t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
2. §. 
E b b e n a p a r a g r a f u s b a n f e l t e s s z ü k , h o g y a z 5 f e l ü l e t a z L2 o s z t á l y b a 
t a r t o z i k v a l a m i l y e n A < 1 k i t e v ő m e l l e t t ( a z L2 o s z t á l y d e f i n í c i ó j á t l á s d [ 1 ] 1 2 0 . 
o l d a l á n ) . M i n d e n i l y e n t u l a j d o n s á g ú f e l ü l e t 1 k i t e v ő j ű Ljapunov-felület. L e g y e n 
<p(t)at£S p o n t f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e . Di<p(t)-ve 1 ( / = 1 , 2 , 3 ) 
f o g j u k j e l ö l n i a </>(/) f ü g g v é n y f e l ü l e t i g r a d i e n s é n e k v e t ü l e t e i t a r ö g z í t e t t x 1 ; x2, x 3 
t e n g e l y e k r e . H a <p(t,u) a / ( 5 , + S p o n t p á r f ü g g v é n y e , a k k o r Di<p(t,u)-
v a l j e l ö l j ü k a ( p ( t , u ) f ü g g v é n y f e l ü l e t i g r a d i e n s é n e k v e t ü l e t e i t , m i k ö z b e n a 
m á s o d i k h e l y e n á l l ó и p o n t r ö g z í t e t t . 
7 . LEMMA. Ha z ( 5 , у ( ß + S , akkor fennáll a 
egyenlőtlenség. Ha speciálisan у ( 5 , ЙЛГАГОГ 
| Д т 1 ( г , у ) | ^ с 4 0 г ; ! , 2 . 
Azonkívül bármely, az rzz, ^ вrzy ( 0 < ö < 1 ) feltételt kielégítő z}S, z^S, 
у ( ß + 5 ponthármasra érvényes a 
ф л ф , y ) — Д T] ( 2 ! , у ) Ф c 4 I ( ö ) ( r p r „ , + / • ; ; « , ) 
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egyenlőtlenség. Ha speciálisan y f S , akkor 
I Di г\ (z, y)—Di t , (2,, = C42 ( 0 ) (r ;® r 2 2 l + r 2 ; rí). 
E n n e k a l e m m á n a k a z e l e m i b i z o n y í t á s á t e l h a g y j u k . 
8 . LEMMA.4 Legyen valamely azi ( z f S , 2 D < q) tartományban értelmezve 
egy cp(t) függvény, amelyre teljesülnek a 
( 2 7 ) W Ü l ^ o , 
( 2 8 ) l 9 » ( 0 - 9 ( 0 l S Í « / » 
i = l 
egyenlőtlenségek, ahol tfoző, f €ozó, k\ és a, pozitív állandók, a;=il. Akkor az 
F(v) = J ' T 1 (v, t)cp(f)dSt 
függvény, ahol v f а
г0, differenciálható S mentén, és tetszés szerinti v,v pon-
tokra, amelyek azôrhez tartoznak ( d , = 0 d , 0 < 1 ) , érvényesek a 
n 
( 2 9 ) I DiF(v) I =S к'0сзг(в) + ^ к',д"'си(а), 
г—I 
\DiF(v)—DiF(v')\^ к'0сфв, s0)(уд'1 + у + у-'нГ) + 
( 3 0 ) " 
+ 2" ЫО, at, s)(/ôa' + y"' + у"ге'д1) 
i=1 
egyenlőtlenségek, ahol y = /"„„•, az srk pedig tetszés szerinti pozitív állandók. 
BIZONYÍTAS. L e g y e n e k i], n l o k á l i s k o o r d i n á t á k a 2 p o n t b a n , a h o l a z 
n t e n g e l y Лг -ve l m e g e g y e z ő i r á n y í t á s ú . E k k o r a aZÍ5 f e l ü l e t d a r a b e g y e n l e t e 
n = / ( § , 7 ) a l a k ú l e s z , a h o l a z / ( £ , r ) f ü g g v é n y m á s o d r e n d ű d e r i v á l t j a i l k i t e -
v ő j ű Lipschitz-feltételnek t e s z n e k e l e g e t 7 Á - b a n . J e l ö l j e (t\, v2, v) a v p o n t , 
p e d i g a t p o n t k o o r d i n á t á i t a l o k á l i s r e n d s z e r b e n . L e g y e n w(vxt vj) 
a v p o n t , « ( 4 , 4 ) a t p o n t 7 > r e v a l ó v e t ü l e t e . A k k o r ( l á s d [1 ] , 3 8 9 . o l d a l ) 
( 3 1 ) F(v)=0(w)cos(nv,n), 
a h o l 
0 ( w ) = J Q ( w , u)ip(u)du. 
Tzi 
I t t 
Q(w, «) = 
V ( u ) = \\ + [fí(tu 4 ) ] 2 + Un(4,4)Y<p(t), du = dLdU, 
/ ( 4 , 4 ) — f(vi, v) — ( 4 — vj)fí (Vi, v) — ( 4 — v)f'n (\h , r ) 
[(4—vjf + (4—vjf + (/(4, t j ) - f ( v u r.))4 I
3/, 
4
 H. L. S Z M O Ó C K I J bebizonyított egy tételt ([1], 373. oldal), amelynek analogonja a 
lemma. A bizonyításnál felhasználjuk H. L. S Z M O L I C K I J módszerét. 
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L e g y e n u(Tz6, u'(T-_i. A k k o r a z a 0 = l j e l ö l é s m e l l e t t f e n n á l l 
( 3 2 ) ' \i>(u)\^c„k'0, 
( 3 3 ) 
T e k i n t s ü k e l ö s z ö r a 
I V(«) — | = Gs ^ k'i Für. 
i=о 
^(IV) = JQ (W , u)du 
f ü g g v é n y t , a h o l W(TZÔ, é s v é g e z z ü k e l a 
/ i = Vi + ( > c o s c u , t 2 = с 2 + д s i n o j 
h e l y e t t e s í t é s t . A k k o r 
Я(И7) = | dco I R(v7,v2,Q,m)dQ, 
о 0 
a h o l 
/(l.'l, V2, со) = f ú ' ! COS СО - f - V<> s i n со)'2 ф â' — v\ v\ ( l ' i c o s со + v2 s i n со). 
L e g y e n 0 a k k o r , m i n t k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó , 
dR ( 3 4 ) dvj Ф С б о Д "
1
, 
a h o l y ' = l , 2 . E z e n e g y e n l ő t l e n s é g e k s e g í t s é g é v e l b e b i z o n y í t h a t ó a 
2л 2л I 
дН 
dv-- = j R(v1,v2,l,co)-~dco + j dQ = Hn(w) + Hj2(w) 
Cr,2(6) 
о 0 
e g y e n l ő s é g . 5 L e g y e n w ( 7 Д ; a k k o r dl dVi â c 5 1 ( 0 ) , 
Ő 2 / 
dVidVj JM\-в)д. 
I n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y Т Д - Ь е п 
( 3 5 ) | Я
д
( и 7 ) | ^




W dVi ~ д ' 
a h o l / , у = 1 , 2 . ( 3 4 ) f o l y t á n 7 V b a n 
( 3 7 ) \ H j 2 ( w ) \ ^ C e 6 ô \ 
B e c s ü l j ü k m e g a Hj2 f ü g g v é n y n ö v e k m é n y é t 7 Д - Ь а п . L e g y e n w,w'(Tzt. 
5
 Lásd az analóg megfontolást [1] 382. oldalán. 
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V e z e s s ü k b e a z 
Гиг с P» ?иге' Q > Г«•«•' Yo> dR dVi 
Ri(ih,v2,tut2) = Ri(w; и) 
j e l ö l é s e k e t . J e l ö l j ü k T ' - v e l a z o n u £ T z i p o n t o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k r e p > 2 / 0 . 
L e g y e n ufT', a k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( [ 1 ] , 3 9 0 . o l d a l ) , 
( 3 8 ) с p " 3 + (>YI + 9'"YO)-Ri(w, ы) Ri(w', a) p P ' 
( 3 4 ) é s ( 3 8 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 
( 3 9 ) \Hj2(w)-Hß(w')\^CvYo 1 1 + 
( 3 5 ) , ( 3 7 ) , ( 3 6 ) , ( 3 9 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 7 4 , - b e n é r v é n y e s e k a 
dH 
l n 7 7o 
( 4 0 ) 






( 0 ) , 
Сы(в) 
/ о + С 5 7 / о И + In 
Го 
e g y e n l ő t l e n s é g e k . 
T e k i n t s ü k а Ф ( и > ) f ü g g v é n y t . V e z e s s ü k b e a z 
R(y,, vs. p , со) = R(v,, Vi, tx, f ) = R(w, u) 
j e l ö l é s t . A k k o r p Q ( w , u) = R(w, u). N e m n e h é z b e b i z o n y í t a n i a T:i-ban é r v é n y e s 
( 4 2 ) 




dVi Q ^ p 2 
e g y e n l ő t l e n s é g e k e t . L e g y e n w,w'fTza, u£T'. A k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( [ 1 ] , 3 9 0 . 
o l d a l ) , 
( 4 4 ) J _ F övi о 
_д_ R 
óv, p =
 c6i(/oP 3 4" 7o9 2)-
A ( 3 3 ) , ( 4 2 ) , ( 4 3 ) , ( 4 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l k ö v e t k e z i k 6 a 
( 4 5 ) дФ , , ч дН . ч dvj dVj 
è
 Lásd az analóg megfontolást [1] 385—387. oldalán. 
8 III. Osztály Közleményei IX/3 
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ö s s z e f ü g g é s , a h o l 
T a 
( 3 3 ) - b ó l é s ( 4 3 ) - b ó l a d ó d i k , h o g y F a - b a n 
( 4 6 ) | / j O v ) | 
i=0 « i 
L e g y e n w , Tzô. ( 3 3 ) , ( 4 4 ) , ( 4 3 ) s e g í t s é g é v e l k a p j u k ( l á s d [1 ] , 3 8 7 . o l d a l ) : 
( 4 7 ) \ m - I Á w j \ ^ ± k [ c e 3 ( a j [ Y ^ + Ya0< l „ * 
«=О V / о J 
A ( 3 2 ) , ( 3 3 ) , ( 4 0 ) , ( 4 1 ) , ( 4 5 ) , ( 4 6 ) é s ( 4 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l a d ó d i k ( 2 9 ) 
é s ( 3 0 ) . 
9 . LEMMA. Legyen <p(t, y), ahol t ( S, y ££2, a t pont folytonos függvénye 
és teljesüljenek rá az alábbi feltételek: 
a ) Minden t(S, y ( ß pontpárra fennáll ( 4 ) . Azonkívül minden y ( <2-ra 
érvényes ( 5 ) . 
b ) Vannak olyan 0 és k-, állandók, hogy bármely az rih gj 6rty feltételnek 
eleget tevő t£S, tXS, у ( ß ponthármasra fennáll a 
I <P i f , у) - cp (f ,y)\^k;, (r'ty rtt, + ríj Sít) 
egyenlőtlenség. Vezessük be a 
Ф(Г, У) = J T x ( Z , t)<p(t, y)dSt ( z ( S ) 
s 
jelölést. Akkor minden z(S, y £ ß és / = 1 , 2 , 3 mellett teljesül a 
( 4 8 ) \01Ф(г,у)\^св4(кик2, к-,, в)ríj 
egyenlőtlenség. Azonkívül létezik olyan pozitív 60(6)<\ szám, hogy bármely 
az rzzi^e0rzy feltétel kielégítő z(S, z , £S, y£ß ponthármasra fennáll a 
( 4 9 ) | Д Ф ( г , y)—Di<P(z1,y)\^cIK,(ku к,, k-„ в, k')(rfjr^ + r f 2 rí) 
egyenlőtlenség, ahol k' tetszés szerinti, k-nál kisebb szám. 
B I Z O N Y Í T Á S . V á l a s s z u k a d x > 0 s z á m o t o l y a n k i c s i n e k , h o g y f e n n á l l j a n a k 
a 2 6 x m < q , 4вх<в(\ — 26) e g y e n l ő t l e n s é g e k . V e z e s s ü k b e а Ф = ozil, o" = 
= o,a 3 j e l ö l é s e k e t , a h o l z a z 5 f e l ü l e t e g y i k p o n t j a , di = 61 ггу, d 2 = ~ d i . 
L e g y e n и t e t s z é s s z e r i n t i p o n t S - e n . A k k o r 
Ф(и, y ) = j г\(и, t)cp(t, y)dSt+ I т , ( « , t)(p{t,y)dSt= ФМ y ) + Ф 2 ( « , у ) . 
G R E E N - F Ü G G V É N Y R E V O N A T K O Z Ó E G Y E N L Ő T L E N S É G E K 3 2 9 
L e g y e n / ( 5 — o ' , z + o " . A k k o r r^Ojzy, rzzi^-^rzt. I n n e n é s ( 5 ) - b ő l a 7 . 
l e m m a é r t e l m é b e n a d ó d n a k a 
(50) IД Фх(г, у)\^ с<як2в12 rjy. 
( 5 1 ) \Di01(z,y)-Di Ффиу)\^CvkzieÉr-jr^ + e É r J f o 
e g y e n l ő t l e n s é g e k . M o s t l e g y e n / ( a ' , a'. A k k o r г,
у
Ш( 1 — 2 6 j ) r z y , r,tl^tírty, 
a h o n n a n 
MU у)-срф,у)\ёкф-2в,уа M Ф + Gy fit). 
A 8 . l e m m a é r t e l m é b e n e z e k b ő l a z e g y e n l ő t l e n s é g e k b ő l k ö v e t k e z i k : 
( 5 2 ) ID, Ф2(г, у) I â cm(k,, h ) r f , 






 ,к;„в, L')(r*rzz, + ф ) , 
a h o l г ф о " . ( 5 0 ) - b ő l é s ( 5 2 ) - b ő l a d ó d i k ( 4 8 ) . V e z e s s ü k b e a <9o(i9) = ^ - 0 , 
j e l ö l é s t . A k k o r a z o k a z + S p o n t o k , a m e l y e k r e t e l j e s ü l a z rzz,^60rzy f e l t é t e l , 
o " - h ö z t a r t o z n a k . ( 5 1 ) é s ( 5 3 ) é r t e l m é b e n é r v é n y e s r á j u k a ( 4 9 ) e g y e n l ő t l e n s é g . 
1 0 . LEMMA. Legyen <p(t,y), ahol t}S, Y ( ß , a t pont S mentén folyto-
nosan differenciálható függvénye. Teljesüljenek az alábbi feltételek: 
a) A /(5, y (5 pontpárokra fennállnak a 
\<p(t,y)\^kerlty", 
\Di<p(t,y)\^k7n; 
egyenlőtlenségek, ahol / = 1 , 2 , 3 , 1 < a ^ 3 . a = 3 esetén pótlólag feltesszük, 
hogy érvényes ( 5 ) . 
b ) Léteznek olyan pozitív 0,F,ks állandók ( d e l , T^A), hogy bármely, 
az r,tl^6rty feltételnek eleget tevő t(S, tx}S, y ( ß ponthármasra fennáll a 
I D i < p ( t , y)—D;'f(tx, у ) ф кфМ'Ти + гф" f f , ) 
egyenlőtlenség. 
Akkor az 
F(x, y) = J ^ cp (t, y) dSt (x ( ß , у ( ß ) 
s 
függvény D2 F (x, y ) deriváltjaira érvényes a 
j D2F(x, y ) Y c ; „ ( + , lu, k7, k%, a, в, I'M'"" 
egyenlőtlenség. 
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BIZONYÍTÁS. O k o s k o d j u n k u g y a n ú g y , m i n t a 6 . l e m m a b i z o n y í t á s á n á l . 
E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y 2 p r x x > r x y . A k k o r 
ID2F(x, y)\^cn(k2, ke, a)r'x". 
M o s t t e g y ü k f e l , h o g y 2prxx^rxy. L e g y e n e k a z Í2 t a r t o m á n y t e t s z é s s z e r i n t i 
и p o n t j á n a k k o o r d i n á t á i v a l a m e l y r ö g z í t e t t k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n { u x , u 2 , u j ) . 
A k k o r 
F(u, y ) — J rllcpit, y)dSt + \ rf<p(t, y)dSt = F1(u, y) + F2{u, y), 
S-a a 
ß 
a h o l o = o2a, ő = ^-rxy. H a t^S—o, a k k o r rxt^ő. I n n e n 
zp 
ID2Fx(x, y)\^c7,(k2, ke, а, в)г~". 
FTF2{x, y) b e c s l é s é h e z h a s z n á l j u k f e l a z t a k é p l e t e t , a m e l y m e g a d j a a 
d i f f e r e n c i á l h a t ó s ű r ű s é g ű e g y s z e r ű r é t e g p o t e n c i á l j á n a k a d e r i v á l t j á t ( l á s d [1 ] , 
8 9 . o l d a l ) : 
_ \ ф
М
р y)—xcp(t, y ) c o s ( « t , ut)]rJdSt + 
О " 1 J 
a 
+ J W > y ) c o s (jit, uj) dSt + 
a 
+J r~ul<p(t, y ) [ c o s (nt, u2)dt3—cos ( n t , u3)dt2] = 
L 
= L(u, y) + I2(u, y) + I3(u, y), 
a h o l L а о f e l ü l e t d a r a b h a t á r o l ó g ö r b é j e , x az S f e l ü l e t k ö z é p g ö r b ü l e t e a t 
p o n t b a n , (tx,t2,tj) a t p o n t k o o r d i n á t á i . A z 5 . l e m m a s e g í t s é g é v e l k a p j u k : 
I D l ß x , y) j = C73(Ac, k7, ка, а, в, I j f f " -
A DI2(x,y) d e r i v á l t a k b e c s l é s é h e z a d i f f e r e n c i á l h a t ó s ű r ű s é g ű k e t t ő s r é t e g 
p o t e n c i á l j á n a k d e r i v á l t j a i r a v o n a t k o z ó k é p l e t e t ( [1 ] , 9 3 . o l d a l ) k e l l f e l h a s z n á l n i . 
E z a k é p l e t a k e t t ő s r é t e g p o t e n c i á l j á n a k d e r i v á l t j a i t b i z o n y o s e g y s z e r ű r é t e g -
p o t e n c i á l d e r i v á l t j a i v a l f e j e z i k i , e z e k p e d i g a z 5 . l e m m a s e g í t s é g é v e l b e c s ü l -
h e t ő k . K a p j u k : 
I Dh(x, y)\^cu{ke, k7, A:8, в, l') r í f . 
A z I 3 ( x , у ) i n t e g r á l d e r i v á l t j a i t k ö z v e t l e n ü l l e h e t b e c s ü l n i : 
\DI3(x, y ) | = c7-,(k6, ci, 6 ) r f . 
G R E E N - F Ü G G V É N Y R E V O N A T K O Z Ó E G Y E N L Ő T L E N S É G E K 3 3 1 
E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a z x p o n t b a n 
D dFs(a,y) ÔU, = C76(kB , ki, kg, а , д, Я )rxy 
H a s o n l ó a n b e c s ü l h e t ő k a D ( — — I é s D ( 4 — 4 d e r i v á l t a k . A 1 0 . l e m m á t b e b i -
(du2) [duj 
z o n y í t o t t u k . 
2 . T É T E L . Ha az S felület az I 2 osztályhoz tartozik, akkor Í2 X Li-ban 
fennállnak a 
( 5 4 ) \ D 2 g l ( x , y ) \ ^ r ; l 
( 5 5 ) \ D \ g - g i ) \ ^ c K ( f ) r - l ~ e 
egyenlőtlenségek, ahol s tetszés szerinti pozitív szám. 
BIZONYÍTÁS. A z ( 5 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g k ö z v e t l e n ü l a d ó d i k ( 2 0 ) - b ó l , t o v á b b á 
a 7 . é s 1 0 . l e m m á b ó l . A z (55) e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s á n á l u g y a n a z o k a t a 
j e l ö l é s e k e t f o g j u k h a s z n á l n i , m i n t a z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á n á l , 
í r j u k á t a ( 1 7 ) e g y e n l ő s é g e t a k ö v e t k e z ő a l a k b a : 
( 5 6 ) u(z, y) = -c,(z, y) + cp()(z, y), 
a h o l z Ç S , у (Я, p(z,y) = lJG(z>y) д ^ 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g f e l t e v é s e i n k m e l -
d n z l e t t a ' 
( 5 7 ) \ < P Á z > y ) \ ^ c 7 a r 7 y 
a l a k o t ö l t i . ( 2 6 ) é r t e l m é b e n b á r m e l y , a z r z z i ^ - ^ r z y f e l t é t e l ú t j á n ö s s z e k a p c s o l t 
z ( S , Z i Ç S , p o n t h á r m a s r a é r v é n y e s a 
\cp0(z, y)—<po(zu y)\2cmr:; r':Zi 
e g y e n l ő t l e n s é g . ( 5 6 ) é s a 3 . l e m m a f e l h a s z n á l á s á v a l k a p j u k , h o g y h a r Z Z l ^ - ^ - r z y , 
a k k o r 
( 5 8 ) \p(z, y)—[i(zu y)\ S c 8 1 (r/y FZZ, + Гzy Г22l). 
( 2 2 ) , ( 2 3 ) é s ( 5 8 ) - b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a <p0(z,y) f ü g g v é n y r e a l k a l m a z h a t ó a 
9 . l e m m a , a m e l y n e k é r t e l m é b e n 
( 5 9 ) \Di<pQ(z, y)\ ^cS2üy, 
( 6 0 ) \Di<p0(z, y)—Dicpa(z„ у)12Cs:fX)(r:;rZZí + r:y-'Aó'Zl), 
a h o l Я ' < Я , r z z i ^ 6 0 r z y . 
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M o s t t e k i n t s ü k a 
Ф 0 ( х , у) = \ r'J(po(t,y)dSt 
s 
f ü g g v é n y t . E r r e ( 5 7 ) , ( 5 9 ) é s ( 6 0 ) s z e r i n t a l k a l m a z h a t ó a 10 . l e m m a . E r e d -
m é n y ü l a z t k a p j u k , h o g y < 2 X Í 2 - b a n t e l j e s ü l a 
e g y e n l ő t l e n s é g , a h o l A ' < A . E b b ő l é s ( 2 4 ) - b ő l a d ó d i k ( 5 5 ) . A t é t e l t b e b i z o -
n y í t o t t u k . 
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FÜGGVÉNYEGYENLETEK ÉS ALGEBRAI MÓDSZEREK 
A GEOMETRIAI OBJEKTUMOK ELMÉLETÉBEN, III * 
írta: HOSSZÚ MIKLÓS 
HL. F E J E Z E T 
O B J E K T U M O K A L G E B R Á J A 
A D 1 S Z T R 1 B U T I V I T Á S F Ü G G V É N Y E G Y E N L E T É N E K Á L T A L Á N O S Í T Á S A I 
l . § . Az Xk tér analitikus transzformációkkal szemben 
automorf műveletei 
F o g l a l k o z z u n k a z m-, i l l e t v e A r - d i m e n z i ó s Em,Xk e u k l i d e s i - t é r b e n é r t e l -
m e z e t t 
(17) (xy)u = (xu)(yu), x,y(Xk; u(Em 
d i s z t r i b u t i v i t á s i e g y e n l e t 
xy=G(x,y) ( A ) , x A ' , -> X ) 
m e g o l d á s á n a k m e g h a t á r o z á s á v a l , m i d ő n 
xn E(x, u) (Afc xEm-> Xk) 
a z Xk t é r b i z o n y o s l e k é p e z é s e ö n m a g á r a v a g y ö n m a g á b a , m e l y t ő l a z o n b a n 
i t t n e m k ö v e t e l j ü k m e g a z ( 1 ) t u l a j d o n s á g o t , h a n e m c s a k a z t , h o g y v a n 
e g y s é g e l e m e : 
xe= F(x, e) = x, ( x ( A , . ) , 
t o v á b b á a z e e g y s é g e l e m b á r m e l y k i c s i n y %l k ö r n y e z e t é t ő l m e g k ö v e t e l j ü k , 
h o g y t r a n z i t í v l e g y e n b á r m e l y x ( Xk e l e m n e k e g y k ö r n y e z e t e f e l e t t : 
d i m ( x T í ) = u . 
E z u t ó b b i n y i l v á n c s a k ú g y l e h e t s é g e s , h o g y m g k . 
E z e n k í v ü l G ( x , y ) - r ó l f e l t e s s z ü k , h o g y l e g a l á b b e g y s z e r f o l y t o n o s a n 
d i f f e r e n c i á l h a t ó a z 
X = (Xj, Xo, ..., Xk), y = (y1,y2,.. ,,yK) 
* A dolgozat I. része az MTA 111. Osztályának közleményei IX, 2. számában (1959. 
149—162. old.), 11. része a IX, 3. számban jelent meg (237—253. old). A fejezet és a téte-
lek számozása az előző részek számozásához kapcsolódik. 
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v á l t o z ó k b a n é s ú g y s z i n t é n F(x, u) a z 
« = ( « ! , Ы2, . . « m ) 
v á l t o z ó k b a n . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y a z 
(«j,..., uk)-*F(x, u) 
l e k é p e z é s r ö g z í t e t t x é s uk+i,...,um m e l l e t t a z u = e e g y s é g e l e m k ö r n y e z e -
t é b e n r e g u l á r i s , u g y a n i s e l l e n k e z ő e s e t b e n и h e l y e t t b e l e h e t n e v e z e t n i o l y a n 
v p a r a m é t e r t , a m e l y e z t a f e l t é t e l t k i e l é g í t e n é . E z u t ó b b i l e k é p e z é s r e g u l a r i t á s a 
a z t j e l e n t i , h o g y a 
= ( / , / = 1 , 2 , . . . , Ic) 
d e r i v á l t m á t r i x a z u = e h e l y e n r e g u l á r i s , í g y a f o l y t o n o s , k o r l á t o s 
(18) A (x)^d,HF(x,e) ' 
v e k t o r - m á t r i x f ü g g v é n y s e g í t s é g é v e l b i z o n y o s i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e k t e l j e s ü -
l é s e e s e t é n é r t e l m e z h e t j ü k a l o k á l i s a n i n v e r t á l h a t ó у = f(x) v e k t o r - v e k t o r 
f ü g g v é n y t , m i n t a z 
( 1 9 ) / = = A ( y ) ( / , / = , 1 , 2 , . . . , k ) 
p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r e g y i k m e g o l d á s á t . E z u t á n k i m u t a t j u k , 
h o g y a z x—>x*=f(x) ( l o k á l i s a n i n v e r t á l h a t ó ) l e k é p z é s o l y a n i z o m o r f i z m u s , 
m e l y x y = G ( x , y ) - h o z e g y 
Г ( х , у ) = х + у ( у — x ) ( = x o y ) 
t í p u s ú f ü g g v é n y t r e n d e l a z 
( 2 0 ) ПГ) = G [f(x),f(y)} ( = ( x о
 У
у = x * / ) 
ö s s z e f ü g g é s a l a p j á n . E z u t ó b b i á l l í t á s b i z o n y í t á s a v é g e t t d i f f e r e n c i á l j u k ( 1 7 ) - e t 
p a r c i á l i s a n a z ux,...,uk v á l t o z ó k s z e r i n t , é s h e l y e t t e s í t s ü n k u = e-1, a k k o r a z t 
l á t j u k , h o g y 
duF(G, e) = (dXiG)-dUiF(x, e) + (ü!/iG)-ö„i/r(y, é), 
azaz 
A ( G ) = (dx G) A ( x ) + (ő;, G ) A ( y ) , 
v a g y a z x é s у h e l y é b e a z e l ő b b i ö s s z e f ü g g é s s e l é r t e l m e z e t t x* = f(x), 
y* = / ( y ) - t h e l y e t t e s í t v e , 
A (x* / ) = dx* G ( x f ) • / ' ( x ) + dy* G (x*, f ) • / ' ( y ) , 
X. 
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t e h á t a ( 2 0 ) - s z a l é r t e l m e z e t t Г k i e l é g í t i a z 
M(x ° У)*\—Г(Е)-дхГ+/'(Г)-дуГ= 
= А[/(Г)]-д,Г + А[/(Г)]-д
у
Г 




a d ó d i k , a h o i 1 a z e g y s é g m á t r i x . E z u t ó b b i p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t -
r e n d s z e r á t r e n d e z é s u t á n a z t m u t a t j a , h o g y 
dx[r(x,x-\-z)—x] = 0, 
a z a z Г(х, x + z)—x f ü g g e t l e n x - t ő l : 
F ( x , x + z)—x = -/(z), 
v a g y i s v a l ó b a n f e n n á l l 
F(x, y) = x + y(y—x), 
v a g y , m i n t h o g y e g y i k v á l t o z ó s i n c s k i t ü n t e t v e , 
Г(х, y) = "/(x—y) + y. 
A z e r e d m é n y a k ö v e t k e z ő t é t e l b e f o g l a l h a t ó : 
13. tétel. Legyen Xi; olyan k-dimenziós algebra, amelyen értelmezve van 
a skaláris változóiban folytonosan deriválható G (x,y) kétváltozós vektor-vektor 
függvény (művelet), amely automorf bizonyos 
F ( x , e ) = x , \д,
ч
Р(х,е)\фО, (i— 1 , 2,..., k) 
tulajdonságú x—-x = F(x,u) transzformációkkal szemben, melynél a (18)—(19) 
differenciálegyenlet megoldható. Akkor Xk lokálisan és topologikusan izomorf 
egy olyan algebrával amely a 
Г(х, y) = x + 7(у—x) = /(x—y) + y 
müvelettel van ellátva2 
1
 Az /72 = 1 esetben egy izomorfizmus segítségével а Г(х, у) művelettel ellátott 
X r be l i algebráról át lehet térni olyanra, mely az 
E (x, y) = x<p (y/x) = yy (x/y) 
Euler-té\e homogén függvénnyel van ellátva, mint művelettel, ugyanis nyilván 
Г (log x, log у) = log x + log gV (logy-log ж) __ 
= log {x ey | l o g W») 1} = log [x<p (y x)] = log E (x, y). 
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V 
PÉLDA: L e g y e n k = 3 , G ( x , y) = x + y, é s x — » x á l l j o n f o r g a t á s b ó l é s 
n y ú j t á s b ó l ; a k k o r 
Y i ( x ) = l o g M + 1 ) , fi (x) = e ', i 1 , 2 , 3 , 
m e r t v a l ó b a n 
fi (1 ') = é ^ M ' M )
 = + 1 ) = 
= ó"' + é" = / < (x) + / : (}•) = Gi [f(x),f(y)}. 
2. §. Algebrák az X, térben 
1 . A ( 1 7 ) e g y e n l e t xu = F(x,u)-ra v o n a t k o z ó m e g o l d á s á t c s a k a k— 1 
e s e t b e n f o g j u k m e g k e r e s n i . M o s t i s é r v é n y e s a 1 3 . t é t e l , v a g y i s 
(x о y)* = x*y", x оу = Г(х,у) = х + у(у—х), 
a h o l a z o n b a n a z x — > х * = / ( х ) l e k é p e z é s m o s t n e m c s a k l o k á l i s a n i n v e r t á l h a t ó , 
m e r t h i s z a f e l t e v é s s z e r i n t | / ' ( x ) | = : A ( / ) | =f= 0 . A z F(x,u) h e l y e t t i s c é l s z e -
r ű b b l e s z a v e l e o - i z o m o r f хои=Ф(х, « ) - t v i z s g á l n i , m e l y e t a z 
x* и = ( x ó «)* 
ö s s z e f ü g g é s s e l é r t e l m e z h e t ü n k , s m e l y e b b ő l k i f o l y ó l a g a ( 1 7 ) - n e k m e g f e l e l ő 
( 1 7 ' ) ( x о у ) о и = ( х о и ) о ( у о и ) 
ö s s z e f ü g g é s t e l é g í t i k i , u g y a n i s v a l ó b a n 
[ (x о у) о иY = (х о у)" и = (х* у*) и = ( х* «) ( / и ) =  
= ( х о «)* (У о «)* = [ ( х о и) о (у о //)]*. 
H e l y e t t e s í t s ü k b e e z u t á n F-t: 
Ф [x + у (У—x), и] = Ф (x, u) + y [ Ф (У, и) — Ф (x, «)]. 
I t t « - t r ö g z í t j ü k , é s e g y e l ő r e n e m v e s s z ü k f i g y e l e m b e Ф f ü g g é s é t « - t ó i . 
A z á l t a l á n o s s á g s é r e l m e n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y / ( 0 ) = 0 , u g y a n i s e l l e n k e z ő 
e s e t b e n / ( x ) h e l y e t t . ' / ( x ) = y ( x ) — y ( 0 ) - t t e k i n t h e t j ü k , m e l y s z i n t é n k i e l é g í t i 
a h a s o n l ó 
Ф [X + .7 ( у — x ) ] = Ф ( x ) + ,7 [ Ф (у) — Ф ( x ) ] 
e g y e n l e t e t , u g y a n i s a z e l ő z ő b ő l x y e s e t é n a z t k a p j u k , h o g y 
Ф [ х + / ( 0 ) ] = Ф ( х ) + 7(0) , 
t e h á t a z u t ó b b i e g y e n l ő s é g m i n d k é t o l d a l á h o z y ( 0 ) - t a d v a a z e l ő z ő t n y e r j ü k , 
a m i é p p e n e g y e n é r t é k ű s é g ü k e t m u t a t j a . K a p o t t f ü g g v é n y e g y e n l e t ü n k m e g -
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o l d á s a v é g e t t d i f f e r e n c i á l h a t j u k m i n d k é t o l d a l t a z x, m a j d a z y v á l t o z ó s z e -
r i n t , a k k o r x = y e s e t é n 
Ф " ( х ) / ( 0 ) [1 - 7 ( 0 ) ] - Ф' (x) y"( 0 ) = - у" ( 0 ) Ф ( x ) 2 . 
T e g y ü k f e l , h o g y 
/ ( 0 ) [ 1 - / ( 0 ) ] Ф0; 
e z t m á r b i z t o s í t j a p l . a 
дхГ(х, y)\x=y, дуГ(х, y)\x=y ф 0 , 
a z a z , m i n t h o g y f* ( х ) Ф 0 , а 
dxG, дуОф 0 , h a х = у 
f e l t é t e l i s , m e r t 
дхГ= 1 —у'(х-у), д
у
Г = у(у—х). 
Á t r e n d e z é s u t á n t e h á t d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t ü n k : 
[ 1 - Ф ' ( х ) 1 =
 С
[ 1 - Ф ' ( х ) 1 
у' (0) [ 1 - / ( 0 ) ] L W l 1 { ) i 
k ö z v e t l e n ü l i n t e g r á l h a t ó : 
l o g j Ф ' ( х ) | = с [ x — Ф ( х ) ] + l o g 
е
ф
 Ф' = Ű, s i g n Ф'е" = ае'х. 
E z u t á n k é t e s e t e t l e h e t m e g k ü l ö n b ö z t e t n i : 
1. y" (0) = 0, 
2. у"(0)ф 0 . 
A z e l s ő e s e t b e n d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t ü n k 
Ф ' ( x ) = CL 
- r a r e d u k á l ó d i k , v a g y i s Ф(х) = Ф(х, u) = xa(u) +b(u). 




 + b, 
a h o l a = a(u), b = b(u) i n t e g r á c i ó s á l l a n d ó k k é n t l é p n e k f e l . E r e d m é n y ü l 
t e h á t m i n d k é t e s e t b e n a z t k a p t u k , h o g y x =F(x, и) o - i z o m o r f a z 
x—>x = űx-Гb, a = a(u), b = b(u) 
a f f i n i t á s s a l , a l k a l m a s o - i z o m o r f i z m u s 
X — x * : / ( x ) , h a y " ( 0 ) = 0 , 
338 
i l l e t v e 
: e ' f V ) h a с = — Z _ Í 2 ) Ф 0 
' 7'(0)[1—7(0)] 
A z e r e d m é n y a k ö v e t k e z ő t é t e l b e f o g l a l h a t ó : 
14. tétel . Az X, térben minden algebra, ellátva az 
F(x, e) = x , d„, F(x, е)ф0 
tulajdonságú, kétszer differenciálható x x = F(x, u) transzformációkkal szem-
ben automorf szintén kétszer differenciálható xy- G(x,y) művelettel, amelyre 
nézve 
d x G , d v G ^ 0 , l i a х = у , 
topologikusan izomorf egy olyan algebrával, melynek operátorai bizonyos 
x->-x = ax + b, a = a(u), b b(u) 
lineáris transzformációk. 
2. K e r e s s ü k m e g v i s z o n t , h o g y Я - Ь е п m e l y e k a z a f f i n i t á s o k t r a n z i t í v 
s e r e g é v e l s z e m b e n a u t o m o r f m ü v e l e t e k . L e g y e n 
aH{x, y)-\-b = H(ax + b,ay + b), a = a(u), b = b(u); 
a k k o r h á r o m e s e t e t t u d u n k m e g k ü l ö n b ö z t e t n i 
1 . a(u)y= 1 ; 
2 . а (а) I 1 é s a ( « 0 ) = — f v a l a m e l y u„ e s e t é n ; 
3. \а(и)\ф 1. 
A z e l s ő e s e t b e n v á l a s s z u k m e g ú g y b(a)-t, h o g y xf-b 0 l é g y e n ; a k k o r 
H(x, y) = x + H(0, у — x ) = x + 7 (y x ) . 
A m á s o d i k e s e t b e n h a s o n l ó a n 
H {x, y) = x + a H [0 , a (y - x ) ] = x + 7 (y - x), ( | a \ = 1 ), 
a h o l a z o n b a n v i s s z a h e l y e t t e s í t é s é s a z a (/ /„) = — 1 v á l a s z t á s f o l y t á n 
7(x—y) = 7(y—x) 
a d ó d i k , v a g y i s i s m é t a z e l ő b b i a l a k ú m e g o l d á s t n y e r j ü k . V é g ü l a h a r m a d i k 
e s e t b e n l á t j u k , h o g y 
Щ H(x, y) = d- H (x, у) = д= H (x,y) == •••• =cu  
0,, H ( x , y) = д-HÇx, y) =• • •= c „ 
a z a z 
H (x, y) = c1x + c2y + cs, 
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a h o l a z o n b a n a v i s s z a h e l y e t t e s í t é s u t á n 
acs + b = c, b + c.,b + c?„ 
v a g y i s 
сф — 1) = (с
д
 + с2—\)b.. 
A z e r e d m é n y a k ö v e t k e z ő t é t e l b e f o g l a l h a t ó : 
15. té te l . Bármely folytonosan deriválható H (x, y) függvény (müvelet) 
az Xx térben, amely automorf bizonyos tranzitív x—>-x = ax + b; а (а), Ь(и)ф О2  
lineáris transzformációkkal szemben, felírható a 
H(x,y) = x + y(y—x), vagy c i x + c 2 y + c 3 
alakban, ahol 
7 tetszőleges függvény ha ű («) = 1 ; 
7 tetszőleges páratlan függvény, ha |а(н)|=1 és a(u0) = — 1 
legalább egy u0 esetén; 
illetve 
cH(a — \) = (c.2 + c2—\)b, ha \а(и)\ф\. 
M E G J E G Y Z É S . H a c 3 = 0 , a k k o r H(x, у) = с1хфс2у i z o m o r f 
Г ( х , y) = x + у {у—x), 7 ( 0 = l ó g (сф + A) 
- v e i , u g y a n i s v a l ó b a n 
T ( l o g x , l o g у ) = l o g x + l o g ( c , e l o g y ! x + c , ) = 
= l o g [ x (c2y/x + c , ) j = l o g ( c , x + c2y) = l o g H ( x , y). 
A c 3 « i + c2 — 1 ) Ф 0 e s e t b e n v i s z o n t n e m k a p u n k i l y e n / ' - v a l i z o m o r f H 
m e g o l d á s t p l . a k k o r , h a 
E z n i n c s e l l e n t m o n d á s b a n a 1 4 . t é t e l l e l , u g y a n i s e k k o r 
a z x = — : h e l y e n f ü g g e t l e n u-tói: x = —
 r , e l l e n t é t b e n a 1 3 . 
+ C2 — 1 Ci + C.) — 1 
t é t e l 
du,F(x, и)\
и=ефО 
f e l t e v é s é v e l . 
2
 b ф 0 nem sérti az általánosságot, mert b — 0 esetén egy alkalmas izomorf leké-
pezést hajtunk végre egy logaritmus függvénnyel. 
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3. §. Általános algebrák izotopizmusai, disztributivitási egyenletek 
1 . F o r d í t s u k f i g y e l m ü n k e t á l t a l á n o s a b b a n é r t e l m e z e t t a l g e b r á k v i z s g á l a -
t á r a . E g y 5 h a l m a z r ó l ( s t r u k t ú r á r ó l ) a z t f o g j u k m o n d a n i , h o g y á l t a l á n o s a l g e b -
r á t a l k o t , h a a b b a n é r t e l m e z v e v a n e g y x y = G ( x , y ) m ü v e l e t , t o v á b b á 5 e l e -
m e i r e é r t e l m e z v e v a n h á r o m i n v e r t á l h a t ó 
x<- > - F ( x , u) = Fax, K(x,u) = K„x, L(x,u)=LaX 
l e k é p e z é s ö s s z e s s é g , a h o l a v a l a m e l y U h a l m a z e l e m e , m e l y e k r e t e l j e s ü l 
e z e n k í v ü l a z i s , h o g y xy k é p e a z x é s y k é p e l e m e i t ő l f ü g g c s u p á n : 
( 2 1 ) F , l ( x y ) = A 7 x - Z , „ y , x , y £ S ; и £ U. 
E z u t ó b b i e g y e n l e t r é s z l e t e s e n k i í r v a a d i s z t r i b u t i v i t á s f ü g g v é n y e g y e n -
l e t é n e k á l t a l á n o s í t á s a : 
( 2 1 ' ) F[G{x,y), u] = H\K(x, a), L (y, u)\. 
I l y e n á l t a l á n o s a b g e b r a v i z s g á l a t a l é p f e l p l . a k v á z i c s o p o r t o k e l m é l e -
t é b e n . E g y Q h a l m a z kvázicsoport, h a a b b a n é r t e l m e z v e v a n e g y i n v e r t á l h a t ó 
xy £ Q m ű v e l e t . Q ' - t a Q izotópjának s z o k á s n e v e z n i , h a v a n h á r o m o l y a n 
x ( £ Q ) — Ф х , Ф ' х , А х ( £ Q ' ) 
l e k é p e z é s , h o g y 
( 2 2 ) Ф ( х у ) = Ф х - Л у , x , у £ Q . 
T e r m é s z e t e s e n k v á z i c s o p o r t o k n á l á l t a l á n o s a b b s t r u k t ú r á k i z o t o p i z m u s a 
i s é r t e l m e z h e t ő . M i n t l á t j u k , a ( 2 1 ) e g y e n l e t v á l t o z ó и e s e t é n a z 5 á l t a l á n o s 
a l g e b r a i z o t o p i z m u s r e n d s z e r é t í r j a l e . 
A g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é b e n H . PIDEK f o g l a l k o z o t t a z Xk t é r b e n 
o l y a n a l g e b r á k k a l , m e l y e k n é l s p e c i á l i s a n H = G , K = ^ L . M e g e m l í t j ü k m é g , 
h o g y p l . a n o m o g r á f i á b a n i s e l ő f o r d u l a z á l t a l á n o s í t o t t d i s z t r i b u t í v t í p u s ú 
( 2 1 ) e g y e n l e t , a m e l y a z t f e j e z i k i , h o g y a z F [ G ( x , y ) , « ] h á r o m v á l t o z ó s f ü g g -
v é n y , a m e l y k a p c s o l t p o n t s o r o s n o m o g r a m m a l á b r á z o l h a t ó , á b r á z o l h a t ó a z и 
s k á l a i s m é t l é s é v e l é s s k á l a i s m é t l é s n é l k ü l i s . 
A z i z o t o p i z m u s h o z h a s o n l ó a n é r t e l m e z h e t ő n e m f e l t é t l e n i n v e r t á l h a t ó 
l e k é p e z é s e k k e l a homotopizmus f o g a l m a . A r ö v i d e b b k i f e j e z é s k e d v é é r t m e g -
á l l a p o d u n k a k ö v e t k e z ő k b e n : а ( Ф , <P, A ) l e k é p e z é s e k r ő l a z t m o n d j u k , h o g y 
a Q—>• Q ' h o m o t o p i z i n u s t l é t e s í t i k , h a f e n n á l l ( 2 2 ) . 
R ö g t ö n l e s z ö g e z z ü k , h o g y ( Ф , Ф , A ) s o r r e n d j e n e m c s e r é l h e t ő f e l , m e r t 
( l P , Ф , A ) e g y m á s i k s t r u k t ú r a h o m o t o p i z m u s a . A k ü l ö n f é l e l e h e t ő s é g e k 
k ö z ü l a s z á m u n k r a f o n t o s a k f e l d e r í t é s é r e t e k i n t s ü n k e g y Q k v á z i c s o p o r t o t , 
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e l l á t v a a z xy m ü v e l e t t e l . Q j o b b o l d a l i kvociens s t r u k t ú r á j á n a k n e v e z z ü k 
( m a g á t a Q =) Qj h a l m a z t , e l l á t v a a 
z = xy~\ x = zy, v a g y (xy)y1 = x ; ( x y ] ) y = x 
e g y e n l e t t e l é r t e l m e z e t t xy1 m ü v e l e t t e l . H a s o n l ó a n é r t e l m e z z ü k Q b a l o d a l i Qb 
k v o c i e n s s t r u k t ú r á j á t , k a p c s o l a t b a n x y b a l i n v e r z m ű v e l e t é v e l . 
É s z r e v e h e t j ü k , h o g y h a ( Ф , Ф", A ) , l é t e s í t i a Q — • Q ' h o m o t o p i z m u s t , 
a k k o r ( Ф , Ф , А ) , i l l e t v e (А, Ф, Ф) a Q, - > Q j , i l l e t v e Q,.-*Q'„ h o m o t o p i z -
m u s t l é t e s í t i : 
( 2 3 ) Ф ( х у ' ) - = Фх-(Ау)~\ A( ' x y ) = 1 (Фх)-Фу, 
a m i r ő l e g y s z e r ű s z á m o l á s s a l m e g g y ő z ő d h e t ü n k , p l . a z e l s ő n é l ú g y , h o g y x 
h e l y e t t x y - t h e l y e t t e s í t ü n k , é s a z e g y e n l e t m i n d k é t o l d a l á t „ s z o r o z z u k " J y - n a l , 
s t b . A m e n n y i b e n ( Ф , Ф , А ) i n v e r t á l h a t ó k , a z a z a Q - > Q ' i z o t o p i z m u s t l é t e s í -
t i k , a Q'—+ Q i z o t o p i z m u s t n y i l v á n ( Ф \ ф\ A'1) l e k é p e z é s e k l é t e s í t i k f 
Ф'\х-у) = Ф'1хА'1у. x,y E Q'- • 
A ( 2 1 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á t k é t s z e m p o n t b ó l v i z s g á l h a t j u k : a d o t t t u l a j -
d o n s á g ú (F,K,L) i z o t o p i z m u s r e n d s z e r r e l r e n d e l k e z ő i z o t ó p S, S' s t r u k t ú r á -
k a t k e r e s ü n k , v a g y a d o t t S s t r u k t ú r a S' i z o t ó p j a i t é s (F, K, L) i z o t o p i z m u s 
( i l l e t v e m e g f e l e l ő e n h o m o t o p i z m u s ) r e n d s z e r e i t k e r e s s ü k . M i n d k é t p r o b l é m a 
m e g o l d á s á n á l h a s z n o s a k ö v e t k e z ő v i s s z a v e z e t é s i t é t e l : 
16. tétel . Ahhoz, hogy (Fu, K„, L„) az S struktúra izotopizmus rend-
szere legyen, szükséges és elegendő, hogy valamilyen rögzített e С U esetén 
/q., tií,x F't. F„x, x — К, Kux, Aux = Le LuX, 
( Ф , . х = Ф
е
х = A e x = x ) 
az S önizotopizmas rendszere legyen, azaz 
( 2 5 ) Ф „ ( х у ) = Ф
и
х Auy, x , y E S ; ufU 
teljesüljön. 
M á s s z ó v a l ( 2 1 ) m e g o l d á s a e g y e n é r t é k ű ( 2 5 ) m e g o l d á s á v a l , a h o l a d o t t 
F, K, L e s e t é n Ф , Ф, A a ( 2 4 ) m ó d o n v a n m e g h a t á r o z v a , m í g a d o t t G - h e z a 
m e g f e l e l ő Ф , Ф, A-t m e g h a t á r o z v a , F, K, L-e t a ( 2 4 ) - b ő l k ö v e t k e z ő 




х, Lux = LAux 
s z o l g á l t a t j a , a h o l cp, -ip, l t e t s z ő l e g e s i n v e r t á l h a t ó f ü g g v é n y e k , m e l y e k 5 - n e k 
e g y i z o t o p i z m u s á t a l k o t j á k : 
(26) ,р(ху) = Фх-1у, 
t e h á t m e g h a t á r o z z á k a k a p o t t F,K,L é s G - h e z t a r t o z ó H(x, y)= x-y m e g -
o l d á s t . 
- \ 
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B I Z O N Y Í T Á S . ( 2 5 ) f e n n á l l á s á n a k s z ü k s é g e s s é g é t k ö z v e t l e n ü l i g a z o l h a t j u k 
ú g y , h o g y a z e g y e n l e t m i n d k é t o l d a l á r a a l k a l m a z z u k a z F c l e k é p e z é s t : 
Fe Ф„ (xy) = Ke Фи x- Le Au У, 
a m i Ф,Ф,Л é r t e l m e z é s e a l a p j á n é p p e n ( 2 1 ) , t e h á t F, x i n v e r t á l h a t ó s á g a m i a t t 
v a l ó b a n i g a z o l j a ( 2 5 ) - ö t . A z e l é g s é g e s s é g i g a z o l á s a v é g e t t l e g y e n 
F„ x = 9о Ф
н
 y, K„ x = -фФ„x, L„x == /. AuX, 
a h o l cp, cp, l t e t s z ő l e g e s i n v e r t á l h a t ó l e k é p e z é s e k , m e l y e k k e l f e n n á l l 
<p(xy) = cpx-ky, 
a k k o r v a l ó b a n 
Fu (xy) = cp Фи(xy) = ср(Фих-А„у) = iрФ„х-1А„у = K„x L„y. 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y F„,K„,Ln i n v e r t á l h a t ó s á g á t c s u p á n a z u = e h e l y e n 
h a s z n á l t u k f e l , t o v á b b á 
(Ff1, Ф/1, At1) = (F,/1 Fr, У К , Ц,1 Le) 
i s n y i l v á n ö n i z o t o p i z i n u s r e n d s z e r e 5 - n e k . H a ( 2 1 ) - b e n n e m G, h a n e m H 
a d o t t , a k k o r ( 2 5 ) h e l y e t t a 
( 2 5 ' ) Ф„(ху) = Ф„хА„у 
e g y e n l e t r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s a d j a a m e g o l d á s t , a h o l a z o n b a n m o s ) 
( 2 4 ' ) Ф„х FeFt'x, Ф,,х KeKt'x, AuX — LeLfx 
é r t e l m e z i Ф, Ф, A-t E z n y i l v á n v a l ó a n n a k a l a p j á n , h o g y m o s t (Ft1, Kt\Lt1) az 
S'-+S i z o t o p i z m u s t l é t e s í t i . 
A 1 6 . v i s s z a v e z e t é s i t é t e l b i r t o k á b a n ( 2 1 ) m e g o l d á s á t p l . а X,. t é r b e n 
u g y a n ú g y h a t á r o z h a t j u k m e g , m i n t ( 1 7 ) - é t . H a t e l j e s ü l n e k a 
\д,
ч
Ф(х, e)\, \д„;Ф(х,е)\, \дг,,А(х,е)\фО (i= 1 , 2 , . . . , k) 
r e g u l a r i t á s i f e l t é t e l e k , a k k o r a m e g o l d á s i s h a s o n l ó l e s z ; c s a k m o s t G ( v a l a -
m i n t FI) é s a 
F(x, y) = x + y(y—x) 
k ö z ö t t n e m i z o m o r f i z m u s , h a n e m ( l o k á l i s ) i z o t o p i z m u s á l l f e n n . 
M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a 13 . é s 1 6 . t é t e l b i z o n y í t á s i m ó d s z e r e a l k a l -
m a z h a t ó a k k o r i s , h a G(x,y) h e l y e t t a 
G ( x , y, z,...) 
\ 
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t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y r e h a s o n l ó m ó d o n é r t e l m e z e t t d i s z t r i b u t i v i t á s i e g y e n l e t e t 
t e k i n t j ü k , c s a k a k k o r 
Г ( х , y, z,.. . ) = x + y(y—x, 2 - х , . . . ) = = x + y{y—x, z—y,...), 
m e l y a z Xx t é r b e n e g y t ö b b v á l t o z ó s Еикг-Ше. h o m o g é n f ü g g v é n n y e l i z o m o r f . 
2. A d o t t s t r u k t ú r a , p l . k v á z i c s o p o r t i z o t o p i z m u s r e n d s z e r e i , a z a z a d o t t 
G e s e t é n ( 2 1 ) F, K, L-re v o n a t k o z ó m e g o l d á s á n a k m e g h a t á r o z á s a á l t a l á b a n 
n e h e z e b b f e l a d a t . M i n t l á t t u k , 'a 1 6 . v i s s z a v e z e t é s i t é t e l a k k o r i s s i k e r r e l a l k a l -
m a z h a t ó , v a g y i s ( 2 1 ) m e g o l d á s á t ü g y v é g e z h e t j ü k , h o g y m e g k e r e s s ü k ( 2 5 ) 
Ф, Ф, A-ra v o n a t k o z ó m e g o l d á s á t . E z e k r ő l u g y a n a v i s s z a t é r é s ( 2 4 ) a l a p j á n 
F, K, L-re n e m e g y é r t e l m ű , d e e z n e m j e l e n t k ü l ö n ö s e b b k o m p l i k á c i ó t , m e r t 
a d o t t G e s e t é n i s m e r v e а Ф, Ф, A m e g o l d á s o k a t , a z F,K,L. m e g h a t á r o z á s á r a 
s z o l g á l ó e g y e n l e t e k b e n cp, гр, l-t v á l a s z t h a t j u k t e t s z ő l e g e s i n v e r t á l h a t ó f ü g g -
v é n y n e k , s a z í g y k a p o t t F,K,L,G v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 2 1 ) - e t , h a c s a k 
H (x,y) = x-y ( 2 6 ) a l a k ú . A f ő . n e h é z s é g e t ( 2 5 ) m e g o l d á s a j e l e n t i . 
E r ő s m e g s z o r í t ó f e l t e v é s e k n é l k ü l e z i d e i g n e m s i k e r ü l t m é g e g y é b 
t o v á b b i á l t a l á n o s v i s s z a v e z e t é s i t é t e l t t a l á l n i . 
H a f e l t e s s z ü k , h o g y a z x^-» K„x, L„x, F„x l e k é p e z é s e k ö s s z e s é g é n e k 
v a n e g y k ö z ö s x0f S f i x e l e m e : 
FtiXg = Kuxn = L„ X(, = x0, и f U, 
a k k o r a r á n y l a g k ö n n y e n k i t u d j u k m u t a t n i , h o g y x ^ Ф„х, Ф„х,А„х e g y - e g y 
5 - s e l s z o r o s a n ö s s z e f ü g g ő s t r u k t ú r a a u t o m o r f i z m u s a ( i l l e t v e á l t a l á b a n e n d o -
m o r f i z m u s a , h a n e m k ö v e t e l j ü k m e g a l e k é p e z é s i n v e r t á l h a t ó s á g á t ) . T e k i n t s ü k 
u g y a n i s a 
I G i ( x , y ) = ( x x o ' ) ( ' л , ; - ) , 
( 2 7 ) '! G-, (x, y) = ( x x n ) ( ~ ' y Xo) 
' G 3 ( X , y ) = '(Xo x ' ) ( x o y ) 
m ü v e l e t e k e t , m e l y e k i n v e r t á l h a t ó G e s e t é n s z i n t é n i n v e r í á l h a t ó k . A z « - t ó i 
v a l ó f ü g g é s t f e l s e m t ü n t e t v e , n y i l v á n é r v é n y e s ( 2 2 ) — ( 2 3 ) a l a p j á n : 
/ Ф G i ( x , y ) = ff ( x x ő 1 ) A ( x o ' y ) = [Фх(А x, ,) 1 ] f 1 ( Ф ' х „ ) Ф у ] = 
( 2 8 ) ' = [ ( Ф х ) х 0 " 1 ] Çxo Фу) = G i ( Ф х , Ф у ) , 
) lFG>(x, у) = • • • = С>(Фх, Фу), 
' AGs(x,y)=---=Gs(Ax,Ay). 
K i m o n d h a t j u k t e h á t a k ö v e t k e z ő t : 
17. tétel. Az 
x Ф х , Фх, Ах 
leképezések, melyek az x, fixponttal bíró S struktúra önizotopizmus rendszerét 
\ 
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alkotják, renáre az S struktúra G műveletével ( 2 7 ) alapján összefüggő G, 
műveletekkel ellátott struktúrák antomorfizmusai. 
M á s s z ó v a l a d o t t G e s e t é n ( 2 5 ) - n e k a z u n i v e r z á l i s f i x p o n t t a l r e n d e l k e z ő 
Ф, Ф , A-ra v o n a t k o z ó m e g o l d á s a i t a ( 2 8 ) e g y e n l e t e k m e g o l d á s a i s z o l g á l t a t j á k , 
a h o l a G , ; - k a ( 2 7 ) a l a t t é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k . 
A m ó d s z e r h á t r á n y a a z , h o g y a z x0 p o n t b a n b i z t o s a n n e m t e l j e s ü l a 




f e l t é t e l e . E z e n ú g y l e h e t s e g í t e n i , h o g y x 0 - t k i z á r j u k 5 - b ő l , m a j d a k a p o t t m e g o l -
d á s t k i t e r j e s z t j ü k a z e g é s z 5 - r e . K í v á n a t o s v o l n a t e h á t a f i x p o n t l é t e z é s é t f e l 
n e m h a s z n á l ó v i s s z a v e z e t é s i t é t e l t t a l á l n i . Á l t a l á n o s e s e t b e n e z i d e i g m é g 
n e m s i k e r ü l t . A K=L s p e c i á l i s e s e t b e n a z o n b a n e l é g e g y s z e r ű é s á l t a l á n o s 
é r v é n y ű v i s s z a v e z e t é s i t é t e l t t u d u n k k i m o n d a n i , m e l y a 1 3 . t é t e l f e l t é t e l e i t 
n e m z á r j a k i . 
3 . T e k i n t s ü k t e h á t a z 
( 2 9 ) i = 0 [ Ф ( х , и), Ф ( у , u ) ] , ( x , у £ Q ; n £ U) 
y
 ' I Ф ( х , e) = Ф ( х , e) = = x 
e g y e n l e t e t , a h o l G ( x , y ) m i n d k é t v á l t o z ó b a n i n v e r t á l h a t ó . 
K i m u t a t j u k , h o g y Ф" k i e l é g í t i a 
( 3 0 ) Ф" [M(x, y ) , u) = M [ Ф ( x , и), Ф ( у , « ) ] 
d i s z t r i b u t í v t í p u s ú e g y e n l e t e t , a h o l 
( 3 1 ) M(x, y) = - ! y ( x y ) , G ( x , y ) = G ( y , M), 
V 
i l l e t v e m á s i k , t o v á b b i l e h e t ő s é g k é n t a z 
( 3 1 ' ) M(x,y) = ( x y ) X ' 1 , G(x,y) — G(M, x) 
e g y e n l e t t e l é r t e l m e z e t t i d e m p o t e n s f ü g g v é n y : 
M ( x , x ) = x , 
m e l y a z e l s ő , i l l e t v e m á s o d i k v á l t o z ó b a n i n v e r t á l h a t ó . E z u t ó b b i á l l í t á s o k 
n y i l v á n v a l ó k M é r t e l m e z é s e a l a p j á n . ( 2 9 ) b i z o n y í t á s a i s e g y s z e r ű : p l . a ( 3 1 ' ) 
e s e t b e n 
Ф" M (x, у ) = Ф [ ( x y ) x " 1 ] = Ф ( х у ) Х Ф х ф = [ ( Ф х ) ( Ф у ) ] ( Ф х ) 1 = 
= M ( Ф х , Ф у ) . 
А ( 3 1 ) — ( 3 1 ' ) ö s s z e f ü g g é s t e r m é s z e t e s e n c s a k a k k o r é r t e l m e z a z y , i l l e t v e 
x v á l t o z ó t ó l i s f ü g g ő M-et, h a G ( x , y ) = x y n e m k o m m u t a t í v ( s z i m m e t r i k u s ) , 
u g y a n i s e l l e n k e z ő e s e t b e n 
M ( x , y ) = ( x y ) x 1 = ( y x ) x 1 = y , 
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s e k k o r a v i s s z a v e z e t é s i t é t e l n e m a l k a l m a s Ф m e g h a t á r o z á s á r a , m e r t a ( 3 0 ) 
e g y e n l e t t r i v i á l i s m ó d o n t e l j e s ü l . E k k o r v i s z o n t , h a 
G (x,y) = G (y, x), 
# 
m á s i k ú t o n t u d u n k ( 3 0 ) - h o z h a s o n l ó e g y e n l e t e t l e v e z e t n i . U g y a n i s a k k o r s o k 
e s e t b e n t e l j e s ü l a z , h o g y G ( x , x) m i n t x f ü g g v é n y e i n v e r t á l h a t ó , m i n t p l . a 
s z i g o r ú a n m o n o t o n f ü g g v é n y e k k ö r é b e n i s . F e l t é t e l e z v e t e h á t ,« ( x ) = G ( x , x ) 
i n v e r t á l h a t ó s á g á t , é r t e l m e z z ü k a z M f ü g ^ V é n y t a 
u(M) = G(M, M) = G ( x , y), M(x, y) =--- (xyf* 
ö s s z e f ü g g é s s e l , m e l l y e l a 
Ф ( x yf* = [ Ф ( x y)V2 Ф ( х у № = { Ф [ ( x yf* ( x 3 0 4 !1 / 2 = 
[ Ф ( х >>)]'- = ( Ф х Ф » 1 • 
e g y e n l ő s é g s o r o z a t o t í r h a t j u k f e l , s e n n e k e l e j é t é s v é g é t ö s s z e h a s o n l í t v a a 
( 3 0 ) e g y e n l e t e t k a p j u k . 
A z e r e d m é n y a k ö v e t k e z ő t é t e l b e f o g l a l h a t ó : 
1 8 . t é t e l . Ha az 
x -<-> Ф
и
х, Фи x = A x , ( Ф
е
 x = ф ; x = х ) , « С Í7 , x £ Q 
leképezések egy ху=~ G(x,y) művelettel ellátott Q kvázicsoport önizotop-
izmus rendszerét létesitik, akkorx—>Ф„х egy idempotens algebra automorf-
izmusa, mely a 
Q
 ( x ч j G (y, M), vagy G (M, x), ha G (x, y) ф G (y, x) ; 
v
 ' ) . « ( A i ) , , ha g(x) = G ( x , x ) invertálható 
egyenlettel értelmezett M(x, у) művelettel van ellátva. Itt M (x, y) az első vagy 
második, illetve mindkét változójában invertálható, aszerint hogy melyik ösz-
szefiiggéssel van értelmezve, továbbá idempotens : M(x, x ) = x . 
V 
M á s s z ó v a l : a d o t t v a g y a d o t t t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő G e s e t é n a 
( 2 9 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t Ф - г е v o n a t k o z ó m e g o l d á s a e g y e n é r t é k ű ( 3 0 ) m e g o l d á -
s á v a l , a h o l M a f e n t e b b ér telmezett f ü g g v é n y . 
Ф , G i s m e r e t é b e n Ф m á r e g y s z e r ű e n m e g h a t á r o z h a t ó v i s s z a h e l y e t t e -
s í t é s u t á n . 
H a a Q f e l e t t é r t e l m e z e t t ( 2 1 ) - b e n а Ф , Ф , A k ö z ü l b á r m e l y i k k e t t ő 
m e g e g y e z i k , a k k o r s z i n t é n é r v é n y e s a ( 3 0 ) - h o z h a s o n l ó e r e d m é n y t a d ó v i s z -
s z a v e z e t é s i t é t e l , u g y a n i s p l . , h a A = Ф , a k k o r ( 2 3 ) s z e r i n t ( Ф , Ф, Ф) a 
Qi Qj i z o t o p i z m u s r e n d s z e r t l é t e s í t i , m e l y r e m á r a l k a l m a z h a t ó ( 3 0 ) s t b . 
ч 
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A z i d e m p o t e n s a l g e b r á r a v a l ó v i s s z a v e z e t é s m ó d s z e r e a l k a l m a z h a t ó a 
СPG(x, y, z,...) = G (Фх, Фу, Фг,...), 
% x fi (x) = G(x, x,...) 
e g y e n l e t n é l i s : 
ФМ(х, y, z,...) = М(Фх, Фу,.. .), 
l'W) = G, 
stb. 
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AZ ITERATÍV KÖZELÍTÖMÓDSZEREKRŐL, III.* 
írta: ZAJ TA AURÉL 
E harmadik részben az inverz 7ay/o/-sorfejtéssel és a belőle származtatható Euler-féle 
közelítöképletekkef foglalkozunk. A problémakörnek az 1. pontban adott általános ismerte-
tése után a 2. fejezetben az inverz Taylor-sor és ennek hatványozásával kapott sor 
együtthatóinak explicit alakját bizonyítjuk be, míg a 3. fejezetben az Еи/er-közelítés hiba-
képletét adjuk. A 4. fejezet arra a kérdésre ad választ, hogyan kell átalakítani az Euler-
féle közelítőképletet többszörös gyökök esetén, s végül az utolsó pont az I. részben tár-
gyalt többi képletsorozatnak (a Kiss—Gornstein és a Bernoulli-féle képleteknek) az Euler-
képletekkel való szerkezeti rokonságát mutatja be. 
1. Az Euler-közelítés és az inverz Taylor-sor kapcsolata 
A g y ö k k ö z e l i t é s r e h a s z n á l t Euler-féle közelitöképletek k ö n n y e n s z á r m a z -
t a t h a t ó k a z f(x) a n a l i t i k u s f ü g g v é n y i n v e r z é n e k v a l a m e l y f(x)=f(a) h e l y 
k ö r n y e z e t é b e n é r v é n y e s T a y l o r - s o r á b ó l : 
(1) a—2 Ev 
r=0-
m - m 
a h o l a z E v e g y ü t t h a t ó k é r t é k e i : 
« 0 = 1 , 
1 / " ( « ) 
2 f'(a) ' 
E,= 1 о í r (a))' Г (a) 6 " \ f ( a ) j f ' i f l ) 
s t b . , 
t e h á t v > 0 e s e t b e n a z f(a) d e r i v á l t j a i b ó l a l k o t o t t s p e c i á l i s t ö r t p o l i n o m o k , 
á l t a l á b a n p e d i g a k ő v e t k e z ő f o r m u l á b ó l k i s z á m í t h a t ó k i f e j e z é s e k : 
(2) 
(3) 
E,, ( - i ) r - m 
( " + D ! 
v+l , , ' f l . í d' -x 
\df(x)v+1JX=a 
H a £ j e l ö l i a z f(x) f ü g g v é n y e g y i k z é r u s h e l y é t , a k k o r ( l ) - b ő l : 
f E Í / ( « ) V ' + 1 
r = 0 
* A dolgozat I. része az MTA 111. Osztálya Közleményeinek VI/3—4 számában (1956, 
467—489 old.), II. része a VIII/4 számában (1958, 457—472 old.) jelent meg. 
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( 4 )
 Sk(a) = a — T É r -
é s a s z e r e p l ő a m e n n y i s é g v á l a s z t á s á t ó l f ü g g , h o g y — a m e n n y i b e n a ( 3 ) j o b b -
o l d a l á n á l l ó s o r k o n v e r g á l , — a z f ( x ) l e h e t s é g e s z é r u s h e l y e i k ö z ü l m e l y i k e t 
s z o l g á l t a t j a . A g y a k o r l a t b a n a ( 3 ) s o r t a Ar -ad ik t a g n á l b e r e k e s z t j ü k , é s a z 
í g y k a p o t t 
" / 0 0 
k i f e j e z é s t i t e r a t í v m ó d o n a l k a l m a z z u k a £ k ö z e l í t é s é r e a z 
x „ + i = s, , . (x„) 
k é p l e t s z e r i n t . 
A ( 4 ) s o r s z e l e t e k e t E U L E R [ 1 ] a j á n l o t t a e l ő s z ö r k ö z e l í t ő s z á m í t á s o k c é l -
j á r a , é p p e n e z é r t a szereplő polinomokat Euler-polinomoknak nevezzük el. 
A z t , h o g y a ( 4 ) s o r s z e l e t e k a z o n o s a k a I I . r é s z V I I I . t é t e l é n é l d e f i n i á l t é s 
Euler-közelitésnek n e v e z e t t k é p l e t e k k e l , a 3 . f e j e z e t b e n f o g j u k b e b i z o n y í t a n i , 
é s p e d i g a z á l t a l , h o g y m e g m u t a t j u k : a (4) képletek konvergenciafoka k-val 
egyenlő. 
A ( 4 ) k é p l e t e k h a s z n á l a t á h o z n é l k ü l ö z h e t e t l e n a z Ev p o l i n o m o k e x p l i c i t 
a l a k j á n a k i s m e r e t e . A z e x p l i c i t a l a k o k k i s z á m í t á s á r a s z á m o s m ó d i s m e r e t e s , 
p l . f e l h a s z n á l h a t ó a ( 2 ) f o r m u l a i s , v a g y m é g i n k á b b a b e l ő l e l e v e z e t h e t ő 
r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s : 
( 6 ) ^ - Т Т Г Д - ^ - Т Т Г ^ 1 -
I t t a d i f f e r e n c i á l á s a s z e r i n t v e e n d ő . A ( 6 ) f o r m u l a k ö n n y e n v e r i f i k á l h a t ó a 
( 2 ) - b ö l , p l . t e k i n t s ü k a ( 2 ) - b ő l k ö z v e t l e n ü l n y e r h e t ő 
(7) (v+\)\Er __ J vlEr-j 
( - f T l f i a ) L(-/')" 
r e l á c i ó t , m e l y b ő l a j o b b o l d a l o n k i j e l ö l t d i f f e r e n c i á l á s é s a m e g f e l e l ő á t r e n d e -
z é s e k e l v é g z é s é v e l k ö n n y e n a d ó d i k a ( 6 ) . 
A z Elder-sor e x p l i c i t a l a k j á n a k m e g h a t á r o z á s á r a B O D E W I G [3 ] s z i n t é n 
r e k u r z i ó s k é p l e t e t a d o t t m e g , K i s s [4 ] p e d i g a k o n v e r g e n c i a f o k f o g a l m á t f e l -
h a s z n á l ó e l j á r á s t k ö z ö l t . W U N D T [ 5 ] l é n y e g é b e n a ( 2 ) - e s k é p l e t e n a l a p u l ó 
m ó d s z e r r e l s z á m í t o t t a k i a z ( 1 ) s o r e g y ü t t h a t ó i t a 8 - a d i k t a g i g b e z á r ó l a g . 
M i n d e z e k n e k a m ó d s z e r e k n e k h á t r á n y a , h o g y v a g y r e k u r z i ó s a k , t e h á t e g y 
t e t s z ő l e g e s Er e g y ü t t h a t ó k i s z á m í t á s á h o z g y a k o r l a t i l a g i s m e r n i k e l l a z ö s z -
s z e s e z t m e g e l ő z ő t , v a g y p e d i g k ö z v e t l e n e k u g y a n , ( i l y e n p l . a L A G R A N G E - Í Ó I 
s z á r m a z ó i n v e r z i ó s f o r m u l a i s [2 ] ) , d e a k k o r r e n g e t e g s z á m o l á s s a l j á r n a k . 
A k ö v e t k e z ő p o n t b a n i s m e r t e t e n d ő t é t e l s z ü k s é g t e l e n n é t e s z i e z e k e t a s z á m o -
l á s o k a t , m e r t t e t s z ő l e g e s i n d e x r e e g y s z e r r e m e g a d j a a z Ev e g y ü t t h a t ó k e x p l i -
c i t a l a k j á t . 
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2. Az Er együtthatók explicit alakja 
Az ( 1) sorral definiált E,. együtthatók explicit alakja a következő: 
En = 1 , 
П ( v + k + 1 ) r H f ,(A) Vk 
( 8 ) ( - ! ) " • % " Я М , ( " > 0 ) 
UáMKkT 7 
A=2 A=2 
я / г о / я г //. hatványkitevök nem-negatív egész számok, 
v+í 
( 9 ) = 
és az összegezést minden lehetséges esetre ki kell terjeszteni a 
I r+1 
( 1 0 ) 2 ( k — \ ) h = v 
A = 2 
megszorítás figyelembevételével. A m e n n y i b e n r — / — 1 = 0 , a s z á m l á l ó p r o -
d u k t u m a ü r e s s z o r z a t n a k t e k i n t e n d ő . 
A ( 8 ) f o r m u l a s p e c i á l i s e s e t e a s o k k a l á l t a l á n o s a b b 
Eom = 1, 
v-i,-1 
П (r' + k + m) 
r+1 f Ak) \ik 
( 1 1 ) E r m = m - 2 ( - l f - - M 7 Ï I / / V ' ( , / > 0 > 
H i \ II (к\у J 
A—2 A—2 . 
f o r m u l á n a k , a m e l y b ő l m = 1 h e l y e t t e s í t é s s e l k a p j u k ( 7 , , , = E,.). A z £ r m j e l ö -
l é s s e l a 
(12) Г (a—x)f'(a) f ( f l ) - f ( x ) 
m
 m 
- F Г / ( я ) - / ( х ) 1 
r—0 L /'(«) J 
s o r e g y ü t t h a t ó i t j e l ö l j ü k : e s o r e g y ü t t h a t ó k e x p l i c i t a l a k j á t m e g a d ó ( 1 1 ) k i f e j e -
j e z é s b i z o n y í t á s á v a l e g y ú t t a l a ( 8 ) - a t i s b e b i z o n y í t o t t u k . A ( 1 1 ) s z i n t é n 
k i e g é s z í t e n d ő m é g a ( 9 ) é s ( 1 0 ) m e l l é k f e l t é t e l e k k e l . 
A ( 1 2 ) s o r é r v é n y e s s é g é v e l k a p c s o l a t b a n m e g j e g y e z z ü k , h o g y a m e n n y i -
b e n a k o m p l e x v á l t o z ó s n a k t e k i n t e t t f(x) f ü g g v é n y a z х = я p o n t b a n r e g u l á -
r i s é s ф ( а ) ф 0 , a k k o r a 
/ ( х ) - / ( я )  
f'(a) 
p o n t k ö r n y e z e t é b e n m i n d e n v a l ó s e g é s z m e s e t é n é r v é n y e s a ( 1 2 ) s o r e l ő á l l í -
2 III. Osztály Közleményei IX 4 
3 5 0 ZAJTA A . 
t á s . A Taylor-sox e g y ü t t h a t ó i n a k k i s z á m í t á s i f o r m u l á j á t a l k a l m a z v a , a z Er 
e g y ü t t h a t ó k r a , ( 1 2 ) - b ő l a z o n n a l a d ó d i k : 
( 1 3 ) 
eV (x-a)f'(a) 
v\ 
m - m 
df(x)v 
A ( 1 3 ) t e r m é s z e t e s e n — b o n y o l u l t s á g á n á l f o g v a — n e m a l k a l m a s a z Erm 
p o l i n o m o k k i s z á m í t á s á r a , d e a ( 1 1 ) b i z o n y í t á s á n á l f o n t o s s z e r e p e t t ö l t b e . 
R ö g z í t e t t v e s e t é n u g y a n i s ( 1 1 ) é s ( 1 3 ) j o b b o l d a l a m - n e k г ' - e d f o k ú e g é s z 
f ü g g v é n y e , é s e z é r t h a b e b i z o n y í t j u k , h o g y a ( 1 1 ) é s ( 1 3 ) j o b b o l d a l a i n a k 
e g y e n l ő v é t é t e l é v e l n y e r t 
(—f'(a)Y 4" 
(x-a)f'(a) 
f ( x ) - f ( a ) 
( 1 4 ) df(x)
v 
V-4-1 
II (v + k + ni) v+l ( r (k)\lk 





ö s s z e f ü g g é s t m - n e k v é g t e l e n s o k é r t é k e k i e l é g í t i , a k k o r ( 1 4 ) c s a k a z o n o s s á g 
l e h e t . D e a k k o r ( 1 4 ) t e t s z ő l e g e s v a l ó s e g é s z m - r e i s f e n n á l l , v a g y i s bebizo-
nyítottuk azt a tételt, hogy a (12) sor együtthatóinak explicit kifejezése (11) 
alakú. 
Az Evm p o l i n o m o k e x p l i c i t a l a k j a a b b a n a s p e c i á l i s e s e t b e n , a m i k o r m 
n e g a t í v e g é s z é s k i s e b b ( — v ) - n é l , a r á n y l a g k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t ó . 
A t o v á b b i a k b a n e z z e l f o g l a l k o z u n k . 
L e g y e n t e h á t m n e g a t í v e g é s z , é s j e l ö l j e m a b s z o l ú t é r t é k é t n : 
( 1 5 ö ) m = — n. 
A k é n y e l m e t l e n n é v á l ó Er(.n) j e l ö l é s e k h e l y e t t v e z e s s ü k b e a z E*„ j e l ö l é s t : 
( 1 5 6 ) Erm —- Ey(-n) •— Evn. 
E z z e l a z ú j j e l ö l é s s e l a ( 1 2 ) - b ő l k i s á t r e n d e z é s s e l n y e r j ü k : 
(16) 1 ( a — x ) H íÉÓ 
s p e c i á l i s a n n = 1 e s e t b e n : 
Z E*" 
m - m 
( 1 7 ) 1 
a—x 
Z E* i • 
r—0 
m - m 
/ 4 « ) 
V -1 




 f t Z E ; , -
m - m 
í(a) . 
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A ( 1 7 ) j o b b o l d a l á n a k c s a k a z e l s ő t a g j a , a ( 1 6 ) j o b b o l d a l á n a k v i s z o n t a z 
e l s ő n t a g j a a z [ / ( a ) — / ( * ) ] k i f e j e z é s t а n e v e z ő b e n t a r t a l m a z z a ; a z e z u t á n 
k ö v e t k e z ő t a g o k b a n v i s z o n t m á r s e h o l s e m f o r d u l e l ő \f(a)—/(x)] a n e v e -
z ő b e n . M i n t h o g y a ( 1 7 ) s o r b ó l a ( 1 6 ) s o r a s z e r i n t v é g r e h a j t o t t ( n — l ) - s z e r e s 
d i f f e r e n c i á l á s s a l ( é s ( — 1 ) " _ 1 - ( л — l ) ! - s a l v a l ó o s z t á s s a l ) e l ő á l l í t h a t ó , a f e n t i 
m e g á l l a p í t á s s a l e g y b e v e t v e n y i l v á n v a l ó , h o g y a ( 1 6 ) s o r e l s ő n t a g j a é s 
c s a k i s e z e k , a ( 1 7 ) s o r n a k k i z á r ó l a g a z e l s ő t a g j á b ó l s z á r m a z n a k a d i f f e r e n -
c i á l á s s o r á n , t e h á t 
sn-1 í x> / .л Л n-1 d f'(a) 
da"1 l / ( a ) - / ( x ) = ( — l ) "
- 1
 • ( л — 1 ) ! Z B ' n - f ( a ) - f ( x ) 
f ' ( a ) 
v a g y , m i v e l a z / ( x ) i t t s e m m i f é l e s z e r e p e t n e m j á t s z i k : 
( f í n W ^ . 
(18) f / ' ( < * ) Y l / ( « ) J 
A ( 1 8 ) b a l o l d a l á n a k e x p l i c i t a l a k j a m á r i s m e r e t e s . E m l é k e z t e t ü n k u g y a n i s 
a r r a , h o g y a b a l o l d a l s z e r e p e l a Newton-polinomok e g y i k e l ő á l l í t á s á b a n 
( v ő . I. r é s z ( 2 3 ) ) : 
/ _ , y i - i 
( 1 9 ) N n ( f ) = K 4 
И
 ST
 l / J ' ( л — 1 ) ! 
m á s r é s z t a Newton-polinomok e x p l i c i t a l a k j á t a z I . r é s z b e n u g y a n c s a k m e g -
a d t u k . A ( 1 9 ) a l a p j á n a ( 1 8 ) - b a b e h e l y e t t e s í t v e , e r e d m é n y ü n k : 
(20) 
é s m o s t f e l a d a t u n k a z , h o g y a ( 2 0 ) b a l o l d a l á r a a z A L ( » - p o l i n o m o k e x p l i c i t 
a l a k j á t b e í r v a , l e o l v a s s u k a z Y V p o l i n o m o k é t . I d é z z ü k a z Nn ( » - p o l i n o m o k 
e x p l i c i t a l a k j á t ( v ő . I. r é s z 5 . p o n t ) : 
(21) 
a h o l 
(22) 
N , i ( / ) = л . í n ~ V 1 ) ! / / ( f T . 
H h \ l I ( k T A=g 
Z ik = Z kik n. 
A ( 2 1 ) - b ő l k i s á t a l a k í t á s s a l é s i0 h e l y e t t v - t í r v a n y e r j ü k : 
( 2 3 ) 
r 
n - 1 
- 2 
r=0 
- a - . r - • ж с г и с г . 
k=2 к—2 
2 » 
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A ( 2 1 ) é s ( 2 3 ) ö s s z e h a s o n l í t á s á v a l jk k i t e v ő k r e a z o n n a l a d ó d i k : 
( A=h, (k> 1) 
( 2 4 ) e s r+ i 
— £ j k + n— V = h, 
k= 
é s h a n i o s t y ' , -e t ú g y d e f i n i á l j u k , h o g y 
r+1 
( 2 5 ) 2 / . = 
l e g y e n , a k k o r a ( 2 2 ) , ( 2 4 ) é s ( 2 5 ) - b ő l e g y s z e r ű e n k ö v e t k e z i k a z i s , h o g y 
( 2 6 ) £ k j к = 2 v 
A—1 
é s 
( 2 7 ) = 2r. 
H a m o s t b e í r j u k ( 2 3 ) - b a / - n e k ( 2 7 ) - b e l i k i f e j e z é s é t , a ( 2 0 ) - s z a l e g y b e v e t v e 
a z o n n a l l e o l v a s h a t ó E*n e x p l i c i t a l a k j a : 
( 2 8 , n { Ç ' 
( л + / i — 2 v) ! TT j к ! 7/ (к\у>-
a h o l a j k k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , é s a z ö s s z e g e z é s t a z ö s s z e s 
l e h e t s é g e s e s e t r e v é g r e k e l l h a j t a n i a ( 2 5 ) é s ( 2 6 ) m e g s z o r í t á s o k f i g y e l e m b e -
v é t e l é v e l . 
A ( 2 8 ) k ö n n y e n i d e n t i f i k á l h a t ó a ( 1 1 ) a l a t t i k i f e j e z é s s e l . H a j,c h e l y e t t 
i s m é t r á t é r ü n k a z / , , - v a l v a l ó j e l ö l é s r e , h a m a r f e l i s m e r h e t ő , h o g y a ( 2 5 ) é s 
( 2 6 ) m e l l é k f e l t é t e l e k u g y a n a z t f e j e z i k k i e g y ü t t , m i n t a ( 9 ) é s ( 1 0 ) . A ( 2 8 ) -
b e l i k é t f a k t o r i á l i s h á n y a d o s a ; 
( л — У — 1 ) ! 
( л + / i — 2 v ) ! 
p e d i g n e m e g y é b , m i n t a ( 1 1 ) s z á m l á l ó j á b a n l e v ő s z o r z a t ( — l ) ' '1" ' - s z e r e s e 
( Л h e l y e t t / - e t , л h e l y e t t ( — m ) - e t í r u n k , v ö . ( 1 5 л ) ) : 
(„_„_!)!_ y
 { n _ v _ k ) = ( _ iy--n-i j j (m + v + ky 
( л + / — 2 v ) ! k=1 Í = 1 
M i n t h o g y ( 1 1 ) , i l l . ( 2 8 ) m i n d i g é r v é n y e s , l i a m n e g a t í v e g é s z é s k i s e b b 
( — j ' ) - n é l , a z a z л г - п е к v é g t e l e n s o k é r t é k é r e , e z é r t a m á r m o n d o t t a k n á l f o g v a 
a ( l l ) - g y e l m e g a d o t t e x p l i c i t a l a k o t á l t a l á n o s é r v é n y ű n e k t e k i n t h e t j ü k . 
\ 
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K i e g é s z í t é s k é p p e n m e g j e g y e z z ü k , h o g y а С , „ ) ( ( / ) - р о Н п о т о к г а ( v ö . I. 
r é s z 4 . é s 5 . p o n t ) i s f e n n á l l e g y a ( 2 0 ) - n a k m e g f e l e l ő ö s s z e f ü g g é s ( m o s t 
a z o n b a n «z-nek m á s a j e l e n t é s e , m i n t k o r á b b a n , t e h á t ( 1 5 « ) n e m é r v é n y e s ! ) : 
I C«Af) + Ein ( f 
( 2 У ) f m Ч Л n—v—l y
 n -\f 
A ( 2 9 ) C«m ( / ) - p o l i n o m o k e x p l i c i t a l a k j á b ó l ( v ö . 1. r é s z ( 4 5 ) ) v e z e t h e t ő l e , 
a z C * « - p o l i n o m o k ( 2 8 ) - a s a l a k j á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l . A ( 2 9 ) - n e k s p e c i á l i s 
e s e t e a z m = 1 h e l y e t t e s í t é s r e ( v ö . I . r é s z ( 3 3 ) ) n y e r h e t ő ö s s z e f ü g g é s : 
( 3 0 ) y « . u ) = y y j - E H l 
m e l y r e a z u t o l s ó f e j e z e t b e n m é g s z ü k s é g ü n k l e s z . 
3. Az Euler-közelítés hibaformulája 
M i n t m á r e m l í t e t t ü k , a ( 4 ) k ö z e l í t ő k é p l e t é s a I I . r é s z 5 . p o n t j á b a n 
d e f i n i á l t Euler-közelítöképlet a z o n o s s á g á t a z á l t a l b i z o n y í t h a t j u k , h o g y a ( 4 ) 
k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k á r ó l m e g m u t a t j u k , h o g y k - v a l e g y e n l ő . A z t k e l l 
t e h á t b i z o n y í t a n u n k , h o g y a z 
(31)
 = [ f ( x ) J 
f e l b o n t á s b a n , a z ú n . h i b a k é p l e t b e n , ak o l y k i f e j e z é s , m e l y n e k x—»-S k ö z e l í -
t é s r e l é t e z i k a h a t á r é r t é k e . E z a z o n b a n k ö v e t k e z i k a ok k i f e j e z é s e k r e k u r z i ó s 
k é p l e t é b ő l : 
( 3 2 ) = — 
é s a k e z d e t i о
г
 = 1 ( v a g y o.2 = j ^ é r t é k e k b ő l , a m e l y e k b ő l a z o n n a l m e g á l l a -
p í t h a t ó , h o g y o k — b i z o n y o s n u m e r i k u s f a k t o r o k t ó l e l t e k i n t v e — n e v e z ő j é b e n 
c s a k / ' v a l a m e l y h a t v á n y á t t a r t a l m a z z a , v a g y i s l é t e z i k a l i m ok = ok0 h a t á r -
é r t é k . 
A m i a ( 3 2 ) r e k u r z i ó s f o r m u l a b i z o n y í t á s á t i l l e t i , e z t a z a l á b b i a k b a n 
v á z o l j u k . A ( 6 ) r e k u r z i ó s k é p l e t b ő l k i i n d u l v a e l ő s z ö r a ( 4 ) s o r á l t a l á n o s 
t a g j á n a k , a 
(f. ( 3 3 ) a v = E , v-V 
/ 
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k i f e j e z é s e k n e k r e k u r z i ó s k é p l e t é t , 
' / 
( 3 4 ) (v + 1 ) • fiv+i = v • fi г —у -и',., 
v e z e t j ü k l e , m a j d m i n d k é t o l d a l o n t ö r t é n ő ö s s z e g e z é s s e l é s e g y s z e r ű s í t é s e k k e l 
a z a l á b b i ö s s z e f ü g g é s h e z j u t u n k : 
( 3 5 ) k-fik = f i i — • 2 f f = i • f i — 2 É v 
J V 1 / V V=1 
T e k i n t v e a z o n b a n , h o g y 
e b b ő l 
e s 
7,-1 
Sk(x) = x— 2 V t . 
V-l 
k-1 
t'k =F= 1 — 2 , < , 
v 1 
flk = 8/, — Sk+1, 
k ö v e t k e z i k , a m e l y e k n e k a ( 3 5 ) - b e v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s é v e l m e g k a p j u k a z 
8 / c - k i f e j e z é s e k r e k u r z i ó s k é p l e t é t : 
( 3 6 ) 8/с4-1 = 8fc — • • «/.- • 
A ( 3 2 ) - t e b b ő l ú g y k a p j u k , h o g y a ( 3 1 ) s z e r i n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t : 
éit = % + ok-(x—1)7 
= ? + Ф + i • ( x — S ) ' ' + 1 , 
é s 
S'k = (7/,• ( x - 5 ) ' ' + A : o k ( x - S ) ' 
a ( 3 6 ) - b a n e l v é g e z z ü k é s e g y s z e r ű s í t ü n k . 
M i n t h o g y a l i m oj, h a t á r é r t é k , l é t e z i k , a k s o r b a f e j t h e t ő ( x — 5) p o z i t í v 
k i t e v ő s h a t v á n y a i s z e r i n t : 
Ok = o*o + Ф а • ( x — §) + а
ш
 - ( x — S)"-H 
A h i b a b e c s l é s s z e m p o n t j á b ó l a s o r f e j t é s e l s ő t a g j a (rj ; ,o) a d ö n t ő , e n n e k e x p l i -
c i t a l a k j á t a z a l á b b i a k b a n v e z e t j ü k l e . A ( 3 1 ) - t ő l k i s á t a l a k í t á s s a l 
oM • ( x - §)*+' - a „ • ( x - = - E k . . v \ f f ) j 
k ö v e t k e z i k , v a g y , t e k i n t v e , h o g y f(x) = g(x)-(x—£), 
I f 
ok+1 • (x—£) — ok = — E1Í-V\J7 
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a h o n n é t 
okо = = l i m ok — l i m £ , . - 1 • М П = h m Ek-1. 
l j ) x->£ 
M i v e l £ , . 1 / - n e k c s a k d e r i v á l t j a i t t a r t a l m a z z a , l i m e s é t a z á l t a l n y e r j ü k , h o g y 
e x p l i c i t k i f e j e z é s b e n m i n d e n ü t t v é g r e h a j t j u k a z 
f m _ + h . g ( H - n (Л = 1 , 2 , . . . , A r ) 
h e l y e t t e s í t é s e k e t . V é g s ő e r e d m é n y ü n k a ( 8 ) f e l h a s z n á l á s á v a l : 
1
 y i y i l ( 2 L - 2 - / , , ) !  
И 7 ) T î ^ - ' 7 ^ / л 7 " ( 3 7 )
 / 7 4 ! 7 7 ( Л ! ) 1 ' " 
a h o l a z 4 h a t v á n y k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , 
fc-i 
/n = L — 1 — É L 4 , 
Ä=X 
é s a z ö s s z e g e z é s t a z ö s s z e s l e h e t s é g e s e s e t r e k i k e l l t e r j e s z t e n i a 
t - i 
ÉL h 4 =--• к— 1 
f - i 
m e g s z o r í t á s f i g y e l e m b e v é t e l é v e l . 
4. Az Euler-közelítés szükséges átalakítása 
többszörös gyökök közelítésekor 
M i n t а I I . r é s z 1. f e j e z e t é b e n e m l í t e t t ü k , b á r m e l y e g y s z e r e s g y ö k k ö z e -
l í t ö k é p l e t b ő l ú g y n y e r h e t ü n k u g y a n o l y a n k o n v e r g e n c i a f o k ú , d e p-szeres g y ö k 
k ö z e l í t é s é r e a l k a l m a s k é p l e t e t , h o g y b e n n e v é g r e h a j t j u k a z 
( 3 8 ) 
/ ( x ) - / • ( * ) " * 
é s 
h e l y e t t e s í t é s e k e t . V i z s g á l j u k m e g , m i v é a l a k u l a z £ u / e / - k ö z e l í t é s a ( 3 8 ) 
h e l y e t t e s í t é s e k k e r e s z t ü l v i t e l é v e l . 
A z Euler-sor á l t a l á n o s t a g j á t a 
(Я ' 
k i f e j e z é s e k k é p e z i k ; e z e k r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s e p e d i g , m i n t a z a ( 3 4 ) - b ő l 
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l á t h a t ó : 
( 3 4 ' ) ( n + 1 ) - « , l + i — n - u n + j , u ' n = 0 . 
А ( 3 8 ) h e l y e t t e s í t é s e k k e l n y e r t ú j k i f e j e z é s t j e l ö l j e M „ : 
( 3 9 ) М Г ; ( / ' " ) " ' ) = M „ ( J ; f ) ) , 
e k k o r a ( 3 4 ' ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z M„ k i f e j e z é s e k p e d i g a z 
( 4 0 ) ( n + Ó - M ^ — n - M n + p - j r - M ^ O 
r e k u r z i ó s f o r m u l á t e l é g í t i k k i . 
A ( 4 0 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á r a a z M „ p o l i n o m o k a t a z a l á b b i a l a k b a n 
k e r e s s ü k : 
11 
( 4 1 ) M a = 2 « nv kv j 
» = 1 
a h o l a z am. m e n n y i s é g e k n u m e r i k u s e g y ü t t h a t ó k é s a p f ü g g v é n y e i . A ( 4 0 ) - b e 
b e h e l y e t t e s í t v e : 
n+1 n r 11 
(nJT !)• 2 «(>1+1)1--Pv — Л- 2 anv-pv + p--r/- 2anv-p'v = 0. 
V= 1 1' 1 J V—l 
u ' v - i k i k ü s z ö b ö l j ü k a ( 3 4 ) a l a p j á n . R e n d e z é s u t á n : 
H+i 
( 4 2 ) 2[(n + l )«(»+i) i - -\-(pv—ri)anv—pvan(v-i)]-tiv = 0, 
V=1 
m e g j e g y e z v e a z t , h o g y a z ö s s z e g e z é s k o r m e c h a n i k u s a n k i a d ó d ó « „ о é s « „ ( n + p 
e g y ü t t h a t ó k a t z é r u s - é r t é k ü n e k k e l l t e k i n t e n ü n k . 
M i v e l a p r m e n n y i s é g e k l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k , a ( 4 2 ) - b ő l a z o n n a l l e o l -
v a s h a t ó a z a n v e g y ü t t h a t ó k r e k u r z i ó s k é p l e t e : 
( 4 3 ) ( « + l ) a ( n + i ) r + ( p v — n ) a „ v — p r - a , K v _ 1 ) = 0 . 
E b b ő l a k e z d e t i « „ o = 0 , «„(,1 + i ) = 0 é s ccn =p é r t é k e k b ő l v a l a m e n n y i t o v á b b i 
e g y ü t t h a t ó m e g h a t á r o z h a t ó , é s p e d i g e l ő s z ö r a z « „ i , m a j d e z e k i s m e r e t e a l a p -
j á n a z a,,2, m a j d e z e k b ő l a z а»3 s t b e g y ü t t h a t ó k . N é h á n y a l a c s o n y a b b i n d e x ű 
e g y ü t t h a t ó k i s z á m í t o t t é r t é k e : 
« п = P, «2i = — 1 2 ) ' К з 1 ^ ( з ) ' — ( 4 
« 1 2 = P > \ « 3 2 = — Р Ч Р — 1 ) , « 4 2 = l ) ( 7 ß — 1 1 ) 
3 
« 3 3 = P \ « 4 3 = — у Д ( « — O l 
« н = Р
4
-
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A z a m . e g y ü t t h a t ó k n a k a v á z o l t e l j á r á s s a l t ö r t é n ő s z u k c e s s z í v m e g h a t á -
r o z á s á t f e l e s l e g e s s é t e s z i a z á l t a l á n o s e x p l i c i t a l a k j u k a t m e g a d ó a l á b b i 
f o r m u l a : 
»-»'+! 1 f n Y h 
( 4 4 ) 
a h o l a z ih k i t e v ő k n e m - n e g a t í v e g é s z s z á m o k , é s a z ö s s z e g e z é s n é l a z ö s s z e s 
l e h e t s é g e s e s e t e t f i g y e l e m b e k e l l v e n n i , a m e l y e k k i e l é g í t i k a 
( 4 5 ) 
X 1 • 
ZJ hi = V 
é s 
2 hih = n 
f e l t é t e l e k e t . 
A ( 4 4 ) b i z o n y í t á s á r a t e k i n t s ü k a z 
1 — ( 1 — x ) 1 ' = a n x + a 2 1 x 2 + а з , * 3 H  
é s 
[1 — ( 1 — x ) X = civvxr + a ( r + i ) , . - x r + 1 + ci(r+2)v -x"+2 H  
s o r f e j t é s e k e t . A ( 4 4 ) é s ( 4 5 ) - b ő l u g y a n i s k ö v e t k e z i k , h o g y 
03 
( 4 6 ) [1 — ( 1 - X ) T = 2 « W - * " 
n=v 
H a e n n e k a l a p j á n i g a z o l n i t u d j u k a ( 4 3 ) r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s t , a k k o r ( 4 4 ) 
b i z o n y í t o t t n a k t e k i n t h e t ő . D i f f e r e n c i á l j u n k m i n d k é t o l d a l o n x s z e r i n t : 
0Э 
vp-[Í-O-X^-O-Jtr1 = 2 na„-Xя-1, 
s z o r o z z u n k ( 1 — x ) - s z e l : 
со 
( 4 7 ) vp\ 1 - ( 1 - х ^ Г 1 - ( 1 - x ) " = 2 [(n+\)cc(n+1)v-nccnv] x\ 
n=V-1 
í r j u k f e l a ( 4 6 ) - o t v h e l y e t t (v—l)-re é s s z o r o z z u k ( ? ' / ? ) - v e l : 
со 
( 4 8 ) vp [1 - ( 1 - х У Г 1 = 2 "p-ccn(v.irx, 
n=v-1 
é s s z o r o z z u k m e g ( 4 6 ) - o t i s (vp)-ve\ : 
со 
vp[ \—(\—xp]v = ^vp-cCnv'X1-
n=v 
H a a ( 4 8 ) b a l o l d a l á b ó l k i v o n j u k a ( 4 7 ) b a l o l d a l á t , é p p a z u t o l s ó e g y e n l e t 
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b a l o l d a l á t k a p j u k . U g y a n e z á l l t e h á t a j o b b o l d a l a k r a i s . R e n d e z é s é s a z xn 
k i e m e l é s e u t á n : 
л 
£ [(«+ 1 )a(n+1)r + (rp—n)anv — rp• «.„(„_!,]• x" = 0, 
JÍ r—1 
a h o n n é t a z o n n a l l e o l v a s h a t ó a ( 4 5 ) r e k u r z i ó s ö s s z e f ü g g é s . 
A n n a k , h o g y cLZ CCn v e g y ü t t h a t ó k a ( 4 6 ) s o r f e j t é s t a g j a i k é n t s z e r e p e l n e k , 
m á s h a s z n a i s v a n . x = 1 h e l y e t t e s í t é s r e u g y a n i s a z a l á b b i h á r o m t é t e l k ö v e t -
k e z i k b e l ő l e : 
0Э 
í) J f u H 1 . ha P>O, 
n=v 
N 
( 4 9 ) 2 ) 2 « « г = 1 , h a N ^ r p é s p p o z i t í v e g é s z , é s e k e t t ő 
e g y ü t t e s a l k a l m a z á s á v a l : 
3 ) anv = 0 , h a n =£ vp é s p p o z i t í v e g é s z . 
A ( 4 9 ) - e t f e l h a s z n á l v a k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó a z Euler-sorrci v o n a t k o z ó 
l é n y e g e s t é t e l : Legyen az Euler-közelitésnek p-szeres gyökök esetében szüksé-
gessé való módosítása, azaz az 
A-l A—1 
( 5 0 ) £ ; , - , = P r 
11=1 n = l 1 
kettős sor k~* oc limesre valamennyi tagját tekintve abszolút konvergens sor. 




 sor az eredeti Ealer-sorrá átrendezhető. 
k-> œ 
A b i z o n y í t á s h o z á t a l a k í t j u k a z ( 5 0 ) - e t : 
к-1 Г k-1 
V V sktP = x — ^ ^ anv\-fir, 
1=1 V" V 
é s f e l h a s z n á l j u k a ( 4 9 ) - e t : 




A->C0 r 1 VA->-CO 11= r J r=1 A-*-co 
q u . e . d . 
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5. Az inverz Taylor-sor felhasználása közelítőképletek 
szerkesztésére 
A z i n v e r z Taylor-sort, i l l . a h a t v á n y o z á s á v a l n y e r t ( 1 2 ) s o r t a 11. r é s z -
b e n t á r g y a l t k o n g r u e n c i a - r e l á c i ó k s e g í t s é g é v e l j ó l f e l l e h e t h a s z n á l n i k ö z e l í t ő -
k é p l e t e k s z e r k e s z t é s é r e . 
A ( 1 2 ) s o r x = £ h e l y e t t e s í t é s é v e l (£ a z f(x) e g y i k z é r u s h e l y é t j e l e n t i ) a z 
(51) (a-i) f i a ) f(a) Ш Х 
s o r b a m e g y á t . H a m o s t b e v e z e t j ü k a z 
( 5 2 ) 
j e l ö l é s t , a k k o r ( 5 1 ) í g y i s í r h a t ó : 




= y E 
-'-km x i i-'vm \ jr (Ar = 2 , 3 . . . . ) 
(51') 
m 
&Ш + 2 Er 
v=k- 1 
A z ( 5 1 ' ) - b ő l é s a b e l ő l e m = 1 é s m - + m - \ - 1 h e l y e t t e s í t é s e k r e n y e r t ö s s z e -
f ü g g é s e k b ő l a z a l á b b i r e l á c i ó t n y e r j ü k : 
2 д - í 
1 V / J 
a m e l y b ő l l e o l v a s h a t ó a z 
( 5 3 ) 
k o n g 
t é k l é t e z i k , í g y í r h a t ó : 
— kin T" ^ F n „ • í 
r=k-1 \ . / 
'—AI --Inn -~l,\inn-l) 
ßfc(m+1, + 2 Д ( » + 1 ) ' ( / 
r=fc- 1 / 0 ' 
m o d / ' • 
r u e n c i a é r v é n y e s s é g e . A z ( 5 3 ) m á s a l a k b a n , m i v e l a l i m h a t á r é r -f-*Q —km 
p — ßfc(m+l) 
p . 
--km 
m o d , 
/ v a g y , I | - v e l v a l ó s z o r z á s s a l : 
(54) 
M i n t h o g y ( 4 ) - b ő l 
= Д . 
/ «km J 
f (2ki--jr ~a—Í'A (a) 
I 
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k ö v e t k e z i k , a z ( 5 4 ) í g y i s í r h a t ó : 
^Zhm J 
a h o n n é t a I I . r é s z I V . t é t e l a l a p j á n l e o l v a s h a t ó , h o g y a 
&*(m + l ) / ( x ) ( 5 5 ) Ф *
В 1 ( х ) = x Q, f'(x) 
k ö z e l í t ö k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a legalább k-val e g y e n l ő . 
A z t , h o g y a z ( 5 5 ) k o n v e r g e n c i a f o k a pontosan k-v a l e g y e n l ő ( L > 1 ) , a 
k ö v e t k e z ő k é p p l á t h a t j u k b e . A z ( 5 5 ) - b ö l A : — h e l y e t t e s í t é s é r e n y e r t 
Ф
№
+ 1 ) т ( x ) = x -
7 ' ( * ) 
k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a n y í l v á n l e g a l á b b ( A r + 1 ) , e z a k ö z e l í t ő k é p l e t 
a z o n b a n m o d i n k o n g r u e n s a z ( 5 5 ) a l a t t i v a l , a m i b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
a m a z n e m l e h e t ( L + l ) k o n v e r g e n c i á t o k é . U g y a n i s 
L2(k+I)(m+1)-Í2km Í2ni+i)m-£2jc(m+l) = 
y F Í / Í I Í Y F m [ y F f 7 | | i y , iL 
' r 1 )T I ' / LJvni'l ' Lbrm'\ r,\ ' - £Lv(m+1*1 rt 
j '=o v / 7 . b ' = o V / 7 Lr=o v / 7 J b ' = o \J 
= ( E ( k - v ) ( m + \ ) — ф О moàfk, h a k> 1 , a z a z 
£2(к+1)т lies... 
a h o n n é t m á r l á t h a t ó , h o g y 
Ф(
М)тфФкш m o d / ' í + 1 . 
A z ( 5 5 ) k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a t e r m é s z e t e s e n n e m v á l t o z i k , h a a j o b b 
o l d a l o n , v a g y c s a k a s z á m l á l ó b a n , v a g y c s a k a n e v e z ő b e n Í2 e l s ő i n d e x é t 
Аг-nál n a g y o b b é r t é k k e l h e l y e t t e s í t j ü k . í g y k a p j u k p l . a z 
( 5 6 ) x Дцт+l) Í(X) 
О (fc+l)m 
k ö z e l í t ő k é p l e t , m e l y m = — к v á l a s z t á s s a l a Bernoulli-féle közelítő formulát 
s z o l g á l t a t j a , ( v ő . I . r é s z ( 1 5 ) ) . E n n e k b i z o n y í t á s á r a t e k i n t s ü k a ( 2 0 ) r e l á c i ó t , 
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a m e l y b ő l a ( 1 5 6 ) é s a z ( 5 2 ) f e l h a s z n á l á s á v a l á l l í t á s u n k a z o n n a l k ö v e t k e z i k : 
Nk. i 
N,. f 








Z Er(-k+l) ' I yz j J 
%e*Aj 
ß l ( - W ) / 
^ (7 
A ( 1 2 ) s o r b ó l k i i n d u l v a o l y a n k ö z e l í t ő k é p l e t e t i s k o n s t r u á l h a t u n k , m e l y 
s p e c i á l i s e s e t b e n a / ö / s s — G o r n s t e i n - f é l e képletsorozatot a d j a . S z o r o z z u k m e g 
m i n d k é t o l d a l t 
Í m - m 
(a-xf 




- n e l : 
/ ( a ) - / ( * ) ' 
/ ' ( a ) 
é s d i f f e r e n c i á l j u n k m i n d k é t o l d a l o n f(x) s z e r i n t : 
m (a—x)" (m + r)E,.„ ' m - m 1 
/ ' ( a ) l / ' ( a ) J f'(x) 
I n n é t x—f'E. h e l y e t t e s í t é s s e l é s k i s á t a l a k í t á s s a l a z a l á b b i e r e d m é n y t k a p j u k : 
( 5 7 ) / ' ( a ) ( ű - 5 ) / ' ( a ) 
/ ( a ) z 
r m + v 
m 
.p 
E z e k u t á n v e z e s s ü k b e a z 
( 5 8 ) O * _ \ m + V F í L 
"-km— / •
 1r i C-Tu< ' j y . m 
j e l ö l é s t , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l a z ( 5 7 ) ú j a l a k j a : 
| M [ 
V / ' ( a ) J 
(k = 2 , 3 , . . . ) 
( 5 7 ' ) / ' ( a ) ( « - £ ) / ' (c) 
/ ( a ) O f . --A»? 





A z ( 5 7 ' ) - t í r j u k f e l ( m — 1 ) h e l y e t t m k i t e v ő v e l , t o v á b b á a z ( 5 1 ' ) - t m = 1 
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e s e t r e . E z e k b ő l é s a z ( 5 7 ' ) - b ő l n y e r j ü k , h o g y 
d m + v I f " 
/ • ~~~ ' LL ym ' I rr 
jSi-i m \J 
uufcm ' £2ki • 
v=k-1 m+ 1 
± E-U i . t v l / ' 
Ж 
v(m+1 j y / j ! O * _i_ V И + 1 + Г C-= í + ( m + l ) + - Z . — tL v i 
a m e l y b ő l l e o l v a s h a t ó a z a l á b b i k o n g r u e n c i a : 
( 5 9 ) £2L-£2ki m o d 
A z ( 5 9 ) - b ö l , c s a k ú g y , m i n t a z ( 5 3 ) - b ó l a z ( 5 4 ) , s z á r m a z i k a z 
ß r 
/ __ ß * ( l i i + i ) / 
i l l e t ő l e g a z 
e* (a) a 
o f f 
-
űkm J 
ß * ( m + l ) / 
7 m o d / f c , 
ßkm f 7 m o d / ' '
: 
k o n g r u e n c i a , a m e l y b ő l a I I . r é s z IV . t é t e l e a l a p j á n s z i n t é n k ö v e t k e z i k , h o g y a 
( 6 1 ) < Z > L ( x ) = * ß i W n / ( * ) O f 
lem 
k ö z e l í t ő k é p l e t k o n v e r g e n c i a f o k a i s l e g a l á b b L - v a l e g y e n l ő . A z t , h o g y a ( 6 1 ) 
k o n v e r g e n c i a f o k a p o n t o s a n Ar-val e g y e n l ő , a z ( 5 5 ) - n é l k ö v e t e t t e l j á r á s s a l s z i n -
t é n b e b i z o n y í t h a t j u k . 
V é g e z e t ü l t e k i n t s ü k a ( 6 1 ) - b ő l k-*(k+ 1 ) h e l y e t t e s í t é s s e l s z á r m a z ó 
ß ( t+ lXm+l) / ( x ) (62) 
Ф(*+1)т (X) = X O * 
k ö z e l í t ő k é p l e t e t , m e l y n e k k o n v e r g e n c i a f o k a t e h á t : ( L + 1 ) . E z a k é p l e t m = — L 
e s e t b e n a Kiss—Gornstein-té\e k é p l e t s o r o z a t o t e r e d m é n y e z i . A Kiss-Gornstein-
f é l e k é p l e t s o r o z a t f ő r é s z e u g y a n i s a ( 3 0 ) f e l h a s z n á l á s á v a l : 
Kk-i 
Kk •f 
fc-2 , , 
к—1 — v 
Û к—1 •Е*(к И 











í ' = U L - l " 
5 л — r £)*/. • j y r 7 " fti к 
a m i v i s z o n t n e m e g y é b , ( v ő . ( 1 5 b) é s ( 5 8 ) ) , m i n t a ( 6 2 ) k é p l e t f ő r é s z e , h a 
b e n n e m h e l y e t t ( — A : ) - t í r u n k . 
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NEMESGÁZATOMOK KÖLCSÖNHATÁSI ENERGIÁJÁNAK 
ELMÉLETI MEGHATÁROZÁSA 
írta: GÁSPÁR REZSŐ 
I.§. Bevezetés 
A M D U R é s m u n k a t á r s a i 1 , v a l a m i n t B E R R Y - v i z s g á l t á k s e m l e g e s a t o m o k 
é s m o l e k u l á k , k ö z t ü k a n e m e s g á z a t o m o k e g y m á s o n v a l ó ü t k ö z é s é t . A k í s é r -
l e t e k s o r á n m o n o e n e r g e t i k u s i o n n y a l á b o t á l l í t o t t a k e l ő , m e l y e t t ö l t é s k i c s e r é -
l ő d é s s e l n e u t r a l i z á l t a k , m i á l t a l o l y a n s e m l e g e s a t o m n y a l á b o t n y e r t e k , m e l y e k 
a t o m j a i n a k k i n e t i k u s e n e r g i á j a a z i o n o k é v a l m e g e g y e z e t t . E z t a n y a l á b o t 
n y u g v ó g á z o n á t e n g e d t é k , é s a s z ó r á s i k e r e s z t m e t s z e t e t h a t á r o z t á k m e g . E b b ő l 
k ö n n y e n m e g h a t á r o z h a t ó k a z a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á i . A M D U R é s B E R R Y 
k í s é r l e t e i j ó l k i e g é s z í t i k e g y m á s t , m e r t a z e l ő b b i k i s e b b , a z u t ó b b i n a g y o b b 
e n e r g i á k k a l v é g e z t e k í s é r l e t e i t , é s a k í s é r l e t e k í g y m á s é s m á s t a r t o m á n y t f e d -
n e k b e , a k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á t k ü l ö n b ö z ő m a g t á v o l s á g é r t é k e k n é l a d j á k m e g . 
S e m l e g e s a t o m o k p o t e n c i á l i s e n e r g i á j á t é s s ű r ű s é g e l o s z l á s á t v i z s g á l v a , 
m e g á l l a p í t o t t u k , 3 h o g y a z o k a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n c s a k 
n e m u n i v e r z á l i s f ü g g v é n n y e l í r h a t ó k le , h a a „ s e l f - c o n s i s t e n t f i e l d " m ó d s z e r 
Hartree-féle k ö z e l í t é s r e s z o r í t k o z u n k . E n n e k a m e g á l l a p í t á s n a k a l a p j á n s i k e r ü l t 
o l y a n u n i v e r z á l i s p o t e n c i á l f ü g g v é n y t m e g s z e r k e s z t e n i , a m e l y i k a Fock-íéle 
p o t e n c i á l t i g e n j ó l k ö z e l í t i , é s a m e l y i k b á r m e l y r e n d s z á m ú a t o m r a a r e n d s z á m 
p u s z t a b e h e l y e t t e s í t é s é v e l m e g a d h a t ó . 
E b b e n a d o l g o z a t b a n m e g a k a r j u k m u t a t n i , h o g y a z a l a p e l v j ó l a l k a l -
m a z h a t ó m á s e s e t e k b e n i s , é s m e g a k a r j u k h a t á r o z n i s e m l e g e s n e m e s g á z a t o -
m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á j á t a s t a t i s z t i k u s a t o m f i z i k a m ó d s z e r e i n e k f e l h a s z n á -
l á s á v a l . 
2. §. A kölcsönhatási energia számítása Jensen szerint 
A s e m l e g e s n e m e s g á z a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á i e g é s z e n n a g y m a g -
t á v o l s á g é r t é k e k t ő l e l t e k i n t v e t a s z í t ó k . E n n e k a t a s z í t ó p o t e n c i á l i s e n e r g i á n a k 
m e g h a t á r o z á s á r a a s t a t i s z t i k u s a t o m f i z i k a m ó d s z e r e i a l k a l m a s a k . J E N S E N 4 s z e -
1 J. A M D U R és A. L. H A R K N E S S , J. Chem. Phys., 22, 664, 1954 ( H E ) ; I. A M D U R és E. A. 
. M A S O N , J . Chem. Phys., 2 2 , 415, 1955 (Ne); ibid, 2 2 , 670, 1954 (Ar); ibid., 2 3 , 2268, 1955 (Kr). 
2 H . W . B E R R Y , Phys. Rev., 9 9 , 553, 1955 (Ne); ibid. 7 5 , 913, 1949, (Ar); 
S R. G Á S P Á R , Acta Phys. Hung., 3 263, 1954; 
4
 H . J E N S E N , Zs. f. Phys., 7 7 , 722, 1932. 
3 III. Osztály Közleményei IX/4 
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r i n t k é t n e m e s g á z s z e r ű e l e k t r o n b u r o k k a l r e n d e l k e z ő a t o m v a g y i o n k ö l c s ö n -
h a t á s i e n e r g i á j a e l s ő k ö z e l í t é s b e n 
(1) U=Uc + Un + Ue+Uk+Uo+U„., 
a h o l 
(2ö) Uo = (Z, - N) (Z>—N,)ë2 \ ö, 
(2b) Un = [Z2y, (ő) + Z,y.2(ő)]e, 
(2c) U, = - 2 e [ Y / , (d) + N y2 (à) + J 7 l g2dv + J уЛ>1 dv, 
(2d) Uk = % j [ (p , + o j f ß - Q f - ^ ] d r , 
(2e) Uо = — xо J ' [ (P i + Р-.)4 / 3 - p l 3 - of ) d n, 
( 2 f ) U,,- = j [WI,(QI + p3)— WD(P,)— Wn(ç2)]dv. 
A ( 2 ) k é p l e t b e n Z , é s /V, i l l . Z 2 é s 7V2 a k é t 1 é s 2 - v e l j e l z e t t a t o m ( i o n ) 
r e n d s z á m a é s e l e k t r o n j a i n a k s z á m a , d a z a t o m o k ( i o n o k ) m a g j a i n a k t á v o l s á g a , 
e a z e l e m i t ö l t é s , Pi é s p 2 a z a t o m o k ( i o n o k ) t ö l t é s s ű r ü s é g e é s yi(r)r: az i o n -
t ö l t é s s e l k i s e b b í t e t t m a g t ö l t é s . (2b) a z a t o m m a g o k n a k a m á s i k a t o m ( i o n ) 
e l e k t r o n f e l h ő j é v e l v a l ó k ö l c s ö n h a t á s á t , ( 2 c ) a z e l e k t r o n f e l h ő k k ö l c s ö n h a t á s á t 
t e k i n t e t b e v e v ő p o t e n c i á l i s e n e r g i a t a g , (2d) a z e l e k t r o n f e l h ő k á t f e d é s e k ö v e t -
k e z t é b e n b e á l l ó k i n e t i k u s e n e r g i a n ö v e k e d é s , ( 2 e ) é s (2f) p e d i g a k i c s e r é l ő -
d é s i é s k o r r e l á c i ó s e n e r g i a m e g v á l t o z á s a . xk = (3\ 1 0 ) ( З л 2 ) 2 / З е а „ é s * „ = 
= ( 3 4 ) ( 3 | л ) ' V 2 á l l a n d ó k . a „ a l e g k i s e b b h i d r o g é n p á l y a s u g a r a a Bohr-e\mé-
l e t s z e r i n t . A z u t o l s ó t a g o t GOMBÁS v e z e t t e be r> é s e z a z e l e k t r o n o k k ö z ö t t i 
Coulomb k ö l c s ö n h a t á s k o r r e l á c i ó s k o r r e k c i ó j á t a d j a m e g . 
S e m l e g e s a t o m o k n á l Z, = N, é s Z 2 = N, é s í g y a p o n t s z e r ű i o n t ö l t é s e k 
h a t á s á t k é p v i s e l ő t a g o k , í g y p l . ( 2 a ) i s , e l t ű n n e k . H a m é g e z e n f e l ü l e g y e l ő r e 
a ( 2 c ) é s (2f) t a g o k t ó l i s e l t e k i n t ü n k , a s e m l e g e s a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r -
g i á j á t e l s ő k ö z e l í t é s b e n a z 
U = \ e f ^ / i G ) + "A « ) + f ő d d с + f y ^ d v ] + 
(3) 
+ Xk J [ ( p i + p 2 ) 5 / S — P i ' 3 — pl3 ] d v 
k i f e j e z é s a d j a m e g . S z o r í t k o z z u n k t o v á b b á a f e n t i k ö z e l í t é s n e k m e g f e l e l ő e n 
» W . L E N Z , Z S . f. Phys., 121, 5 2 3 , 1 9 4 3 . 
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a z e r e d e t i THOMAS—FERMI f é l e m e g o l d á s r a , " m e l y a t o m r a a p o t e n c i á l i s e n e r -
g i á t a 
(4) 
é s a s ű r ű s é g e t a 
<5> . 4 - Ш 
a l a k b a n a d j a m e g . ( 4 ) é s ( 5 ) - b e n cp0 a j ó l t a b e l l á z o t t Fermi-iè\e f ü g g v é n y 7 é s 
( 6 ) x = ~ 
a 
0 , 8 8 5 3 fl0 
e g y s é g e k b e n m é r t m a g t ó l v a l ó t á v o l s á g . ( 4 ) - e t é s ( 5 ) - ö t ( 3 ) - b a h e l y e t t e s í t v e 
k a p j u k : 
(8) U=~f(x), 
a h o l a z 
( 9 ) О с ZJT J X\ с X-2 J 
( 4 : T f ' i " ( 0 , 8 8 5 3 a , , ) ' „ 
У о Ц О р
2
 i ( 4M) 
X, J ( Xo 
3/2 
f ü g g v é n y c s a k a z x v á l t o z ó n k e r e s z t ü l f ü g g a Z r e n d s z á m t ó l . d x = d \ ( i é s 
dvx — dv\iF а ц e g y s é g b e n m é r t m a g t á v o l s á g é s a z u g y a n e z e n e g y s é g b e n 
m é r t t é r f o g a t e l e m . 
A ( 8 ) é s ( 9 ) f o r m u l á k k i é r t é k e l é s e i g e n f á r a d s á g o s f e l a d a t . K é s ő b b m e g -
m u t a t j u k , h o g y G O M B Á S 8 n y o m á n h o g y a n l e h e t a ( 2 ) f o r m u l á k a t ü g y e g y s z e -
r ű s í t e n i , h o g y a z o k k i é r t é k e l é s e k ö n n y e b b e n k e r e s z t ü l v i h e t ő l e g y e n . A ( 8 ) é s 
( 9 ) f o r m u l á k e l l e n ő r z é s e a z o n b a n l e h e t s é g e s i n d i r e k t ú t o n , a m e l y f i z i k a i 
s z e m p o n t b ó l i s m é l y e b b b e t e k i n t é s t n y ú j t . ( 8 ) s z e r i n t y = a z x v á l -
t o z ó n a k r e n d s z á m t ó l f ü g g e t l e n u n i v e r z á l i s f ü g g v é n y e . H a t e h á t a k í s é r l e t i l e g 
° Lásd pl. P . G O M B Á S : Statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, Wien, 
Springer-Viag, 1949., 41. o. 
' 1. с . P . G O M B Á S [ 6 ] . 
« P. G O M B Á S , Z S . f. Phys., 9 3 , 3 7 8 , 1 9 3 5 . 
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m e g h a t á r o z o t t e n e r g i á k a t a z (y, x) k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n á b r á z o l j u k , a z o k l e g -
a l á b b k ö z e l í t ő l e g ö s s z e k e l l h o g y e s s e n e k . A z 1. á b r á n f e l t ü n t e t t ü k a k í s é r -
l e t i g ö r b é k e t a b b a n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n , m e l y b e n u n i v e r z á l i s l e f u t á s t 
k e l l e n e h o g y m u t a s s a n a k . K i s m a g t á v o l s á g é r t é k e k n é l l á t s z i k i s i l y e n t e n d e n -
c i a , n a g y o b b a k n á l n e m . A 4 . § . - b a n r é s z l e t e s e n f o g u n k e z e k r ő l m é g b e s z é l n i . 
3. §. A kölcsönhatási energia számítása Gombás szerint 
A k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i a ( 1 ) , i l l e t v e ( 2 c ) — ( 2 d ) k é p l e t e k k e l m e g a d o t t a l a k -
j á t G O M B Á S 8 t o v á b b e g y s z e r ű s í t e t t e a z á l t a l , h o g y a z U„ é s Uk e n e r g i a t a g o k 
s z á m í t á s á t ö s s z e v o n t a , é s a Thomas—Fermi e g y e n l e t f e l h a s z n á l á s á v a l e g y s z e r ű b b 
a l a k r a h o z t a . í g y s i k e r ü l t a b o n y o l u l t k é t c e n t r u m i n t e g r á l o k h e l y e t t e g y c e n t r u m 
i n t e g r á l o k a t b e v e z e t n i e . T e r m é s z e t e s e n a p r o b l é m á v a l k a p c s o l a t o s n u m e r i k u s 
s z á m í t á s o k m e n n y i s é g e i s j e l e n t ő s e n c s ö k k e n t . 
A z U e + U i ; s z á m á r a a k ö v e t k e z ő k i f e j e z é s t k a p t u k : 
( 1 0 ) Ut + Uk = - [ Л + / , ( d ) + NiYí(d)]e + ( « , + A , b ( d ) + A ? , ( d ) . 
A ( 1 0 ) k i f e j e z é s b e n a , , Д é s ß 2 á l l a n d ó k , . m e l y e k n e k a j e l e n t é s e a k ö v e t k e z ő : 
CD 





I s m é t c s a k s e m l e g e s é s e g y f o r m a a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s á r a s z o r í t k o z v a , m e l y e k r e 
ZX = NX é s Z2 = Ni é s ß1 = ß2, a k i c s e r é l ő d é s t ő l é s k o r r e l á c i ó t ó l e l t e k i n t v e 
a t e l j e s k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i a 
( 1 2 ) U = U r + U n + £ / . + Uи = = ( « ! + 2 A ) ( d ) . 
F e l h a s z n á l v a a Thomas—Fcrm/'-egyenlet s e m l e g e s a t o m o k r a v o n a t k o z ó m e g -
o l d á s á t , ( 1 2 ) - t a 
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( 1 3 ) UuZ'- = J <f„(x)xdx 
о 
a l a k b a n k a p j u k m e g . 
( 1 2 ) - t a Lenz-Jensen-módszer a n a l i t i k u s m e g o l d á s á v a l i s k ö n n y e n k i -
s z á m í t h a t j u k . G O M B Á S e r e d e t i m u n k á j á b a n 8 t e t s z é s s z e r i n t i a t o m - , i l l . i o n p á r r a 
e l v é g e z t e e z t . M i i t t c s a k a z á l t a l a n y e r t e r e d m é n y e k e t a d j u k m e g s e m l e g e s 
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a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s á r a s p e c i a l i z á l v a , 
Uu Z 8 ; T E f p ( 6 b 0 + 2 4 b , + 1 2 0 b , + 7 2 0 b 3 + 5 0 4 0 b) + . 
( 1 4 ) 
^ ( 1 + 1 2 c i + 4 5 c 0 0 8 ^ L ^ ^ y t f , 
.P-3 v 4:xs d.c 
a m e l y b e n 
( 1 5 ) 
öo=l, bx= 1, b2 = -p ( 2 7 с ? + 1 5 с ? + 3 с г ) , 
4 4 
b3 = p ( 7 c j + 3 c ? ) é s bt = p cl, 
t o v á b b á 
(16) P = 2 [ 2 + 1 8 c 1 + 7 2 c ? + 1 2 0 c ? ] , 
+ = 1 0 , 9 1 , Ci = 0 , 2 6 5 s = ( 0 , 8 8 5 3 л ) 1 2 . 
A ( 1 4 ) , ( 1 5 ) é s ( 1 6 ) k é p l e t s o r t v é g i g v i z s g á l v a l á t h a t j u k , h o g y ( 1 3 ) - h o z 
h a s o n l ó a n , i t t i s a UgZ1 m e n n y i s é g d , . - n e k r e n d s z á m t ó l f ü g g e t l e n f ü g g v é n y e . 
T e r m é s z e t e s e n n i n c s a k a d á l y a a n n a k , h o g y ( 1 2 ) k i s z á m í t á s á t , v a l a m i l y e n 
m á s e l e k t r o n s ű r ű s é g g e l v é g e z z ü k e l . í g y f e l h a s z n á l h a t j u k " ' a „ s e l f - c o n s i s t e n t " 
m ó d s z e r r e l m e g h a t á r o z o t t H A R T R E E , i l l e t v e H A R T R E E — F o c K - f é l e s ű r ű s é g é r t é k e -
k e t . E z e k e g é s z e n b i z o n y o s a n j ó t á j é k o z t a t ó é r t é k e t a d n a k a k ö l c s ö n h a t á s i 
e n e r g i á r a , d e n e m s z a b a d e l f e l e j t e n i , h o g y e z e k a s ű r ű s é g e k , i l l e t ő l e g a h o z -
z á j u k r e n d e l h e t ő p o t e n c i á l n e m t e s z e l e g e t a F E R M I — T H O M A S e g y e n l e t n e k , s 
( 1 0 ) é s ( 1 1 ) b e v e z e t é s é n é l G O M B Á S e z t a z e g y e n l e t e t f e l h a s z n á l t a . V é g ü l e m -
l í t s ü k m e g , h o g y a z o k k a l a n e h é z s é g e k k e l , m e l y e k ( 1 0 ) é s (1 l ) - k i f e j e z é s e k n e k 
k i c s i n y m a g t á v o l s á g é r t é k e k r e v a l ó a l k a l m a z á s á t k í s é r i k , a s z e r z ő m á r e g y 
e l ő z ő m u n k á j á b a n f o g l a l k o z o t t . " 
A z 1 . á b r á n l á t h a t j u k a n a g y o b b r e n d s z á m ú n e m e s g á z a t o m o k k ö l c s ö n -
h a t á s i e n e r g i á j á n a k k í s é r l e t i l e g m e g h a t á r o z o t t é r t é k e i t . O r d i n á t á u l a 1 0 l o g ( í 7 / ( Z ' ) 
m e n n y i s é g e t é s a b s z c i s s z á u l a ő x m e n n y i s é g e t , t e h á t a z x e g y s é g b e n m é r t 
m a g t á v o l s á g é r t é k e t m é r t ü k f e l . T e l j e s s é g k e d v é é r t e b b e a z á b r á b a f e l v e t t ü k a 
H e - H e k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á t i s , b á r s z á m í t á s a i n k k i f e j e z e t t e n n a g y o b b r e n d -
s z á m ú e l e m e k r e v o n a t k o z n a k , h i s z e n s t a t i s z t i k u s m ó d s z e r r e l d o l g o z t u n k , é s a 
0
 R. G Á S P Á R és P . C S A V I N S Z K Y , Acta Phys. Hung., 5, 6 5 , 1 9 5 5 . 
4. §. Az eredmények diszkussziója 
ч 
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H e a t o m k é t e l e k t r o n j a n e m t e l j e s í t i a s t a t i s z t i k a a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k a s z o -
k á s o s f e l t é t e l e i t . A H e a t o m r a p o n t o z v a , a N e - r a v o n a l k á z v a , a z A r - r a e r e d -
m é n y v o n a l l a l é s v é g ü l a K r - r a f o l y t o n o s , d e v o n a l d a r a b o k k a l m e g j e l ö l t v o n a l l a l 
a d j u k m e g a k í s é r l e t i g ö r b é k e t . A k i s e b b m a g t á v o l s á g n á l l á t h a t ó g ö r b e d a r a -





























é r t é k e k n é l s z e r e p l ő g ö r b e d a r a b o k A M D U R é s m u n k a t á r s a i 1 m é r é s i e r e d m é n y e i t 
r e p r e z e n t á l ó k ö z e l í t ő a n a l i t i k u s f ü g g v é n y e k n e k f e l e l n e k m e g . í g y a N e é s A r  
a t o m o k r a B E R R Y ' 2 a 
( 1 7 ) 
a l a k o t h a s z n á l j a a 
N e 
( 1 7 « ) 
A r 
V(r) = Ae 
A = 1 0 , 4 - 1 0 w e r g é s 
A = 2 1 , 9 - 1 0 " ° e r g é s 
4 . 2 5 A 1 j 
= 4 , 1 4 Â _ 1 I 
p a r a m é t e r é r t é k e k k e l . T e r m é s z e t e s e n r-t a n g s t r ö m ö k b e n k e l l m é r n i . ( 1 7 ) a 
B E R R Y á l t a l v i z s g á l t t a r t o m á n y b a n n é h á n y s z á z a l é k o n b e l ü l r e p r e z e n t á l j a 
a k í s é r l e t i g ö r b é d e t . A z 1. á b r á n a l o g a r i t m i k u s l é p t é k n e k m e g f e l e l ő e n t e r -
m é s z e t e s e n e g y e n e s s z a k a s z o k f e l e l n e k m e g n e k i k . 
A H e - H e k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á t a z 1 , 2 7 A - t ő l a 2 , 3 0 Â - i g t e r j e d ő m a g -
t á v o l s á g t a r t o m á n y b a n A M D U R é s H A R K N E S S 1 s z e r i n t j ó l l e í r j a ( 1 7 ) a z 
( 1 8 ) H e A = 6 , 1 8 - 1 0 ~ 1 0 e r g é s b 4 , 5 5 Â 1 
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p a r a m é t e r é r t é k k e l . V é g ü l A M D U R é s M A S O N 1 a N e , A r é s K r n e m e s g á z o k r a 
n a g y o b b m a g t á v o l s á g é r t é k e k n é l a k ö v e t k e z ő p o t e n c i á l i s e n e r g i a é r t é k e k e t t a l á l t á k : 
N e V(r) = 5 , 0 0 - 1 0 1 0 r - 9 ' 9 9 e r g ( 1 , 7 6 Â . ^ r g 2 , 1 3 A ) , 
( 1 9 ) A r V(r) = 9 , 0 3 - 1 0 " 1 0 r~7'87 e r g ( 2 , 1 8 A ^ r g 2 , 9 8 A ) , 
K r V ( r ) = 2 , 5 . 5 - 1 0 10 r ~ 5 ' 4 ' e r g ( 2 , 4 2 Â ^ г Ш 3 , 1 4 Â ) . 
A f e n t i k í s é r l e t e k n e m n y ú j t a n a k f e l v i l á g o s í t á s t a m a g t ó l t á v o l f e k v ö t a r -
t o m á n y o k r a v o n a t k o z ó a n . E z e k r e a t a r t o m á n y o k r a m á s j e l e n s é g e k b ő l a z o k n a k 
e l m é l e t i é r t e l m e z é s é v e l k a p c s o l a t b a n s z o k á s l e v e z e t n i p o t e n c i á l é r t é k e k e t . í g y 
l e g t ö b b s z ö r a g á z o k k o m p r e s s z i b i l i t á s á b ó l , v i s z k o z i t á s á b ó l é s k r i s t á l y t u l a j d o n -
s á g o k b ó l v e z e t i k l e e z e k e t . M A S O N é s R I C E 1 0 v e z e t t é k le í g y p l . a z a l á b b i 
p o t e n c i á l o k a t : 
N e : V ( r ) = [ 7 3 , 4 e 4 ' 6 1 ' — 0 , 0 8 6 9 7 ° ] K T 1 0 e r g , ( 2 , 3 2 Â s / ' g 3 , 1 9 Â ) , 
( 2 0 ) A r : V(r) = [ 1 5 3 е — 0 , 9 9 4 r " 6 ] 1 С Г 1 0 e r g , ( 2 , 9 8 A = i r ^ 4 , 8 3 Â ) , 
K r : V(r) = [ 5 6 7 0 / ' 4~ — 2 , 2 8 r 6 ] 1 0 ~ 1 0 e r g , ( 3 , 4 A s г ^ 4 , 1 A), 
m e l y e k e t s z á m í t á s a i n k b a n r é s z b e n m i i s f e l h a s z n á l t u n k . 
A z 1. á b r á n f e l r a j z o l t k í s é r l e t i g ö r b é k j ó l l á t h a t ó a n k i s e b b m a g t á v o l s á g -
é r t é k e k n é l e g y m á s k ö z e l é b e n f u t n a k , s a z u n i v e r z á l i s v i s e l k e d é s a b b a n m u t a t -
k o z i k m e g , h o g y a n a g y o b b r e n d s z á m ú e l e m e k k ö l c s ö n h a t á s i g ö r b é i a m é r é -
s e k h i b a h a t á r a i n b e l ü l e g y ü t t f u t n a k . E g y e t l e n k i v é t e l t l á t h a t u n k c s a k . A h e l i u m 
a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á j a a z u n i v e r z á l i s l e f u t á s ú g ö r b é k n e k c s a k a k ö -
z e l é b e n f u t . A k ü l ö n l e g e s v i s e l k e d é s o k á t a b b a n k e r e s h e t j ü k , h o g y a h e l i u m 
a t o m n a k c s a k k é t e l e k t r o n j a v a n , s e z a k e v é s e l e k t r o n s z á m ú a t o m í g y k e -
v é s b é i l l i k b e l e a z o k b a a s t a t i s z t i k u s a t o m e l m é l e t i m e g f o n t o l á s o k b a , m e l y e k -
n e k a l a p j á n a z u n i v e r z á l i s l e f u t á s r a v o n a t k o z ó m e g f o n t o l á s a i n k a t v é g e z t ü k . 
É r d e k e s ö s s z e h a s o n l í t a n i a k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á k v i s e l k e d é s é t n a g y o b b 
m a g t á v o l s á g é r t é k e k n é l . S z e m m e l l á t h a t ó a n a k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á k e b b e n a 
t a r t o m á n y b a n e g y á l t a l á n n e m m u t a t n a k u n i v e r z á l i s l e f u t á s t . E n n e k o k á t 
a k ö v e t k e z ő k b e n t a l á l h a t j u k m e g . A s t a t i s z t i k u s a t o m e l m é l e t , T H O M A S — F E R M I 
k ö z e l í t é s e a z a t o m m a g t ó l t á v o l i r é s z e k e n i g e n r o s s z k ö z e l í t é s e a h u l l á m m e c h a -
n i k á n a k , s í g y n a g y m a g t á v o l s á g o k n á l a z a t o m o k k ö l c s ö n h a t á s i e n e r g i á j a s e m 
m u t a t h a t j a a z t a l e f u t á s t , a m i t a f e n t i k ö z e l í t ő m e g o l d á s a l a p j á n , a z a z a 
T H O M A S — F E R M I m e g o l d á s a l a p j á n e l v á r h a t u n k . 
A 2 . á b r á n a k í s é r l e t i l e g m e g h a t á r o z o t t g ö r b é k e n k í v ü l f e l t ü n t e t t ü n k 
n é h á n y e l m é l e t i l e g k i s z á m í t o t t a t i s . E z e k k ö z ü l a T H O M A S — F E R M I e l m é l e t 
1» E. A M A S O N és W. E. RICE, J. Chem., Phys., 22, 843, 1954. 
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görbéje, különösen a nagy magtávolságú tartományban, magasan a kísérleti 
görbék felett megy. A Thomas—Fenni-féle atomok tehát sokkal jobban taszítják 
egymást, mint a valóságosak. Ennek oka természetesen az előbb már vázolt körül-
mény, ti. a Thomas—Fermi-Ше atommodell sűrűsége az atommagtól távoli 
tartományokban jóval nagyobb, mint a hullámmechanikus atommodellé. Ezen 
a hibán segített JENSEN és LENZ. Az Ő általuk bevezetett atommodell sűrű-
sége a magtól távoli tartományokban a hullámmechanikuséhoz hasonlóan 
viselkedik. Az ezzel a sűrűséggel számított kölcsönhatási energia különösen 
a belső tartományokban igen jó. Azt azonban, hogy nagy magtávolságérté-
X 3 
2. ábra 
kéknél a LENZ—JENSEN modellel számított kölcsönhatási potenciál a kripton 
kölcsönhatási energiagörbéjének a közelében fut, véletlennek kell tekintenünk. 
Feltüntettük végül a 2. ábrán két elem, a helium és az argon atomok azon 
kölcsönhatási energiáit, melyeket a „self-consistent" módszerrel nyert sűrűség-
eloszlások segítségével határoztunk meg. A héliumra D. R. HARTREE11 által 
számított sűrűségeloszlást és az argonra a kicserélődés figyelembevételével 
D. R. HARTREE és W. HARTREE1- által megadott sűrűségeloszlást használtuk fel. 
Szembetűnő, hogy mindkét számított görbe milyen jól egyezik a kísérletiek-
kel, s különösen érdekes, hogy a nagy magtávolságértékeknél is megmarad 
U D . R . H A R T R E E , Proc. Cambridge phil. Soc. 2 4 , 1 1 1 1 9 2 8 . 
I 2 D . R . H A R T R E E és W . H A R T R E E , Proc. Roy. Soc., 1 6 6 , 4 5 0 , 1 9 3 8 . 
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e z a j ó m e g e g y e z é s . E z u t ó b b i t é n y i s a r r a a z á l t a l á n o s a n i s m e r t t é n y r e u t a l , 
h o g y a „ s e l f - c o n s i s t e n t " m ó d s z e r r e l , d e k ü l ö n ö s e n a Fock-íé\e k i c s e r é l ő d é s i 
h a t á s a l a p j á n m ó d o s í t o t t m ó d s z e r r e l m e g h a t á r o z o t t s ű r ű s é g e l o s z l á s o k a z a t o m -
m a g t ó l t á v o l i t a r t o m á n y o k b a n i s h e l y e s e n a d j á k v i s s z a a z a t o m v a l ó s á g o s 
e l e k t r o n s ű r ű s é g é t . 
S z á m í t á s a i n k a t m i n d v é g i g a G O M B Á S á l t a l b e v e z e t e t t e g y s z e r ű s í t e t t 
m o d e l l a l a p j á n v é g e z t ü k . G O M B Á S a z e g y s z e r ű s í t é s s o r á n f e l h a s z n á l t a A Tho-
mas—Fe/TO/'-egyenletet, m e l y e t a h u l l á m m e c h a n i k a i s ű r ű s é g e k n e m e l é g í t e n e k 
k i . E n n e k d a c á r a , m i n t e g y e l ő z ő m u n k á n k b a n [ 9 ] m á r r á m u t a t t u n k , n i n c s 
o k u n k k é t e l k e d n i a h u l l á m m e c h a n i k a i s ű r ű s é g e k k e l n y e r t e r e d m é n y e k r e a l i t á -
s á b a n . A z i t t s z á m í t o t t g ö r b é k i s e z t a t é n y t h ú z z á k a l á . 
Összefoglalás 
Semleges nemesgázatomok kölcsönhatási energiáit több kísérleti munka tárgyalja. 
A statisztikus atomelmélet segítségével lehet egy olyan koordinátarendszert találni, melyben 
az atommaghoz közel eső tartományokban ezek a kölcsönhatási energiák jó közelítésben 
univerzális lefutásúak. A kölcsönhatási energia statisztikus, Lenz-Jensen-té\e és „self-con-
sistent field" atommodellek segítségével meghatározott közelítő értékeit is részletesen 
diszkutálja a dolgozat. 
(Beérkezett: 1959. VII. 2.) 
A Kossuth Lajos Tudományegyetem 
Elméleti Fizikai Intézete, 
Debrecen és 




NÉHÁNY ÁLTALÁNOSABB MÓDSZER 
AZ EGYVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEGYENLETEK ELMÉLETÉBEN 
ÉS A FÜGGVÉNYEGYENLETEK EGYES 
ÚJABB ALKALMAZÁSAI, L* 
írta: ACZÉL JÁNOS 
A f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e l m é l e t é b e n — e l l e n t é t b e n p l . a d i f f e r e n c i á l -
e g y e n l e t e k e l m é l e t é v e l — k e v é s á l t a l á n o s m e g o l d á s i m ó d s z e r t , e x i s z t e n c i a - é s 
u n i c i t á s i t é t e l t i s m e r ü n k . ( N e m f o g l a l k o z u n k i t t a d i f f e r e n c i á l - , i n t e g r á l - s t b . 
e g y e n l e t e k r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s s e l t ö r t é n ő m e g o l d á s i e l j á r á s o k k a l . ) 
A j e l e n d o l g o z a t e l s ő r é s z é b e n a z e g y v á l t o z ó s é s e v á l t o z ó k é t t e t s z ő -
l e g e s é r t é k é t t a r t a l m a z ó f ü g g v é n y e g y e n l e t e k h a t t í p u s á r a a d o k m e g n é h á n y 
i l y e n e l j á r á s t é s t é t e l t . E z e k k ö z ü l a z I. 1 . é s 2 . § - b a n i s m e r t e t e t t e k i s m e r t 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á n a k , a 3 . é s 4 . § - b a n i s m e r t e t e t t e k a s z e r z ő 
á l t a l r é g e b b e n t á r g y a l t s p e c i á l i s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s i e l j á r á s á n a k 
á l t a l á n o s í t á s a k é n t k e l e t k e z t e k . F i g y e l e m r e m é l t ó , h o g y a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k m e g o l d h a t ó s á g á r a v o n a t k o z ó f e l t é t e l e k i t t k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k a l a k j á b a n j e l e n t k e z n e k , a m i t o v á b b i é r d e k e s p e r s p e k t í v á t m u t a t . 
E f e l t é t e l e k e t r é g e b b i d o l g o z a t o k b a n b e b i z o n y í t o t t t é t e l e k f e l h a s z n á l á s á v a l 
b i z o n y í t j u k . A z 5 . é s 6 . § - b a n t o v á b b i ú j a b b e l j á r á s o k a l k a l m a z á s á v a l é r ü n k 
c é l t , m e l y e k b i z o n y o s ( á l t a l á b a n n e m l i n e á r i s ) e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d á s á n 
a l a p s z a n a k , é s i t t a m e g f e l e l ő t é t e l e k é p p e n e z e n - e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d -
h a t ó s á g á b a n j e l ö l i k m e g a z i l l e t ő f ü g g v é n y e g y e n l e t a z a d o t t m ó d s z e r r e l v a l ó 
m e g o l d h a t ó s á g i f e l t é t e l e i t . T ö b b e k k ö z ö t t m e g k a p j u k a z 5 . § e l e j é n a z 
/(* + У) +/(*—D = 2 f(x) c o s y 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e g y s z e r ű m e g o l d á s á t : 
f(x) = a c o s x + b s i n x, 
m e l y e t S T . K A C Z M A R Z e l ő z ő l e g n e h e z e b b v a l ó s f i i g g v é n y t a n i e s z k ö z ö k k e l 
o l d o t t m e g . 
* A jelen dolgozat a bevezetéstől és néhány apróbb változtatástól eltekintve magyar 
nyelvű megfelelője a szerzőtől az Uszpechi Mat. Nauk. 11. kötete 3. füzetében a 3—68. 
oldalon megjelent orosz nyelvű cikknek. 
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A k ö v e t k e z ő f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e t f o g j u k r é s z l e t e s e b b e n t á r g y a l n i : 
( 1 ) / ( * + y ) = G [ / ( x ) , / ( y ) ] ( 1 . 1 . § ) , 
( 2 ) / ( ^ ) = - G [ / ( x ) , / ( y ) ] ( ' • 2 . § ) , 
( 3 ) f{ax + by + c)=G\f(x),f(y) ], 
( 3 ' ) f[F(x, y ) ] = G [ / ( x ) , / ( y ) ] < 
( 4 ) / ( x + y ) = ß [ / ( x ) , y j ( 1 . 4 . § ) , 
( 5 ) H\f(x + y ) , Д х - у ) , / ( x ) , x , у ] = О ( I . 5 . § ) , 
( 6 ) tf[/(x + y ) , / ( x - y ) , / ( x ) , / ( y ) , x , у ] = О ( I . 6 . § ) , 
d e a m é g á l t a l á n o s a b b 
f(ax + by + c) = G [ / ( x ) , Д у ) , x , y ] 
é s 
f[F(x, y ) ] = G [ / ( x ) , x , y ] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á r a i s v á z o l u n k e l j á r á s o k a t . 
A m i n t l á t j u k , e g y e n l e t e i n k i s m e r t f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n e k n é h a k ö z v e t l e n , 
n é h a a z o n b a n e l é g g é m e s s z e m e n ő á l t a l á n o s í t á s a i . 
A z I . 1. , 2 . , 3 . § - b a n i s m e r t e t e t t e l j á r á s o k a m e g o l d á s f o l y t o n o s s á g á n a k , 
m o n o t o n i t á s á n a k f e l t é t e l e z é s e m e l l e t t o l d j á k m e g a s z ó b a n f o r g ó f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e t . A 4 . , 5 . é s 6 . § e l j á r á s a i ( a 6 . § h a r m a d i k e l j á r á s a k i v é t e l é v e l ) é s 
t é t e l e i v i s z o n t m i n d e n n e m ű f o l y t o n o s s á g i , m o n o t o n i t á s i , s ő t m é r h e t ő s é g i f e l -
t é t e l e k n é l k ü l v e z e t n e k a t á r g y a l t f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a . 
F ü g g v é n y e g y e n l e t e k k ü l ö n b ö z ő a l k a l m a z á s á v a l a z i r o d a l o m b a n s z á m o s 
d o l g o z a t f o g l a l k o z i k , a s z e r z ő i s m é g a d o t t r é g e b b i d o l g o z a t a i b a n n é h á n y 
t o v á b b i i l y e n a l k a l m a z á s t . A j e l e n d o l g o z a t m á s o d i k r é s z e ú j a b b i l y e n a l k a l m a z á -
s o k a t t á r g y a l , a m e n n y i b e n a m a t e m a t i k a k ü l ö n b ö z ő r é s z e i b ő l ( g e o m e t r i a i c s o -
p o r t e l m é l e t , v e k t o r a l g e b r a , n e m - e u k l i d e s i g e o m e t r i a , v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s s t b . ) 
t o v á b b i h a t o l y a n p r o b l é m á t a d m e g , m e l y e k m e g o l d á s a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k 
m e g o l d á s a r é v é n t ö r t é n i k . E z e n e g y e n l e t e k r é s z b e n e g y v á l t o z ó s , r é s z b e n t ö b b -
v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y e n l e t e k ( v e k t o r - , m á t r i x e g y e n l e t e k ) . A z e l ő b b i e k a d o l -
g o z a t e l s ő r é s z é b e n t á r g y a l t t í p u s o k h o z t a r t o z n a k , a z u t ó b b i a k i l y e n e k n e k , 
v a g y a z e l s ő r é s z b e n s z e r e p l ő t ö b b v á l t o z ó s f e l t é t e l i e g y e n l e t e k n e k k ö z v e t l e n 
á l t a l á n o s í t á s a i . 
A I I . l . § - b a n a ( 3 ) t í p u s ú e g y e n l e t e k r e v i s s z a v e z e t h e t ő 
ÁMMhÁM^H^) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a r é v é n k i m u t a t j u k , h o g y a z e l l i p t i k u s , i l l e t v e h i p e r -
\ 
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b o l i k u s „ m o z g á s o k k a l " ( „ o r t o g o n á l i s " t r a n s z f o r m á c i ó k k a l ) s z e m b e n i n v a r i á n s 
é s e g y e g y e n e s e n a d d i t í v t á v o l s á g d e f i n í c i ó l é n y e g é b e n c s a k a z e l l i p t i k u s , 
i l l e t v e h i p e r b o l i k u s g e o m e t r i á b a n s z o k á s o s m ó d o n a d h a t ó m e g . 
A I I . 2 . § - b a n a z ( 5 ) t í p u s ú 
( 7 ) - f(x + y) + / ( x — y ) = 2f(x) c o s y 
f ü g g v é n y e g y e n l e t s z e r e p e l , m e l y n e k m e g o l d á s a r é v é n a r r a a z e r e d m é n y r e 
j u t u n k , h o g y a v e k t o r ö s s z e a d á s r a d i s z t r i b u t í v m ü v e l e t h o m o g é n t é r b e n l é n y e -
g é b e n ( e g y - e g y m u l t i p l i k a t í v k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e ) c s a k a s z o k á s o s s k a l á r i s , 
i l l e t v e v e k t o r i á l i s s z o r z á s l e h e t . A z e r e d m é n y b ő l e g y é b k é n t k ö n n y e n l e v e z e t -
h e t ő k h a s o n l ó t é t e l e k a k v a t e r n i ó s z o r z á s r a v o n a t k o z ó a n . 
A I I . 3 . § - b a n e l ő s z ö r a 
( 8 ) F [ F ( x , S ) , / ] = 5 [ x ( £ • ( * , / ) ] 
/ / - d i m e n z i ó s v e k t o r - f ü g g v é n y e g y e n l e t e t ( F , x / / - d i m e n z i ó s v e k t o r o k , g, s, t e g y -
e g y v a l ó s p a r a m é t e r ) o l d j u k m e g . ( E z á l t a l á n o s í t á s a e g y a z 1. 4 . § - b a n s z e -
r e p l ő f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k . ) — A z e r e d m é n y g e o m e t r i a i c s o p o r t e l m é l e t i é r t e l -
m e z é s e a k ö v e t k e z ő : / / - d i m e n z i ó s e g y p a r a m é t e r e s t r a n s z f o r m á c i ó - s e r e g b e n 
m i n d i g b e v e z e t h e t ő a d d i t í v p a r a m é t e r é s a k k o r ( e g y e g y s z e r ű m e g o l d h a t ó s á g i 
f e l t é t e l t e l j e s ü l é s e e s e t é n ) a s e r e g e g y k o o r d i n á t a t r a n s z f o r m á c i ó v a l m i n d i g 
á t v i h e t ő e g y k o o r d i n á t a p á r h u z a m o s e l t o l á s - s e r e g b e . E z t e d d i g c s a k d i f f e r e n -
c i á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k m e l l e t t m u t a t t á k k i . A m á r a d d i t í v p a r a m é t e r r e l f e l í r t 
F[F(x,u),v] F(x, // + / ) 
e g y e n l e t a s t a c i o n á r i u s m o z g á s i n t e g r á i o k r a ( é s h o m o g é n l á n c r e a k c i ó k g e n e -
r á t o r f ü g g v é n y e i r e ) i s j e l l e m z ő , m í g n e m - s t a c i o n á r i u s m o z g á s o k n á l ( é s i n h o m o -
g é n l á n c r e a k c i ó k g e n e r á t o r f ü g g v é n y e i n é l ) a z 
F[F(x, t, u),u, r] = F{x,t,v) 
e g y e n l e t l é p a h e l y é b e , m e l y e t s z i n t é n m e g o l d u n k a I I . 3 . § - b a n . 
A I I . 4 . § - b a n a ( 8 ) á l t a l á n o s í t á s a k é n t a z 
F[F(x, S),T] = F[x,G(S,T)} 
(F,x / 2 - d i m e n z i ó s v e k t o r o k , G,S é s T m(^rí) d i m e n z i ó s p a r a m é t e r e k ) e g y e n -
l e t e t o l d j u k m e g a p a r a m é t e r e k r e v o n a t k o z ó a d o t t G(S, T) k o m p o z í c i ó s s z a -
b á l y m e l l e t t . A z e r e d m é n y a n a l ó g a z e g y a d d i t í v p a r a m é t e r e s e t é n t a l á l t t a l . 
A I I . 5 . § - b a n a z t v i z s g á l j u k , m i a n n a k a v a l ó s z í n ű s é g e , h o g y e g y e s e -
m é n y e g y (s, t) i d ő s z a k b a n k-szor k ö v e t k e z i k b e , c s a k a z t t é t e l e z v e f e l , h o g y 
a z i d e g e n i d ő s z a k a s z o k b a n b e k ö v e t k e z ő e s e m é n y s z á m o k f ü g g e t l e n e k e g y -
m á s t ó l , é s h o g y n i n c s k i z á r v a , h o g y a z e s e m é n y e g y s z e r s e m f o r d u l e l ő . 
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E n n e k A ( 4 u ) ( û = ' = u = ^ ) v a l ó s z í n ű s é g é r e a 
CO 
2 1 M - / » ( « ) l к ч r / ,4nr; 
= V У / . - ^ 0 
r,+2r4+-+krk=k j=l £ ! 
k é p l e t e t ( ö s s z e t e t t i n h o m o g é n P o i s s o n - e l o s z l á s ) k a p j u k a 
n 
pH(s, и) = 2Pn-k(s, t) Pk (t, и) ( л = О, 1, 2 , . . . ) 
со 
> t = 0 
[ s < f < w , £ , ( / , « ) § = 0 , / 7 „ ( û , й ) ф 0 ] 
v é g t e l e n f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a r é v é n . ( E n n e k e g y e n l e t e i a 
h o m o g é n e s e t b e n a z ( 1 ) t í p u s ú a k r a r e d u k á l h a t ó 
/ ? „ ( / + « ) = / ? „ ( ( ) A ( « ) 
A (( + «) = А (О A (")+Fo (0 P, (") 
A ( f + ") = Pi (t)p0 (и) + pi (t) pi (л)+a (t)Pí (") 
s t b . 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r b e m e n n e k á t . ) H a s o n l ó e r e d m é n y e k e t e l ő z ő l e g r i t k a -
s á g i , i n t e g r á l h a t ó s á g i f e l t é t e l e k m e l l e t t b i z o n y í t o t t a k b e . 
V é g ü l a 1 1 . 6 . § - b a n a f e n t i v e l r o k o n p r o b l é m á t v i z s g á l u n k : a z £ , , £ > , . . . , E „ 
l e h e t s é g e s á l l a p o t o k k ö z t i á t m e n e t e k A j ( s > t) (s < / ; i,j = 1, 2 , . . . , л ) v a l ó s z í n ű -
s é g e i n y i l v á n a 
n 
( 9 ) Pij(s,n) = 2PiÁs>t)Pkj(t,u) (s<t<u;i,j=l,2,...,n) 
k—\ 
n 
( 1 0 ) ZPö(t,u)=1 ( ( < u ; / = 1 , 2 , . . л ) 
[ A J ( s , 0 = 0 , Í P v | ф = 0 ] f ü g g v é n y e g y e n l e t r e n d s z e r n e k t e s z n e k e l e g e t , m e l y e k 
k ö z ü l a ( 9 ) e g y e n l e t e k a 
F ( s , u ) = F ( s , 0 P ( 4 л ) 
m a t r i x e g y e n l e t b e f o g l a l h a t ó k ö s s z e , m e l y u g y a n c s a k a z ( 1 ) t í p u s ú 
p (t + u)= p (t)p(u) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t i n h o m o g é n m a t r i x - á l t a l á n o s í t á s a . K i m u t a t j u k , h o g y e m a t r i x -
e g y e n l e t l e g á l t a l á n o s a b b r e g u l á r i s m e g o l d á s a 
P(t, и) — f i (t)1 II (u) 
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a l a k ú , a h o l 11(c) а .-т
у
 ( с ) t e t s z ő l e g e s f ü g g v é n y e k b ő l a l k o t o t t r e g u l á r i s m a t r i x 
( \ щ \ ф О ) , m e l y n e k I I ( v ) ~ 1 a z i n v e r z e . ( R ö v i d e n a s z i n g u l á r i s e s e t e t i s t á r -
g y a l j u k . ) A f e l t é t e l e i n k e t k i e l é g í t ő á t m e n e t i v a l ó s z i n ű s é g f ü g g v é n y e k : 
n 
Pu (t, U) = 2 / Д ( 0 (л) - 0 ( / , у 1 , 2 , . . . , Л ) 
к=1 
(flki(t)a iTki(t) a l g e b r a i m i n o r a o s z t v a а \щ(1)\ d e t e r m i n á n s s a l ) , a h o l ( 1 0 ) -
b ő l m é g a 
n 
2 K k j ( t ) = k o n s t a n s ( k = \ , 2 , . . r í ) 
i—1 
m e g s z o r í t á s k ö v e t k e z i k . E z t a r t a l m a z z a a z ö s s z e t e t t i n h o m o g é n P o i s s o n -
e l o s z l á s r a v o n a t k o z ó f e n t i e r e d m é n y t i s . — B e f e j e z é s ü l e m l i t é s t ö r t é n i k a z ( 1 ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t á l t a l á n o s í t ó 
f(x,z) = G[f(x,y), f(y, z)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t é s m é g k é t á l t a l á n o s f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r ó l á l t a -
l á n o s t e r e k b e n . 
T é t e l e i n k e t n é h o l a z itt m e g f o g a l m a z o t t n á l v a l a m i v e l á l t a l á n o s a b b a l a k -
b a n b i z o n y í t j u k b e . 
A d o l g o z a t l é n y e g e s e b b r é s z e a 11. r é s z . A z I . r é s z r é s z b e n e n n e k 
b e v e z e t é s é ü l s z o l g á l é s m a g á b a n c s a k a z é r t l e h e t é r d e k e s , m e r t m é g i l y e n 
e g y s z e r ű m ó d s z e r e k t á r g y a l á s a s e m t a l á l h a t ó m e g a z e d d i g i i r o d a l o m b a n . 
I . Á L T A L Á N O S M Ó D S Z E R E K 1 
I . l . § / ( x + y ) = G [ / < x ) , / ( y ) ] 
A z 
0) f(x + y) = G[f(x),f(y)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t a Cauchy-íé\e ( [ 2 ] ) 
f(x + y ) ^ f ( x ) + f ( y ) 
é s 
f ( x + y ) = № f ( y ) 
e g y e n l e t e k á l t a l á n o s í t á s a k é n t t á r g y a l h a t ó . 
Például a 
(11) f(x+y)=f(x)+f(y)+f(x)f(y) 
1 Vö. [35] 
( f ( x ) = ax) 
(f(x)=a*) 
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f ü g g v é n y e g y e n l e t b ő l 
f(x + y + z) = / ( x ) +f(y) +/ (z) +f(x)f(y) +f(x)f(z) +f(y)f(z) + 
+ / ( * ) / 0 № ) 
é s í g y t o v á b b . 
( 1 2 ) / ( 2 x ) = 2 f{x) + / ( x ) 2 = [1 + / ( x ) ] a — 1 , 
/ ( 3 x ) = 3 / ( x ) + 3 f(xf + / ( x ) 3 = [1 + / ( x ) ] 3 — 1 , 
á l t a l á b a n 
/ ( « x ) = [ l ' + / ( x ) ] " - l , 
m e r t h a e z e g y « = Ar-ra t e l j e s ü l : • / 
/ ( A r x ) = [ l + / ( x f - l , 
a k k o r 
/ [ ( * + 1 ) x ] =f(kx + X) = fix) +f(kx) +f(x)f(kx) = 
. = = / ( * ) + [ l + / ( x ) f - l + / ( x ) [1 + / ( * ) ] * - / ( x ) = 
= [ l + / ( x ) ] " + 1 - l . q u . e . d . 
í g y x = = l , i l l e t v e x = h e l y e t t e s í t é s s e l a z / ( l ) = c j e l ö l é s t h a s z n á l v a 
f(n) ( l + c ) " - l , f(m) ( 1 + c f - l , 
i l l . 
( 1 + c ) ' " — + / Í m I « J - 1 , 
t e h á t 
n 
( T ö b b é r t é k ü s é g e s e t é n m i n d i g a p o z i t í v g y ö k ö t k e l l v e n n i , m e r t ( 1 2 ) - b ö l 
x 
f e l t é t e l e z v e h a t á r á t m e n e t t e l a z t k a p j u k , h o g y 
f(x) = (1 + с )* — 1 = kx— 1 ( + 1 +c). 
1 + / ^ 0 . ) P o z i t í v i r r a c i o n á l i s x - e k r e , f(x) f o l y t o n o s s á g á t 
M á s r é s z t , h a / ( x ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a a 0 - t , i l l e t v e a n e g a t í v s z á m o k a t 
i s t a r t a l m a z z a , a k k o r a z e r e d e t i ( 1 1 ) e g y e n l e t b e x = 0 - t h e l y e t t e s í t v e 
/ ( y ) = / ( 0 ) + / ( y ) + / ( 0 ) / ( y ) , 
t e h á t v a g y f ( y ) = — 1, v a g y 
/ ( 0 ) = 0 
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é s u g y a n c s a k ( l l ) - b e y — — x - e t t é v e , 
0 = / ( x — x ) = / ( x ) + / ( — x ) + / ( x ) / ( — x ) = 
= r - 1 + / ( — x ) + ( / r c — 1 ) / ( — x ) , 
t e h á t 
/ ( - x ) = k x - \ . 
í g y m i n d e n v a l ó s x - r e ( l l ) - b ő l 
/ ( х ) = Г - 1 v a g y / ( x ) = — 1 
k ö v e t k e z i k . M á s r é s z t e z e k a f ü g g v é n y e k v a l ó b a n k i i s e l é g í t i k a ( 1 1 ) f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e t : 
— 1 = — 1 — 1 + ( - l ) ( - l ) , 
i l l . 
f(x)+f(y)+f(x)f(y)=k'-\ +k1'-1 + (L'-1)(L"-1) = 
=:kx+k4-2+kx4v-kx-W +1 = k**—l =f(x+y). 
E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a ( 1 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k l e g á l t a l á n o s a b b 
f o l y t o n o s m e g o l d á s a i / ( x ) = — 1 é s 
f(x) = k>-1, 
é s i g y a z u t ó b b i a l e g á l t a l á n o s a b b ( f o l y t o n o s é s ) s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s . 
E z a megoldási eljárás á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a z ( 1 ) t í p u s ú f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e k m e g o l d á s á r a : 
(1) nx+y) = G[f(x),f(y)], 
/ ( 2 x ) = G [ / ( x ) , / ( x ) ] = G 2 [ / ( x ) ] , 
f(nx) = G { / ( x ) , / [ ( « — 1 ) x ] } = G { / ( x ) , G „ - i [ / ( x ) ] ] = G „ [ / ( x ) ] . 
E b b ő l / ( l ) = c j e l ö l é s s e l x = l , i l l . h e l y e t t e s í t é s u t á n 
/ ( л ) = G„ ( c ) , / ( ^ ) = G ; 1 [ G m ( C ) ] , 
a h o l G u l ( x ) a G„ f ü g g v é n y i n v e r z f ü g g v é n y e . F o l y t o n o s / e s e t é n h a t á r á t -
m e n e t t e l m i n d e n p o z i t í v i r r a c i o n á l i s x - r e i s m e g k a p h a t j u k / ( x ) é r t é k é t : 
/ ( x ) = l i m / ( / - „ ) 
n->-co 
a h o l {r„} r a c i o n á l i s s z á m o k n a k e g y x - h e z t a r t ó s o r o z a t a . 
H a a 0 il l . a n e g a t í v s z á m o k i s / ( x ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á h o z t a r t o z -
n a k , a k k o r / ( 0 ) a z 
/ ( 0 ) = G [ / ( 0 ) , / ( 0 ) ] 
4 III. Osztály Közleményei 1X4 
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e g y e n l e t b ő l ( e z n e m l e h e t a z o n o s s á g ) , / ( — x ) a z 
/ ( 0 ) = G [ / ( x ) , / ( - x ) ] 
e g y e n l e t b ő l h a t á r o z h a t ó m e g . 
It t i s , a k ö v e t k e z ő k b e n i s , b e h e l y e t t e s í t é s s e l g y ő z ő d h e t ü n k m e g r ó l a , 
h o g y a k a p o t t m e g o l d á s e l e g e t i s t e s z - e a z e r e d e t i e g y e n l e t n e k , v a g y m é g 
s p e c i a l i z á l n i k e l l , v a g y e s e t l e g e g y á l t a l á n n i n c s ( n e m t r i v i á l i s ) m e g o l d á s . 
A r r a , h o g y e g y ( 1 ) t í p u s ú f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k m i k o r l é t e z i k ( f o l y t o n o s , 
s z i g o r ú a n m o n o t o n ) m e g o l d á s a , t e h á t , h o g y a f e n t i m ó d s z e r m i k o r v e z e t e l a 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a , a z o n n a l k a p u n k e g y s z ü k s é g e s f e l t é t e l t , h a 
( l ) - b e ( x + y ) é s г , i l l e t v e x é s (y + z)-1 h e l y e t t e s í t ü n k : 
f[(x + y) + z)=~--G [ / ( x + y), f(z)] = G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , f(z)}, 
f[x + (y + z)] = G[f(x),f(y + z)] = G {f(x), Gif (y), fiz))}. 
T e h á t / ( x ) = - s , / ( y ) = f , / ( z r ) = и j e l ö l é s s e l a z ( 1 ) e g y e n l e t n é l f o l y t o n o s 
é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k e g y i k s z ü k s é g e s f e l t é t e l é t 
( 1 3 ) G [ G ( s , t), u] = G [ s , G(t, uj\ 
a l a k b a n k a p t u k . M á s r é s z t a f e n t i h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l a d ó d i k ( l ) - b ö l , h o g y 
0 ( s , t ) ^ f [ f - 1 ( s ) + r \ t ) ] , 
t e h á t a z ( 1 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d h a t ó s á g a n y i l v á n a z t j e l e n t i , h o g y l é t e -
z i k o l y a n f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n / ( x ) f ü g g v é n y , a m e l l y e l G(s,t) 
í g y á l l í t h a t ó e l ő . É s e z a d j a e g y ú t t a l m i n d j á r t a f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n 
m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k m á s i k s z ü k s é g e s f e l t é t e l é t : m i v e l / ( x ) - e t f o l y -
t o n o s n a k é s s z i g o r ú a n m o n o t o n n a k k í v á n t u k , e z é r t G - n e k i s f o l y t o n o s n a k é s 
m i n d k é t v á l t o z ó j á b a n s z i g o r ú a n n ö v e k v ő n e k k e l l l e n n i e . 
A k ö v e t k e z ő , a [ 1 6 ] d o l g o z a t b a n b e b i z o n y í t o t t t é t e l s e g í t s é g é v e l m e g -
m u t a t j u k , h o g y e s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k i s : 
1 ° . T É T E L : Ha G(t, u)[t, u, G(t, u) Ç < a, b >} folytonos és mindkét 
változójában szigorúan növekvő kétváltozós függvény, amely eleget tesz a (13) 
függvényegyenletnek, akkor, és csak akkor létezik olyan folytonos és szigorúan 
monoton g(t) függvény, amellyel G(t, u) így állítható elő: 
G(t,a) = g-fg(t)+g(uj\. 
H a i t t m é g a g(t) = x,g(u) = y, t=g1(x)=f(x), u = / ( y ) j e l ö l é s s e l 
é l ü n k , a k k o r t e l j e s e n bebizonyítottuk a k ö v e t k e z ő t é t e l első (exisztencia) 
állítását: 
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1. T É T E L : Az ( 1) függvényegyenletnek akkor és csak akkor létezik foly-
tonos és szigorúan monoton megoldása, ha G(t,u) folytonos és mindkét vál-
tozójában növekvő, továbbá eleget tesz a 
(13) G[G(s, f), u] = G[s, G(t, u)\ 
(asszociativitási) függvényegyenletnek. 
Ha f ( x ) ilyen megoldása (\)-nek, akkor minden 
h(x)=f(ax) 
is megoldás és más mérhető megoldás nincs. ( V ö . [ 8 ] - c a l i s . ) 
A második (unicitási) állítást így bizonyítjuk: 
H a 
/ (x + y) = G[/(x),/(y)], G(t, «)=/LT 1 (0+/" 1 («)] 
é s 
h ( x + y ) = G[h(x), h(y)] =/[/-' h(x) +/"1 h (y)], 
a k k o r 
f-1h(x+y)=rlh(x)+rih(y), 
v a g y i s f~lh(x) = cp(x) j e l ö l é s s e l 
9(x + y) = <p(x) + cp(y) 
t e h á t ( [ 2 ] ) : 
(p(x) = ax, h(x)=f(ax) q u . e . d . 
T o v á b b i példák e l j á r á s u n k r a : 
/ ( * + ? ) = { - / ( J F X Y ) MEGOLDÁS: / ( x ) = t g ax ( [ 8 ] , [ 3 2 ] v ö . [ 3 3 ] ) , 




( 1 4 ) / ( x + y ) = / ( х ) " Ф + ( / ( * ) > 0 ) MEGOLDÁS : / ( x ) = e"x. 
A
 G ( L " ) = ' = G « , « ) = / ' " " f ü g g v é n y e k e l e g e t 
t e s z n e k a z . 1. t é t e l f e l t é t e l e i n e k ( f o l y t o n o s s á g , s z i g o r ú m o n o t o n i t á s é s ( 1 3 ) 
a s s z o c i a t i v i t á s ) , a m i b ő l k ö v e t k e z i k f ü g g v é n y e g y e n l e t e i n k m e g o l d h a t ó s á g a . 
A ( 1 4 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á t r é s z l e t e z v e : 
/( 2x) =f(x)W(x) = c[In/(*)P 
f ( n x ) = e\\nmr 
5* 
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é s / ( l ) = c , l n c = û j e l ö l é s s e l 
f(n) = e"n 
,„ J m\ M")]" Jm) 7 
e f \ n T y ' f \ n ) = e x p a ' 
H a t á r á t m e n e t t e l : 
f(x)=ex 
m i n d e n p o z i t í v v a l ó s x - r e . 
( 1 4 ) - b e y = 0 - t h e l y e t t e s í t v e 
a m i b ő l v a g y / ( x ) = 1 , v a g y 
l n / ( 0 ) = l , / ( 0 ) = e. 
H a s o n l ó k é p p e n y — — x - e t h e l y e t t e s í t v e ( 1 4 ) - b e : 
e—/(0)= / ( x ) — e*x l n «-«>, / ( — x ) = e" 




m e r t e z v a l ó b a n k i i s e l é g í t i ( 1 4 ) - t : 
/ ( x ) ["f(v) = {
в
"У = = / ( x + y ) . 
H a s o n l ó m ó d s z e r e k k e l o l d h a t ó k m e g a z á l t a l á n o s a b b 
/ ( x + y ) = G [ / ( x ) , / ( y ) , x,y], 
s ő t a z 
/ ( x + y ) = G [ / ( x - y ) , f(x),f(y), x, y] 
t í p u s ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k i s . — E z e k r e a z I. 6 . § - b a n m é g v i s s z a t é r ü n k 
I . 2 . § А Ц У ] G [ / ( x ) , / ( y ) ] 
A 
(2) f [ ^ f ) = G[f(x), f(y)j 
f ü g g v é n y e g y e n l e t a Jensen-féle ( [ 5 ] ) 
( . 5 )
 f y ^ m ± M . 
e g y e n l e t á l t a l á n o s í t á s a k é n t t á r g y a l h a t ó . 
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E ( 1 5 ) e g y e n l e t e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n v e z e t h e t j ü k v i s s z a ( 1 ) t í p u s ú e g y e n -
l e t r e : 
( 1 5 ) - b e n x h e l y é b e ( x + j / ) - t , y h e l y é b e 0 - t h e l y e t t e s í t v e 
[ i t t a = / ( 0 ) n e m h a t á r o z h a t ó m e g x = y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l , m e r t a z / ( 0 ) = 
= / ( 0 ) - t a d n a ] , é s e z t ( 1 5 ) - t e l ö s s z e h a s o n l í t v a a z t k a p j u k , h o g y 
E z m á r ( 1 ) t í p u s ú e g y e n l e t é s a < j c ( x ) = / ( x ) — a h e l y e t t e s í t é s s e l a Cauchy-
f é l e ( [ 2 ] ) 
4 (x + y) = '/ (x) + <f (}') 
f ü g g v é n y e g y e n l e t b e m e g y á t : 
(f(x) = cx, f(x) cx + a, 
é s e z v a l ó b a n k i e l é g í t i ( 1 5 ) - ö t : 
D e m e g o l d h a t j u k a ( 1 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k ö z v e t l e n ü l i s , p l . O ^ x ^ l-re: 
A z / ( 0 ) = a , / ( 1 ) = b j e l ö l é s s e l ( 1 5 ) - b e n x = 0 , y = l - e t , m a j d x = 0 , 
x + y 
f(x + y)=f(x)+f(y)-a. 
(cx + a) + (cy + a) 
2 
, i l l . x = - - , y = l - e t t é v e 
Á l t a l á b a n i s i g a z , h o g y ( a r ö v i d e b b b—a=c j e l ö l é s s e l ) 
\ 
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H a u g y a n i s e z t n - r e ( 2 " n e v e z ő j ű t ö r t e k r e ) m á r b i z o n y í t o t t n a k v e s s z ü k , 
a k k o r 2 " + 1 n e v e z ő j ű t ö r t e k n é l p á r o s s z á m l á l ó r a t e r m é s z e t e s e n 
J2m\
 fím\ m , 2m , 
P á r a t l a n s z á m l á l ó j ú t ö r t e k n é l v i s z o n t ( 1 5 ) - b e x = ~ , y = - e t h e l y e t -
t e s í t v e k a p j u k , h o g y ^ ^ 
/ m m+1\ m m+1 
/ [ - j * r - J / \ 2 . ! = ' 2 = + 
V a g y m á s k é p p : H a A: s i 2 " 
j o + | j Л 0 ) + / ( | ] « + + а 
/(2n+.) f { - 2 
H a p e d i g к ^ 2" 
^ Л
1 ) / f ^ l + Z O ) 
к \ J 2 " l 2 " 
2 " + i ) ^ V / 2 
С 2 2 " + 1 
N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l 
/ ( x ) = = c x + ö . 
A [0 , ÍJ i n t e r v a l l u m o n k í v ü l r e i s k ö n n y e n k i t e r j e s z t h e t ő a m e g o l d á s , 
m e l y m e g e g y e z i k a z e l ő b b t a l á l t t a l . 
E z e k a megoldási eljárások á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó k a ( 2 ) t í p u s ú f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e k r e : 
1. A ( 2 ) e g y e n l e t b e x h e l y é b e ( x + y ) - t , у h e l y é b e 0 - t t é v e é s a z í g y 
k a p o t t 
f [ ^ l ) = G[f(x + y),a\ 
e g y e n l e t e t ( 2 ) - v e l ö s s z e h a s o n l í t v a a z t a z ( 1 ) t í p u s ú 
G [ / ( x + y ) , t f ] = G [ / ( x ) , / ( у ) ] 
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e g y e n l e t r e t u d j u k v i s s z a v e z e t n i . [ I t t f(0) = a n e m h a t á r o z h a t ó m e g a = G(a,a)-
b ó l , m e r t x = G ( x , x ) . ] 
2 a ) A 
/(0) = ű, f(\) = b, 
1 / | y | = G(a, b), 
/ í ^ H i / í f W ^ 
e g y e n l e t e k k e l r e k u r z í v e m e g h a t á r o z z u k / ( x ) - e t m i n d e n d i a d i k u s t ö r t x = 
h e l y e n . 
2 b ) E g y m á s i k h a s o n l ó r e k u r z í v e l j á r á s : 




N e m - d i a d i k u s x - e k r e 
l к \ 
= G Í2"+1 J 
f k 
a,f 
f(x) = l i m / ( í / „ ) , 
, h a k ^ 2 " , 
, h a k ^ 2 " . 
a h o l {í/„} d i a d i k u s t ö r t e k n e k e g y x - h e z t a r t ó s o r o z a t a é s í g y t o v á b b , x < 0 é s 
x > 1 - r e a z a = G [ / ( x ) , / ( — x ) ] , b = G [ / ( x ) , / ( 2 — x ) ] k é p l e t e k b ő l h a t á r o z h a t ó 
m e g / ( x ) é r t é k e . 
A ( 2 ) e g y e n l e t f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e 
G(t, u) f o l y t o n o s s á g á n é s n ö v e k e d é s é n k í v ü l t o v á b b i s z ü k s é g e s f e l t é t e l i t t ú g y 
X I у X j Z- Z " 1 V 
a d ó d i k , h o g y ( 2 ) - b e T é s 2 - t , i l l e t v e — „ é s T - t h e l y e t t e s í t ü n k : 




x - f - 2 z + y' 
= G / \f х + г 
~ 2 ~ 
= G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , / ( z ) } , 
% 
G { G [ / ( x ) , / ( z ) ] , G [ / ( г ) , f(y)\\, 
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t e h á t a m e g o l d á s l é t e z é s é h e z s z ü k s é g e s a 
(16) G [ G ( s , ( ) , « ] = G [ G ( s , и), G (и, ()] 
f e l t é t e l t e l j e s ü l é s e i s ( f e r d e a u t o d i s z t r i b u t i v i t á s ) . 
I t t ( 2 ) - b ő l a z t l á t j u k , h o g y f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s 
l é t e z é s e a z t j e l e n t i , h o g y v a n o l y a n f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n f(x) f ü g g -
v é n y , a m e l l y e l a G f ü g g v é n y a 
a l a k b a n á l l í t h a t ó e l ő . 
H o g y a f e n t i s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k i s , a z t C z . R Y L L - N A R D E W S K I 
k ö v e t k e z ő t é t e l e b i z o n y í t j a ( [ 1 9 ] ) : 
2 I . T É T E L : Ha G(t, u) [(, и É (a, b)\ folytonos és szigorúan növekvő két-
változós függvény, amely eleget tesz a (16) függvényegyenleteknek, akkor és 
csak akkor látszik olyan folytonos és szigorúan monoton g(t) függvény, 
amellyel G a 
alakban állitható elő. 
( V ö . [ 2 0 ] - s z a l i s ; G(t,u) f o l y t o n o s s á g á n a k f e l t é t e l e m é g e n y h í t h e t ő e g y 
e g y e n e s e n v a l ó f o l y t o n o s s á g g á . ) 
A z x=g(t), y=^g(u), t=gl(x)=f(x), u=f(y) j e l ö l é s s e l k a p j u k a 
k ő v e t k e z ő t é t e l e l s ő á l l í t á s á t : 
2 I . TÉTEL : A ( 2 ) függvényegyenletnek akkor és csak akkor van folyto-
nos és szigorúan monoton megoldása, ha G(t, u) folytonos, növekvő és eleget 
tesz a 
függvényegyenletnek (ferde autodisztributivitás). 
Ha f(x) ilyen megoldása (2)-nek, akkor minden 
h(x)=f(cx + a) 
is megoldás és más mérhető megoldás nincs is. 
A m á s o d i k , u n i c i t á s i á l l í t á s t m e g i n t í g y b i z o n y í t j u k : 
(16) G [ G ( s , 0 , u] = G [ G ( s , u), G(u,t)] 
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v a g y i s (p(x) = fЛ(х) j e l ö l é s s e l é p p e n a ( 1 5 ) Jensen-féle 
(x + y) Cf(x) + ( f ( y ) 
<P 
e g y e n l e t e t k a p j u k , t e h á t 
f f ( x ) = cx + d, 
h(x)=f(cx + d), 
é s f o r d í t v a / ( x ) - s z e l e g y ü t t n y i l v á n h(x)=f(cx + d) i s k i e l é g í t i a ( 2 ) f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e t , q u . e . d . • 
E g y m á s i k f e l t é t e l r e n d s z e r t k a p u n k ( 2 ) m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e a k ö v e t -
k e z ő k é p p e n : 
( 2 ) - b ő l 
G [ / ( x ) , / ( y ) ] = / x+y = / y + x G [ / ( y ) , / ( x ) ] , 
m á s r é s z t y = x h e l y e t t e s í t é s s e l 
/ ( x ) = G [ / ( x ) , / ( x ) ] , 
v é g ü l x h e l y é b e é s y h e l y é b e U ' - t , m a j d x h e l y é b e "X " - t é s y 





x + y 
x + u 
, / 
, / 
y + Í; 
У + Т 
A k a p o t t s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k 
G ( x , y ) = G ( y , x ) 
G ( x , x ) = x 
G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , G [ / ( u ) , / ( , ; ) ] } , 
G { G [ / ( x ) , / ( « ) ] , G [ / ( y ) , / ( « ) ] } . 
( s z i m m e t r i a ) , 
( r e f l e x i v i t á s ) 
e s 
( 1 7 ) G [ G ( x , y ) , G (г/, с ) ] = G [ G ( x , и ) , G ( y , * ) ] ( b i s z i m m e t r i a ) 
a f o l y t o n o s s á g g a l é s n ö v e k e d é s s e l e g y ü t t e l é g s é g e s e k i s , a m i k ö v e t k e z i k a [ 1 3 ] 
d o l g o z a t b a n b e b i z o n y í t o t t , i t t k ö v e t k e z ő t é t e l b ő l : 
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2°>. T É T E L : Ha G(t,u) folytonos, szigorúan növekvő szimmetrikus, ref-
lexív és biszimmetrikus, akkor és csak akkor létezik oly folytonos és szigorúan 
monoton g ( x ) függvény, amellyel G(t,u) így állítható elő: 
( A k é t f e l t é t e l r e n d s z e r e k v i v a l e n c i á j á t k ö z v e t l e n ü l B . K N A S T E R [ 2 0 ] b i z o n y í t o t t a b e . ) 
A
 g(0 = x> = F t=g-1(x)=f(x), u = / ( y ) j e l ö l é s s e l k a p j u k a z 
itt k ö v e t k e z ő a l t e r n a t í v t é t e l t : 
2O. T É T E L : A 2 , tétel állításai érvényben maradnak, ha (16)-of a követ-
kező három függvényegyenlet-feltétellel helyettesítjük: 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t , m e l y e t N . 1. L O B A C S E V S Z K I J [3 ] a p á r h u z a m o s s á g i s z ö g k é p -
l e t é n e k m e g h a t á r o z á s á r a h a s z n á l t . A G (t, u)=}/tu f ü g g v é n y e l e g e t t e s z a 2 1 ;  
i l l . 2-1 t é t e l f e l t é t e l e i n e k , t e h á t f ü g g v é n y e g y e n l e t ü n k n e k v a n m e g o l d á s a . A m e g -
o l d á s : 
( 1 7 ) G[G(x, y), G(u, v)] = G[G(x, a), G(y, v)] 
G ( x , x ) = x 
G(x, y)= G(y, x ) 
Példaként m é g t á r g y a l j u k a z 
( b i s z i m m e t r i a ) 
( r e f l e x i v i t á s ) 
( s z i m m e t r i a ) . 
/ ( х ) = а с т = л е ' ' , 
a m i t í g y k a p u n k m e g p l . a f e n t i e l s ő m ó d s z e r r e l : 
П х + у У : 1 Ж А 
'/•(X + JO <í(x)<f(y), 
e n n e k m e g o l d á s a ( C A U C H Y [ 2 ] ) : 
9P(X) = C 
\ 
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t e h á t 
f ( x ) = acx Î 
q u . e . d . 
M ó d s z e r e i n k a z á l t a l á n o s a b b 
f { ~ I ] = G[f(x),f(y), x,y] 
a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e i s a l k a l m a z h a t ó k . 
X - f y X — y 
E z e k e g y é b k é n t a z и = , v = h e l y e t t e s í t é s s e l a z 
f(u) = G [/(и + r), f(u - v), и + v, и - г] 
a l a k r a h o z h a t ó k , a m i a z 1 . 5 . § - b a n t á r g y a l a n d ó 
( 5 ) H [ f ( x + y ) , f(x—y), f(x), x, y] = О 
t í p u s h o z t a r t o z i k . F o r d í t v a , a z ( 5 ) a l a k ú e g y e n l e t e k 
u-fr и—v 
X
~ 2 ' 2 
helyettesítéssel a 
a + г / u-fv и—v 
H fin), f(r), f --0 
alakra hozhatók és az e § - b a n ismertetett módszerekkel tárgyalhatók. P l . a fenti 
példánkban tárgyalt függvényegyenlet is LoBACSEVSZKijnél eredetileg ([3]) az 
f ( c f = f ( c + ß)f(c-ß) 
a l a k b a n l é p e t t f e l é s a z ő m e g o l d á s a l é n y e g é b e n a z I . 1. § - b a n e m l í t e t t m ó d -
s z e r s z e r i n t h a l a d . 
I. 3 . § f(ax + by + с) G [f(x), f(y)], f[F(x, y)] = G [ (x), f(y)] 
A 
( 3 ) f(ax + by + c) = G[f(x),f(y)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s t , m e l y á l t a l á n o s í t á s a a z ( 1 ) é s ( 2 ) e g y e n l e t e k n e k é s 
r á j u k v i s s z a v e z e t h e t ő , c s a k r ö v i d e b b e n t á r g y a l j u k , m e r t r é s z b e n m á r f o g l a l -
k o z t u n k v e l e a [ 1 4 ] é s [ 1 5 ] d o l g o z a t o k b a n . I t t a t e l j e s s é g é s a k ö z l e n d ő ú j 
m e g o l d á s i e l j á r á s o k k e d v é é r t e m l í t j ü k m e g . 
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A z i l y e n e g y e n l e t e k n e k a m á r m e g o l d o t t ( 1 ) v a g y ( 2 ) t í p u s ú e g y e n l e -
t e k r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s é t a [ 1 4 ] - b e n i s m e g o l d o t t 
(18) f(ax + by + c) = af(x) + bf(y) + c (аЬфО,а + ЬфО) 
e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e : 
H e l y e t t e s í t s ü n k ( 1 8 ) - b a 
as + bt , , . .
 14  
•v У
 a + b = ps + qt (p + q=\) 
- e t : 
f(as + bt + c) = (a + b)f(ps + qt) + c. 
H a e b b e n s és t h e l y é b e ú j r a x - e t é s y - t í r u n k é s ö s s z e h a s o n l í t j u k 
( 1 8 ) - c a l , a k k o r l á t j u k , h o g y 
( 1 9 ) f(px + qy)=pf(x) + qf(y) (p + q= 1 ) . 
I n n e n k é t f é l e k é p p e n i s h a l a d h a t n a k t o v á b b : 
1. ( 1 9 ) - b e n s o r r a e l v é g e z v e a z x = — , y = 0 ; x = 0 , y = — ; x = — , 
v y = — h e l y e t t e s í t é s e k e t a z / ( 0 ) = -/ j e l ö l é s s e l , a z t k a p j u k , h o g y 
Я 
№ = P f { j ) + Q7V 
f(r)-P7 + q f [ j ) , 
A h a r m a d i k e g y e n l e t b ő l a z e l s ő k e t t ő t k i v o n v a a z t k a p j u k , h o g y 
f(a + v)=f(u)+f(v)-y. 
E n n e k a z ( 1 ) t í p u s ú e g y e n l e t n e k a m e g o l d á s a , m i n t a z t a z I . 2 . § e l e j é n l á t t u k , 
f(x) = ссхфу. 
U g y a n e r r e a z e r e d m é n y r e v e z e t a m á s i k e l j á r á s i s : 
о /m\ u . u + v u + v 
2. ( l 9 ) - b e n m o s t a z x = — ^ — > У = и ; x = v, y = —^—r 
x=pUJÉv + qu, y=pr + q u J f b h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e e l , a k ö v e t -
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k e z ő e g y e n l e t e k e t n y e r j ü k : 
u + v 
+gf(u), 
f\P'+g u + v PJV)\gf\"Y)< 
/ I 
и ф r 
-f 
, и+ v . j , I u+v 




+ qf\pv + q 
A h a r m a d i k e g y e n l e t b e b e h e l y e t t e s í t j ü k a z e l s ő k e t t ő t : 
и -\-v 
и + v 
f [ ' 2 j = ( p 2 + g f f y r j + p g \ m +/(r)j (p+q= i), 
Jll + A f ( u ) + f ( y ) 
D e e z é p p e n a ( 1 5 ) Jensen-fé\e f ü g g v é n y e g y e n l e t , m e l y n e k á l t a l á n o s m e g o l d á s a 
f(x) = ax + y. 
E z ú t t a l a z o n b a n e z n e m f e l t é t l e n ü l e l é g í t i k i a z e r e d e t i ( 1 8 ) f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e t : 
f(ax + by + с) = aux + bay -f- ccc -f- y, 
af{x) +f(y) + c=aax + bay + с - (a + b)y, 
t e h á t ( 1 8 ) c s a k a k k o r t e l j e s ü l , h a 
(a—l)c = (a + b—\)y. 
T e h á t é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő 
3 ° . TÉTEL. Az 
f(ax + by + с) = af(x) + bf(y) + с (аЬфО,а + ЬфО) 
függvényegyenlet általános mérhető megoldása 
f(x) = cix-\-y. 
Itt azonban a és у csak akkor tetszőleges konstansok, ha a + b = 1 és с = 0; 
ha viszont a + bf= 1, akkor / = [(« — l)c]/(n + 6—1), végül ha a + b= 1, 
de c=f= 0, akkor a= 1. 
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A z i t t i s m e r t e t e t t megoldási eljárások á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó k a 
( 3 ) f(ax + by + c) = G[f(x),f(y)} (ab=f=0,a + b = 0) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e : 
( 3 ) - b a 
as + bt 
x = y = ps + qt (p + q 1) 
a + b 
- e t h e l y e t t e s í t v e , a z e r e d m é n y b e n s és t h e l y é b e i s m é t x - e t é s y - t í r v a , é s a 
k a p o t t 
f(ax + by + с) = G[f(px + qy),f(px + qyj\ = G2 [f(px + qy)] 
e g y e n l e t e t ( 3 ) - m a l ö s s z e h a s o n l í t v a a 
( 2 0 ) f(px + qy) = GA{G[f(x),f(y)]} = F [ / ( x ) , / ( y ) ] 
e g y e n l e t h e z j u t u n k . 
I n n e n , e b b e n a z á l t a l á n o s e s e t b e n i s , k é t f é l e k é p p e n h a l a d h a t u n k t o v á b b : 
1. ( 2 0 ) - b a s o r r a x = — , y = 0 ; x = 0 , y = — ; x = y = ' - t h c -v /
 p ' q p q 
l y e t t e s í t v e , a z / ( 0 ) = у j e l ö l é s s e l a z 
m=F f(v) = F 7, / -
 v 
f(u + ?;) = F m Ai 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k , a m i b ő l j - t é s / | ü j - t k i k ü s z ö b ö l v e e g y (1) t í p u s ú 
/(u + v) — H[f{u), f(v)] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t h e z j u t u n k . 
2 . M á s r é s z t ( 2 0 ) - b a n a z x = U\V , y = и ; x = v, y = "У 
x = p + 9 « , у = / 7 г / + g " j p h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e e l e g y m á s u t á n 
é s a k a p o t t 
f\pv + q ^ l \ = F /(')> / u + v 
= F , , и + г; , 1 , í « + г> 
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e g y e n l e t e k b ő l / j p " ' + qu j, / ( p v + q " j-t k i k ü s z ö b ö l v e e g y ( 2 ) t í p u s ú 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p u n k . 
T e r m é s z e t e s e n i t t i s , m i n t p é l d á n k b a n , m é g m e g k e l l g y ő z ő d n i r ó l a , 
h o g y a k a p o t t m e g o l d á s k i e l é g í t i - e a z e r e d e t i f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . 
( 3 ) m e g o l d á s á n a k l é t e z é s é r e i t t x h e l y é b e ( a x - f - 6 y + c ) - t é s y h e l y é b e 
(au + br-fc)-1, m a j d x h e l y é b e ( ö x - f - ó « - ( - c ) - t é s y h e l y é b e ( a y + ö r - ( - c ) - t 
h e l y e t t e s í t v e k a p u n k s z ü k s é g e s f e l t é t e l t : 
f\áx + ab(y + u) + b2 v + ( a + b + 1 ) c ] = / [ a ( a x + by + c) + b(au + bv +c) + c ] = 
= G [ / ( a x + b y + с ) , f(au + bv + с ) ] = G { G [ / ( x ) , / ( y ) ] , G \ f ( u ) , /(r)]j 
é s 
f[d2x + ab(u + y) + bh- + ( a + b + 1 )c] f[a(ax + bu + c) + b(ay + bv + c ) + c ] = 
= G [ / ( a x + bu + c), f(ay + bv + c)]= G {G [ / ( x ) , / ( « ) ] , G [ / ( y ) , / ( c ) ] } , 
t e h á t a 
( 1 7 ) G [ G ( x , y ) , G ( a , r ) ] = G [ G ( x , a ) , G ( y , z ) ] 
b i s z i m m e t r i a s z ü k s é g e s a h h o z , h o g y a ( 3 ) e g y e n l e t n e k l é t e z z é k m e g o l d á s a . 
A f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s l é t e z é s é n e k s z ü k s é g e s f e l -
t é t e l é t t a r t a l m a z z a a k ö v e t k e z ő , k i s s é e l t é r ő a l a k b a n m á r a [ 1 5 ] d o l g o z a t b a n 
( v ö . [ 1 3 ] ) b e b i z o n y í t o t t t é t e l e l s ő r é s z e : 
3 . T É T E L . A ( 3 ) függvényegyenletnek csak akkor lehet folytonos és szi-
gorúan monoton megoldása, ha G folytonos, szigorúan monoton és eleget tesz 
a (17) függvényegyenletnek (biszimmetria). 
f(x)-szel együtt eleget tesz (3)-nak 
minden f(axf-y), (ha a + b= 1 és с 0) 
minden f(x + / ) , (ha a-\-b= 1 és c=f= 0) és 
minden f ( « x + A+b-M) a + b ¥ 1 ) 
alakú függvény is és csak ezek. 
A m á s o d i k á l l í t á s t i t t i s a m á r t ö b b s z ö r k ö v e t e t t ú t o n b i z o n y í t j u k : 
f(ax + by+c) = G\f(x), f(y)], G(t, u) = f[af \ t ) + bf~l(«) -j- c\ 
h(ax + by + с) = G[h(x), h(y)] =f[af~xh(x) + b f ' h(y) + c], 
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t e h á t а у ( 0 = / ' Л ( 0 f ü g g v é n y r e а ( 1 8 ) a l a k ú 
у ( о л - + й у + c ) = ö y ( x ) + Ьср(у) + с 
f ü g g v é n y e g y e n l e t t e l j e s ü l é s í g y а 3 ° t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k a 3 . t é t e l m á s o d i k r é s z e . 
A f e n t i e k h e z h a s o n l ó m ó d s z e r r e l o l d h a t ó k m e g a z á l t a l á n o s a b b 
f(ax + by + c) = G[f(x),f(y), x,y] 
a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k i s . 
V i s s z a v e z e t h e t ő a z e l ő b b i r e a 
( 3 ' ) / № , ) > ) ] = G [/(*)>/001 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a i s , h a £ é s G k ö z ü l az egyik biszimmetrikus 
( e l e g e t t e s z a ( 1 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k ) . 
U g y a n i s , h a p l . G b i s z i m m e t r i k u s , a k k o r 
( 2 1 ) G(u,r)=g[ag '(u) + bg i(r) + c] 
é s ( 3 ' ) - b ő l f~'g(x)- h(x), h\x) = s, h\y) t j e l ö l é s s e l a ( 3 ) t í p u s ú 
h(as + bt + c) = F[h(s),h(t) ] 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p j u k . 
[ g ( x ) - e t a ( 2 1 ) - g y e l e k v i v a l e n s u g y a n c s a k ( 3 ) t í p u s ú 
g(ax + by + c)-G[g(x),g(y)] 
e g y e n l e t b ő l h a t á r o z h a t j u k m e g . ] 
I t t i s é r v é n y e s ( [ 1 5 ] ) a m e g f e l e l ő 
3 ' . TÉTEL. Ha a ( 3 ' ) függvényegyenletben a folytonos és szigorúan mo-
noton F és G függvények közül az egyik biszimmetrikus, akkor az egyenlet-
nek csakis akkor lehet folytonos és szigorúan monoton megoldása, ha a másik 
is biszimmetrikus. 
Az anicitási viszonyok is a (3)-beliekhez hasonlóan alakulnak. 
Speciálisan, ha (3')-ben F vagy G asszociatív, úgy akkor és csak akkor 
van megoldás, ha a másik is asszociatív. 
Példák : 
( 2 2 ) / ( x y — У 1 — X 2 [ / l — y 2 ) = / ( x ) + / ( y ) , MEGOLDÁSA: / ( X ) = с a r c c o s x , 
( 2 3 ) / ( x y + | / x 2 — 1 / У 2 — 1 ) = / ( x ) + / ( y ) , MEGOLDÁSA: / ( x ) = c a r c h x . 
I t t G(s,t)=s + t, g(t) = kt, h(() = c o s i l l . Á ( 0 = c h / t y . E k é t f ü g g -
v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á t a 11. 1 . § - b a n f o g j u k h a s z n á l n i . 
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I. 4. § / ( х + у ) = G [ / ( x ) , y \ . 
A z i t t ( I . 4 . , 5 . , 6 . § ) k ö v e t k e z ő m ó d s z e r e k é s t é t e l e k á l t a l a d o t t , a z e d d i -
g i e k n é l k ö n n y e b b m e g o l d á s i l e h e t ő s é g n e k a z i s m a g y a r á z a t a , h o g y a ( 4 ) , ( 5 ) , 
( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s o k b a n a z x , i l l . y v á l t o z ó ö n á l l ó a n , t e h á t a z / f ü g g -
v é n y e n k í v ü l i s s z e r e p e l . 
A 
( 4 ) f(x + y) = G[f(x),y] 
a l a k ú f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e t r i v i á l i s példa k é n t a 
( 2 4 ) / ( * + y ) = / ( x ) + y 
e g y e n l e t m e g o l d á s á t m u t a t j u k b e e l ő s z ö r . 
A z x = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l é s / ( 0 ) = Û j e l ö l é s s e l 
№=t+a 
é s e z v a l ó b a n m e g o l d á s a ( 2 4 ) - n e k : 
(x + y) + a = x + a + y 
é s p e d i g a ( 0 , a) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s . E g y t e t s z ő l e g e s ( с , d) p o n t o n 
á t m e n ő m e g o l d á s 
m=(t-c)+d, 
a m i ( 2 4 ) - b ö l x = c, [f(c) = d] h e l y e t t e s í t é s s e l k ö z v e t l e n ü l i s a d ó d i k : 
f(c + y) = d+y, 
c+y=t, у — t—c, 
f(t) (t—c) + d. 
E z a z e g y s z e r ű megoldási eljárás á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a ( 4 ) a l a k ú 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r e : 
( 4 ) - b e x 0 - t h e l y e t t e s í t ü n k é s itt i s a z / ( 0 ) = o j e l ö l é s t h a s z n á l j u k : 
( 2 5 ) / ( / ) = G (a, t), 
t e h á t ( 4 ) m e g o l d á s a c s a k i l y e n a l a k ú l e h e t . A (c , d ) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s 
i t t i s a z x = c h e l y e t t e s í t é s s e l a d ó d i k ( 4 ) - b ö l : 
f(c + y)=G(d,y), (d f(cj), 
/ = с + у , у = / с , 
/(О = G(d, t—с). 
E z t e r m é s z e t e s e n a m e g o l d á s f ü g g v é n y ( 2 5 ) a l a k j á t i s t a r t a l m a z z a c = 0 - r a . 
5 III. Osztály Közleményei 1X/4 
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H o g y a ( 4 ) - b ő l a d ó d o t t ( 2 5 ) f ü g g v é n y v a l ó b a n m e g o l d á s a - e ( 4 ) - n e k , 
a r r ó l i t t i s h e l y e t t e s í t é s s e l g y ő z ő d h e t ü n k m e g : 
/ ( x + y ) = G ( a , x + y ) , 
G[/(x), У] = G[G(a, x), у]. 
T e h á t a ( 2 5 ) f ü g g v é n y , m e l y r ő l l á t t u k , h o g y ( 4 ) m e g o l d á s a c s a k i l y e n 
a l a k ú l e h e t , — a k k o r é s c s a k a k k o r l e s z v a l ó b a n m e g o l d á s a a ( 4 ) f ü g g v é n y -
e g y e n l e t n e k , v a g y i s ( 4 ) - n e k a k k o r é s c s a k i s a k k o r l é t e z i k m e g o l d á s a , h a a 
( 2 6 ) G (a, x + y ) = G [ G ( ö , x),y] 
f e l t é t e l t e l j e s ü l . í g y a d ó d i k a 
4 , . T É T E L . Ha a G(x,y) függvény legalább egy a értékre eleget 
tesz a ( 2 6 ) feltételnek, akkor és csakis akkor ( 4 ) megoldható és általános 
megoldása 
( 2 5 ) f(t) = G (a, t), 
mely átmegy a (0, a) ponton. A (c, a) ponton átmenő megoldás 
f ( f ) = G (a, t—c) 
alakba irható. ( V ö . [ 2 3 ] - m a l i s . ) 
E z e n t ú l m e n ő e n a f o l y t o n o s é s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s o k r a v o n a t -
k o z ó a n á l l a 
4 , . T É T E L . Ha a ( 1 4 ) feltétel egy a-ra teljesül, ha továbbá G(x,y) 
vagy mindkét változóban folytonos, anélkül, hogy valahol is y-tól függetlenné 
(y-ban konstanssá) válnék, vagy mindkét változóban szigorúan monoton, akkor 
a ( 4 ) függvényegyenlet ( 2 5 ) általános megoldása folytonos é s szigorúan 
monoton. 
f(x)-szel együtt a 
h(t)=f(t+b) 
függvények és csak ezek megoldásai (4)-пек. 
E t é t e l e l s ő k é t á l l í t á s á t ( k i s s é e r ő s e b b a l a k b a n ) a [ 2 3 ] d o l g o z a t b a n 
b e b i z o n y í t o t t u k . A z u t o l s ó ( u n i c i t á s i ) á l l í t á s b i z o n y í t á s a i t t i s í g y v é g e z h e t ő : 
( 4 ) - b ő l 
/ ( x + y ) = G [ / ( x ) , y ] , G(x,y)=f[r\x) + y], 
h(x + y) = G[h(x), y]=f[f'1h(x) + y], 
t e h á t cp(t) = / _ 1 / ? ( / ) - r e 
ff(x+y) = 9(x)±y 
\ 
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é s e z é p p e n a ( 2 4 ) e g y e n l e t , m e l y n e k m e g o l d á s a (f(t) = t + b t e h á t 
h(t)=f(t + b), 
q u . e . d . 
T o v á b b i p é l d a k é n t a z 
f(x+y)=f(x)e* 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t e m l í t h e t j ü k , m e l y n e k v a n m e g o l d á s a , m e r t G(x, y) = xe'1 
e l e g e t t e s z f e l t é t e l e i n k n e k . A z á l t a l á n o s m e g o l d á s , m i n t a z x = 0 h e l y e t t e s í -
t é s s e l l á t j u k : f(t) = aé. 
E z á t m e g y a ( 0 , á ) p o n t o n . A (c, d ) p o n t o n á t m e n ő m e g o l d á s t 
f(t) = de'c 
a l a k b a n í r h a t j u k f e l . 
A z 
f(x+y)=f(x)y ( f ( x ) ^0) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k v i s z o n t n i n c s a t r i v i á l i s - / ( x ) = 0 é s / ( x ) = l m e g o l d á -
s o k t ó l e l t é r ő m e g o l d á s a , m e r t a G(x, y ) = x " f ü g g v é n y n e m t e s z e l e g e t a ( 2 5 ) 
e g y e n l e t n e k s e m m i l y e n x = 0 é s x = 1 - t ő l k ü l ö n b ö z ő é r t é k r e . H a m é g i s 
r á e r ő s z a k o l n á n k m e g o l d á s i e l j á r á s u n k a t , a k k o r f(t) = a1 a d ó d n a , d e e z n e m 
t e s z e l e g e t a z e g y e n l e t n e k : ax+'J Ф (ax)y, k i v é v e , h a « = 0 , v a g y a — 1 . 
A z á l t a l á n o s a b b 
f[F(x,yj\ = G[f(x), x , y] 
e g y e n l e t h a s o n l ó e l j á r á s s a l o l d h a t ó m e g . 
H e l y e t t e s í t s ü n k u g y a n i s e b b e i s x = 0 - t ( t e r m é s z e t e s e n m á s x = x„ 
h e l y e t t e s í t é s s e l i s c é l t é r ü n k ) : 
/[«(0, y)] = G [/(0), 0, y], 
é s h a a t = F(0, y ) h(y), y = hx(t)=g(t), f(0) = a j e l ö l é s e k e t v e z e t j ü k 
b e , l á t j u k , h o g y h a a z e g y e n l e t n e k e g y á l t a l á n v a n m e g o l d á s a , a k k o r a z c s a k 
f ( f ) = G[a, 0,^(0] 
l e h e t . 
Példa: f(xy)=f(x)J m e g o l d á s a , m i n t a z x = l h e l y e t t e s í t é s s e l l á t j u k 
( x = 0 i t t n y i l v á n n e m a l k a l m a s ) , f(t) — é é s v a l ó b a n cxy = (cx)y-
I . 5 . § H[f(x + y ) , / ( x - y ) , f(x), x , y ] = 0 
A k ö v e t k e z ő 5 . é s 6 . § - b a n a d o t t e l j á r á s o k a z e d d i g i e k k e l e l l e n t é t b e n 
n e m i n t é z i k e l t e l j e s e n a t á r g y a l a n d ó ( 5 ) , ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s o k a t , c s a k 
b i z o n y o s s p e c i á l i s f e l t é t e l e k k ö z ö t t . A h a s o n l ó m ó d o n m e g a d h a t ó e l j á r á s o k a t 
t e r m é s z e t e s e n k ö n n y ű s z a p o r í t a n i . 
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A 
( 5 ) H[f(x + y), f(x—y), f(x), x , y ] = 0 
f ü g g v é n y e g y e n l e t t í p u s r a a z I. 1 . é s I . 2 . § v é g é n m o n d o t t a k o n k í v ü l e g y e l ő r e 
m é g k é t t o v á b b i — k ü l ö n b ö z ő f e l t é t e l e k m e l l e t t a l k a l m a z h a t ó — megoldási 
eljárást t á r g y a l u n k . 
1. A z e l s ő t a S T . K A C Z M A R Z á l t a l [ 6 ] n e h e z e b b v a l ó s f ü g g v é n y t a n i 
e s z k ö z ö k k e l m e g o l d o t t 
( 7 ) f(x + y) + / ( x — y ) = 2f(x) c o s y 
f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e ( v ö . [ 3 1 ] ) . E f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k , 
m e l y e t S T . K A C Z M A R Z a m á s o d i k s z i m m e t r i k u s d i f f e r e n c i á b ó l a k é t s z e r i d e r i -
v á l h a t ó s á g k i m u t a t á s a m e l l e t t a z 
/ " ( x ) = - / ( x ) 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e v e z e t e t t v i s s z a , á l t a l á n o s m e g o l d á s a 
/ ( x ) = a c o s x + b s i n x . 
A z e g y s z e r ű b b k ö z v e t l e n m e g o l d á s m e n e t e a k ö v e t k e z ő : 
V é g e z z ü k e l ( 7 ) - b e n s o r r a a z 
n s л i
 4
 7 1
 - ' rt 
x - 0, y = t; х = -2" + /,у = у ; x = - j , y = ^- + t 
h e l y e t t e s í t é s e k e t é s v e z e s s ü k b e a z / ( 0 ) = (7, / j 7 ) b j e l ö l é s e k e t . í g y 
j u t u n k a z 
/ ( 0 + / ( — f ) = 2a c o s t, 
/ 7 + 0 + / ( 0 = o , 
/ 7 + 0 + / ( - 0 = 2 Л c o s fe- + 1 ) = -2b s i n t 
e g y e n l e t e k r e . H a a z e l s ő k é t e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a h a r m a d i k a t l e v o n j u k : 
2 / ( 0 = = 2 a c o s t + 2b s i n t, 
m á r i s l á t j u k , h o g y a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a c s a k 
/ ( 0 = a c o s t + b s i n t 
a l a k ú l e h e t . H o g y e z a f ü g g v é n y s e r e g m i n d i g v a l ó b a n m e g o l d á s a i s ( 7 ) - n e k , 
a r r ó l i t t i s b e h e l y e t t e s í t é s s e l k e l l m e g g y ő z ő d n ü n k : 
/ ( x + y) + / ( x y) = a c o s ( x + y) + a c o s ( x — y ) + b s i n ( x + y) + 
+ Л s i n ( x — y ) = 2(7 c o s X c o s у + 2 Л s i n x c o s y = 2 ( í 7 c o s x + b s i n x ) c o s y = 
= 2 / ( x ) c o s y . 
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T e h á t v a l ó b a n / ( x ) = a c o s x-fb s i n x a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t l e g á l t a l á n o s a b b 
m e g o l d á s a . E z t a z e r e d m é n y t a II . 2 . § - b a n f e l f o g j u k h a s z n á l n i . A -f - f j 
h e l y e t t e s í t é s e k h e l y e t t u g y a n ú g y , v a g y m é g e g y k i c s i t k é n y e l m e s e b b e n 
a l k a l m a z h a t t u n k v o l n a m e g f e l e l ő ( - J — / } h e l y e t t e s í t é s e k e t , d e a z á l t a l á n o s ( 5 ) 
e g y e n l e t h a s o n l ó t á r g y a l á s á r a a m i f e n t i h e l y e t t e s í t é s e i n k á l t a l á n o s í t h a t ó k 
j o b b a n . 
M i v e l p é l d á n k b a n l é n y e g e s e n f e l h a s z n á l t u k , h o g y a z / ( x ) c o s y k i f e j e z é s 
л 
y = / y - - n é l a z o n o s a n e l t ű n i k , e z é r t e z e n e l j á r á s m á s ( 5 ) t í p u s ú f ü g g v é n y -
e g y e n l e t e k r e v a l ó á l t a l á n o s í t á s á h o z a z k e l l , h o g y l é t e z z é k o l y a n у y„ é r t é k , 
h o g y a ( 4 ) - b e n s z e r e p l ő H(zx,z2, z3, x,y) f ü g g v é n y y = yu-ra f ü g g e t l e n n é v á l -
j o n Zg-tól: 
( 2 7 ) H(zu z2, zs, x, y) = h ( z , , z 2 , x ) . 
H a e z t e l j e s ü l , a k k o r a m e g f e l e l ő i t t k ö v e t k e z ő e l j á r á s g y a k r a n e r e d -
m é n y r e v e z e t : 
( 5 ) - b e s o r r a a z x = 0 , y = t; х = у 0 + 4 У = У»; x = y0,y = y0+t 
h e l y e t t e s í t é s s e l é s / ( 0 ) = я , f ( y ) = b j e l ö l é s s e l a 
H[f(t),f(-t),a,0,t] = 0 
h\f(2yü + t),f(t),y0 + t]=0 
H[f(2y0 +1),/(- 0, b, y„, y0 + t] = 0 
e g y e n l e t e t k a p j u k . H a e h á r o m e g y e n l e t b ő l f(2yn-ft) é s / ( — f ) - t k i t u d j u k 
k ü s z ö b ö l n i , a k k o r m e g k a p j u k f(t) k i f e j e z é s é t , a m e l y e t b e h e l y e t t e s í t v e a z e r e d e t i 
f ü g g v é n y e g y e n l e t b e , m e g g y ő z ő d h e t ü n k r ó l a , m e g o l d á s a - e v a l ó b a n a z e g y e n -
l e t n e k , v a g y m é g s p e c i a l i z á l a n d ó , v a g y e s e t l e g n i n c s i s a z e g y e n l e t n e k ( n e m 
t r i v i á l i s ) m e g o l d á s a . 
A f e n t i e k b ő l l e s z ű r h e t ő a k ö v e t k e z ő 
5] T É T E L . Ha létezik oly у = y„, mellyel 
( 2 7 ) H ( г , , г , , z 3 , x , у) = h ( г , , z 2 , x ) 
és a 
H(z, и, а, 0, t) = О, 
h(r,z,y,, + t) О, 
H (v, и, b,yo,yo-ft) = 0 
egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 
z=m 
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függvény lehet ( 5 ) megoldása és ez az általános megoldás legfeljebb két tet-
szőleges a, b konstanst tartalmaz. 
T o v á b b i példaként v i z s g á l j u k m é g m e g a 
( 2 8 ) f(x + y ) - f ( x - y ) - 4 УДУФу)+4 УЩ(\—у)—4у = О 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t . I t t y 0 = 1, m e r t y = l - r e / ( x ) m á r n e m s z e r e p e l a z e g y e n -
l e t b e n . . V é g r e h a j t v a a z x = 0 ,y = t; x = f + l , y = l ; x = l , y = f + l 
h e l y e t t e s í t é s e k e t , k a p j u k a z 
Д О - Д - О - 4 У Д — 4 f a ( l — t ) 4 f = 0 
f(t~f 2) — / ( / ) — 4 У Д ? ) — 4 = 0 
f(t + 2 ) - / ( - 0 - 4 У Д = 0 - 4 ] [ b t — 4 t — 4 = 0 
e g y e n l e t e k e t . 
A z e l s ő k é t e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a h a r m a d i k a t l e v o n v a , a 
— 4 Y f f f î — 4 ( | / Ű — f ő ) ( + 4 f ß = 0 
e g y e n l e t r e , t e h á t a f ő — f ß = c, f a = /r j e l ö l é s s e l , a z 
f(t) = (ct + kf 
m e g o l d á s r a j u t u n k . H a a z o n b a n e z t a z e r e d e t i ( 2 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t b e h e l y e t -
t e s í t j ü k , a z t l á t j u k , h o g y 
(cx+cy+kf—(cx—cy+kf—Цех—cy + k) + 4(cx + k)(l— y)—4y = 0 , 
4 (cx + k)cy—4(cxJik)-\-4cy-{-4(cx-\rk)—4(cx-\-k)y—4y = 0, 
(cx + k)y(c-\) + y(c-\) = 0, 
azaz 
(c—t)(cx + k+\) = 0 
c s a k a k k o r t e l j e s ü l m i n d e n x - r e , h a c = l ( u g y a n i s c = 0 t r i v i á l i s k o n s t a n s 
m e g o l d á s t a d n a ) t e h á t ( 2 8 ) m e g o l d á s a i a z 
f ( t ) = (t + kf é s Д О = к 
f ü g g v é n y e k . E z e k k i i s e l é g í t i k ( 2 8 ) - a t . 
2 . H a a ( 2 7 ) f e l t é t e l n e m t e l j e s ü l , a k k o r g y a k r a n a k ö v e t k e z ő e l j á r á s 
v e z e t e r e d m é n y r e , m e l y e t a z 
f ( x + Д + 2/( x—y) = 3/( x)—у 
f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t u n k b e . 
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A z x = 0 , y = t; x = t,y = 2t; x = t,y =—2t h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z v e 
e l , a z 
/ ( 0 + 2 / ( — / ) = 3 a — t , 
/ ( 3 0 + 2 / ( — 0 = 3 / ( 0 — 2 t , 
/ ( - 0 + 2 / ( 3 0 = 3 / ( 0 + 2 / 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k . A z e l s ő e g y e n l e t e t h á r o m m a l s z o r o z v a , h o z z á a d j u k a h a r -
m a d i k e g y e n l e t k é t s z e r e s é t é s a z ö s s z e g b ő l l e v o n j u k a m á s o d i k e g y e n l e t 
n é g y s z e r e s é t , a k k o r a 
3 / ( 0 = - 6 / ( 0 + 9 / + 9 a 
e g y e n l e t h e z j u t u n k , t e h á t a m e g o l d á s c s a k 
m = t+a 
l e h e t , é s e z k i i s e l é g í t i a z e r e d e t i f ü g g v é n y e g y e n l e t e t : 
( x + y + ö ) + 2(x y + a ) = 3 ( x + (?) y. 
E z t a z e l j á r á s t á l t a l á b a n a l k a l m a z v a a z ( 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e , o t t i s a z 
x=- 0, y = t; x = t, y = 2 / ; x = t,y = —2t h e l y e t t e s í t é s e k e t v é g e z z ü k e l 
é s a k a p o t t 
H\f(t),f(-t),a, 0 , / ] = 0 , 
H[f(3t),f(-t),m, / , 2 0 = 0 , 
H[f(-t),f(3t),f(t), / , - 2 / ] = 0 
e g y e n l e t e k b ő l k ü s z ö b ö l j ü k k i / ( — / ) - t é s / ( 3 / ) - t ( h a e z l e h e t s é g e s ) . A z í g y 
k a p o t t f ü g g v é n y l e s z a z ( 5 ) e g y e n l e t e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s a . H o g y 
v a l ó b a n k i e l é g í t i - e a f ü g g v é n y e g y e n l e t e t , a z t a b e h e l y e t t e s í t é s d ö n t i e l . 
I t t i s l e s z ű r h e t ő a m e g f e l e l ő 
5.1. T É T E L : H A A 
H(z, 77, (7 ,0 ,0 = 0 , 
H(y, 77, z, t, 2t) = 0, 
H (u, r, z,t, — 2 / ) = 0 
egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 
z = / ( / ) 
függvény lehet az ( 5 ) függvényegyenlet megoldása. Ez az általános mogoldás 
legfeljebb egy tetszőleges a konstanst tartalmaz. 
T o v á b b i példaként a 
2 / ( x + y) + / ( x — y ) = 2f(x)(2e" + e") 
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f ü g g v é n y e g y e n l e t e t o l d j u k m e g . — E l v é g e z v e a f e n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t é s a 
k a p o t t 
2 / ( 0 + / ( - 0 - a(2e> + e>), 
2 / ( 3 0 + / ( — 0 = / ( 0 ( 2 e 2 < + e~2t), 
2 / ( — 0 + / ( 3 0 = / ( 0 ( 2 e _ 2 í + e 2 t ) 
e g y e n l e t e k b ő l / ( — f ) - t é s / ( 3 í ) - t k i k ü s z ö b ö l v e ( a z e l s ő e g y e n l e t m i n d k é t o l d a -
l á t h á r o m m a l s z o r o z v a , h o z z á a d j u k a m á s o d i k a t é s l e v o n j u k a h a r m a d i k 
e g y e n l e t k é t s z e r e s é t ) a 
6/(/) = 3a(2e< + e ') — 3f(t)e 2Í, 
f(0 = a
 2 + e_2t =ae< 
á l t a l á n o s m e g o l d á s t k a p j u k , é s e z k i i s e l é g í t i a z e r e d e t i e g y e n l e t e t : 
2 ö <?'+•" - f aer~y = aex(2ev + e"). 
M i v e l a z I. 5 . é s 1. 6 . § - o k t é t e l e i c s a k s z ü k s é g e s f e l t é t e l e i t a d j á k a n n a k , 
h o g y a z á l t a l u k m e g h a t á r o z o t t f ü g g v é n y a k i i n d u l á s i e g y e n l e t m e g o l d á s a l e g y e n , 
f o k o z o t t j e l e n t ő s é g e v a n a n n a k , h o g y a k a p o t t f ü g g v é n y n e k a z e r e d e t i e g y e n -
l e t b e v a l ó h e l y e t t e s í t é s é v e l g y ő z ő d j ü n k m e g r ó l a , v a l ó b a n k i e l é g í t i - e a z e r e d e t i 
e g y e n l e t e t , v a g y m é g s p e c i a l i z á l n i k e l l , v a g y e s e t l e g n e m i s l é t e z i k n e m t r i -
v i á l i s m e g o l d á s . 
T e r m é s z e t e s e n a l k a l m a z h a t ó k a z ( 5 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e a ( 6 ) e g y e n l e t 
m e g o l d á s á h o z a z 1. 1 . § v é g é n é s a k ö v e t k e z ő I. 6 . § - b a n m e g a d o t t m ó d s z e r e k i s 
I. 6. § H[f(x + y), f(x—y), f(x),f(y), x, y] = 0 
V é g ü l a z e g é s z á l t a l á n o s 
( 6 ) H [ / ( x + y ) , f(x - y ) , f(x), / ( y ) , x , y ] = О 
f ü g g v é n y e g y e n l e t r e a d u n k a z I. 1. § v é g é n e m l í t e t t e n k í v ü l m é g h á r o m k ü l ö n -
b ö z ő f e l t é t e l e k k ö z t a l k a l m a z h a t ó megoldási eljárást. 
1. A z e l s ő t a z 
f(x + У) + 2 / ( x — y ) + / ( x ) + 2 / ( y ) = 4 x + y 
e g y e n l e t példáján m u t a t o m b e . 
A z у = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l a 
4 / ( x ) + 2 r t = 4 x 
[ / ( 0 ) = л ] , a z a z 
/ ( * ) = * — y 
m e g o l d á s h o z j u t u n k . 
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E z t b e h e l y e t t e s í t v e e g y e n l e t ü n k b e , l á t j u k , h o g y 
x + y— y +2x—2y—a + x— y +2y—ß = 4x + y 
c s a k a = 0 e s e t é n t e l j e s ü l . T e h á t e g y e n l e t ü n k e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s a 
a z / ( x ) = x f ü g g v é n y . 
E z a z e l j á r á s á l t a l á b a n i s a l k a l m a z h a t ó a ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t r e : 
y = 0 - á t h e l y e t t e s í t v e a z / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l , a 
H[f(x),f(x),f(x), a, x, 0] = 0 
e g y e n l e t e t k a p j u k é s h a e z n e m i d e n t i t á s , a k k o r b e l ő l e / ( x ) m e g h a t á r o z h a t ó . 
A k a p o t t e r e d m é n y v i s s z a h e l y e t t e s í t é s é v e l j u t u n k / ( x ) v é g l e g e s a l a k j á r a . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k a 
6J. TÉTEL. Ha van oly a, melyre 
H(z, z, z, a, x , 0 ) = 0 
(nem azonosság és) z-re megoldható, akkor csak a belőle nyerhető 
z=f(x) 
függvény lehet megoldása a (6) függvényegyenletnek. E megoldás legfeljebb 
egy a konstanst tartalmaz. 
T o v á b b i példakeni a z 
f(x+y) +f(x—y) — / ( x ) — x 3 — 6 x y í / ' ( y ) = 0 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t o l d j u k m e g . A z y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l a z t k a p j u k , h o g y 
/ ( x ) = x 3 
a f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s a é s e z k i i s e l é g í t i a z e g y e n l e t e t , m e r t 
(x + y ) 3 - f ( x — у ) 3 — x 3 — X 3 — 4 x y y = 0. 
2 . A m á s o d i k e l j á r á s t a z 
f ( x + у) - 2 / ( x — у ) + / ( x ) - 2 / ( y ) У 2 
f ü g g v é n y e g y e n l e t példáján m u t a t j u k b e . S o r r a e l v é g e z v e a z x = 0 , y = « 
x = t,y = 2t\ x — 2t, y = t; x = t, у = ( h e l y e t t e s í t é s e k e t a 
- f ( t ) - 2 f ( - t ) + a = f-2, 
/ ( 3 f ) — 2 / ( — / ) + / ( 0 — 2 / ( 2 f ) = 2 t — 2 , 
/ ( 3 0 - 4 / ( 0 + / ( 2 0 = / - 2 , 
f(2t)-2a-f(t) = t-2. 
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A z e l s ő é s h a r m a d i k e g y e n l e t ö s s z e g é b ő l a m á s o d i k e g y e n l e t e t é s a n e g y e d i k 
e g y e n l e t h á r o m s z o r o s á t l e v o n v a a z t k a p j u k , h o g y 
- 3 f ( t ) + la = -3t + 4, 
la—4 
A z o n b a n e r e d m é n y ü n k e t a k i i n d u l á s i e g y e n l e t b e h e l y e t t e s í t v e l á t j u k , h o g y 
x + y + 6 — 2 x + 2y—2b + x + b—2y—26 = y — 2 
c s a k a k k o r t e l j e s ü l , h a b—l. í g y 
/ ( x ) = x + 1 
a z e g y e t l e n l e h e t s é g e s m e g o l d á s é s e z k i i s e l é g í t i a z e g y e n l e t e t . 
Á l t a l á b a n i s a ( 6 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e t a z x = 0 , y — t; x=-t,y = 2t; 
x = 2t, y = /; x - t, y = t h e l y e t t e s í t é s e k k e l k a p o t t 
H[f(t),f(-t), a,m, 0 , t]=0, 
H[f(3t),f(-t),f(t),f(2t), t,2t] = 0 , 
E\f(3t),f(t), f(2t),f(t), 2t,t] = 0, 
H[f(2t), a, m m , t,t] = 0 
e g y e n l e t e k b ő l / ( — / ) , f(2t) é s / ( 3 / ) k i k ü s z ö b ö l é s é v e l o l d h a t j u k m e g ( a z í g y 
k a p o t t f(t) f ü g g v é n y t m i n d i g v i s s z a h e l y e t t e s í t v e a z e r e d e t i e g y e n l e t b e ) . 
E b b ő l a d ó d i k a 
6 2 . TÉTEL. H A A 
H(z, u, a, z, 0 , / ) = 0 , 
H(w, u, z, r, t, 2 / ) 0 , 
H(w, z, v, z, 21, t) = 0 , 
H(v, a, z, z, t, t) = С 
egyenletek (függetlenek és) z-re megoldhatók, akkor csak a belőlük nyert 
z - m 
függvény (mely legfeljebb egy a konstanst tartalmaz) lehet megoldása a (6) 
egyenletnek. 
T o v á b b i példa: 
f(x)f(x + y) —/(y)2/(x—y)2e"+4 ( f ( x ) ф 0) 
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E l v é g e z v e a f e n t i h e l y e t t e s í t é s e k e t , a z / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l a z 
af{t)=f{tff{-tfe<+\ 
/ ( 0 / (30 =f(2tff(—t)2e?M, 
/ (2 0 / ( 3 0 - / ( O 4 ^ 
/ ( 0 / ( 2 0 ~f{t)-a-eM 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k . 
A z e l s ő é s h a r m a d i k e g y e n l e t s z o r z a t á t a m á s o d i k e g y e n l e t t e l é s a 
n e g y e d i k e g y e n l e t h a r m a d i k h a t v á n y á v a l o s z t v a a z t k a p j u k , h o g y 
a / (0/(2Q/(3Q f(tff(—t)-e-,+9 
/ (04 / (203 / (30 /(06/(— 02/(2/)2o6e5t+1° ' 
/ ( / ) 3 = ű 7 e 3 í + 8 , 
/ ( / ) = f o W . 
a ] 
D e ö = / ( 0 ) = У я 7 е 8 , t e h á t о 4 = a = + — s , í g y 
/ ( 0 = ± + 2 
а m e g o l d á s é s e z k i i s e l é g í t i f ü g g v é n y e g y e n l e t ü n k e t : 
gx-2 g.r+y-2 _ _ g2i/-4p2x-2i/-4gi/+4 _ 
3. H á sem a 6, , sem a 62 tételek feltételei nem tel jesülnek, akkor az 
1. 1. § - b a n említett, vagy az itt következő módsze r lehet célravezető. E m ó d -
szer a d'ALEMBERT ( [ 1 ] ) és C A U C H Y ( [ 2 ] ) által a 
( 2 9 ) f(x + y) +f(x-y) = 2 f ( x ) f ( y ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t m e g o l d á s á r a a l k a l m a z o t t e l j á r á s á l t a l á n o s í t á s a . 
R ö v i d e n e m l é k e z t e t ü n k a ( 2 9 ) e g y e n i e t ( [ 2 ] ) m e g o l d á s i e l j á r á s á r a : 
( 2 9 ) - b e у = x - e t h e l y e t t e s í t v e a z t k a p j u k , h o g y 2 / ( x ) 2 = / ( 2 x ) + / ( 0 ) . 
( 2 9 ) - b ö l y = 0 h e l y e t t e s í t é s s e l l á t j u k , h o g y v a g y / ( 0 ) = 1 , v a g y / ( x ) = 0 . 
A z u t ó b b i t r i v i á l i s m e g o l d á s t e z e n t ú l s z á m í t á s o n k í v ü l h a g y j u k . 
T e h á t / ( 0 ) 1, 
2 / ( x ) 2 = / ( 2 X ) + 1, 
/ ( 0 = 2 / ( j J - l s _ l , 
4 0 8 A C Z É L J . 
A z / ( 1 ) = b é r t é k v a g y 1 - n é l n a g y o b b , v a g y — 1 é s + 1 k ö z é e s i k 
( a h a t á r o k a t i s b e l e é r t v e ) . A z e l s ő e s e t b e n v a n o l y a n с s z á m , h o g y 
b = c h с 
a m á s o d i k b a n o l y a n , h o g y 
b = c o s c. 
A k é t e s e t t á r g y a l á s a t e l j e s e n h a s o n l ó , m i a z e l s ő t v á z o l j u k : 
/ 
/ I M • + c h c , b с U J 
Г
 2 2 ' 
í 1 1 - T ) _ 




l 4 ] 2 ' 2 : Ch 4 " 
Á l t a l á b a n 
c h 
2 " ' 




M o s t ( 2 9 ) - b ő l x 
2 " . 
1 4 - c h 
,4) 
2 2 c h I с — + 1 
1 2 1 
— = — г , у = h e l y e t t e s í t é s s e l a z 
2" 2 2" 
1 7 1 
e g y e n l e t e t k a p j u k , t e h á t 
/ I — ] + c h - T
 = 2 c h - A - c h — = c h | c — ) + c h — , ( 2 " J 2 " 2" 2" f. 2 " J 2 " 
v a g y i s 
Á l t a l á b a n , m i n d e n d i a d i k u s x - r e 
m 
/ ( * ) = / h s = c h c 7 ^ = c h c x , 
m 
( n e m k e l l m < 2 " - e t f e l t é t e l e z n i ! ) , m e r t e z t / л = 1 , 2 - г е ( u t o l j á r a / « = 3 - r a i s ) 
m á r k i m u t a t t u k , é s h a m—l, m - к é s m = k+ l - r e t e l j e s ü l , a k k o r 
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/77 = 2 / : + l - r e í g y k ö v e t k e z i k / 1 = / ( I - r e t e r m é s z e t e s e n n e m k e l l 
k ü l ö n b i z o n y í t a n i Ar- j -1 к : ( 2 9 ) - b e x --= ^ , y = — - e t h e l y e t t e s í t ü n k : 
2 
é s e b b ő l f e l t e v é s e i n k s z e r i n t 
i« ' 
t e h á t 
/ Í M ± T U c h p / M - l 
J [ 2 " j [ 2 " 
q u . e . d . 
N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l 
/ ( x ) = l i m f(d„) = l i m c h (cd„) c h ( c x ) . 
N e g a t í v x - e k r e i s é r v é n y e s e z a k é p l e t , n i . h a ( 2 9 ) - b e x = 0 , y = / - t 
t e s z ü n k , a z t k a p j u k , h o g y 
m+/(-o=2/(o/(o)=2/(o, 
t e h á t (t < 0 ) 
Л 0 = / ( — 0 = c h c ( - 0 = c h с / . 
T e h á t ( 2 9 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a a z á l t a l u n k t á r g y a l t e s e t b e n 
f(x) = c h cx, 
a m á s i k , t e l j e s e n h a s o n l ó a n e l i n t é z h e t ő e s e t b e n a z 
/ ( x ) = c o s c x 
m e g o l d á s t k a p j u k . A z 
f(x)= 1 
k o n s t a n s m e g o l d á s m i n d k e t t ő h a t á r e s e t e c = 0 - r a . E z e k e n k í v ü l m e g a z e l e -
j é n k i z á r t 
f(x) = 0 
t e s z e l e g e t a z e g y e n l e t n e k . 
E z a z e l j á r á s á t v i h e t ő a z á l t a l á n o s ( 6 ) e g y e n l e t m e g o l d á s á r a : 
( 6 ) - b a у = x - e t h e l y e t t e s í t v e , / ( 0 ) = a j e l ö l é s s e l a 
( 3 0 ) H[f(2x), a, f(x), f(x), x, x] = 0 
4 1 0 A C Z É L J . 
e g y e n l e t e t k a p j u k ( e s e t l e g a z x = 0 - v a l k a p o t t 
H (a, a, a, a, 0 , 0 ) = 0 
- b ó l , h a e z n e m a z o n o s s á g , a m e g h a t á r o z h a t ó ) . ( 3 0 ) - b ó l , h a e z l e h e t s é g e s , 
k i f e j e z z ü k / ( x ) - e t , i l l . * = j e l ö l é s s e l A— j-et: 
/ Áj = G [/«),/]. 
E z z e l a k é p l e t t e l / ( ! ) = ó - b ő l s z u k c e s s z í v e m e g h a t á r o z h a t ó : 
/ | i - ) = G ( ô , l ) > / ( - l | = G / ( 2 » - i ) ' 2 » - i 
j- I j fc 
M á s r é s z t , h a ( 6 ) - b a x =
 л
 , у = — - e t h e l y e t t e s í t ü n k , a k a p o t t 
H 
' ( Т и / к ; 
M *(k±ï\ f ( A ] Ádi1 A 
2 " ) Ь ' Т 2 " ' 2 " = 0, 
p l . 
H f = o , ( 2 " ) ' 2 " ) ' 2 " " 1 ) ' 2 " ) ' 2 n _ 1 ' 2 " 
e g y e n l e t t e l / | ^ | a m a r i s m e r t /|Aj-böl é s a z i s m e r t n e k f e l t é t e l e z e t t 
/ , / „ b ő i k i s z á m í t h a t ó ( h a e z a z e g y e n l e t 1 j-re m e g o l d -
h a t ó ) . E z z e l Д х ) m i n d e n p o z i t í v ( e g é s z é s ) d i a d i k u s t ö r t x - r e m e g v a n h a t á -
r o z v a , p o z i t í v n e m d i a d i k u s x - e k r e i s m é t h a t á r á t m e n e t t e l 
/ ( x ) = l i m f ( d n ) 
d n 
a d j u k m e g / ( x ) - e t . V é g ü l ( 6 ) - b a x = 0 - t h e l y e t t e s í t v e , a k a p o t t 
Я [ / ( у ) , / ( — у ) , а , / ( у ) , 0 , у ] = О 
e g y e n l e t t e l ö s s z e f ü g g é s t k a p t u n k / ( у ) é s / ( — у ) k ö z ö t t , a m i b ő l / ( x ) n e g a t í v 
x - e k r e i s m e g h a t á r o z h a t ó . 
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T o v á b b i példák: 
A LOBACSEVSZKIJ ( [ 3 ] ) - f é l e 
(31) Ax+y)f(x-y)=f(xy 
f ü g g v é n y e g y e n l e t í g y i s m e g o l d h a t ó : y = x = -r)- h e l y e t t e s í t é s s e l 
t e h á t 
1iab^a\ua\ =fiC + 
/ l i af = ac±, 
ас 
é s ( 3 1 ) - b e n x 
v a g y i s 
Á l t a l á b a n i s 
у = — h e l y e t t e s í t é s s e l 
/ Ш 1 n
 I I f 
/ / I i i 
m e r t e z t i _ r e ( t e h á t i = - É j - r e i s ) i g a z o l t u k , é s h a \ é s - r e m á r 
2 2 2 2 2 
2 к 1 к 4 - 1 
b e l á t t u k , a k k o r r e i s é r v é n y e s , a m i t a ( 3 1 ) - b e n e l v é g z e t t x =
 n ,. 
2 2 p 
y = — h e l y e t t e s í t é s s e l l á t h a t u n k b e : 
/ ( M ± ! W 1 
I 2 " 
L + 1 E 
4 1 2 ACZÉL J . 
a z a z 
2Д+1 
ас 
é s e z t k e l l e t t b i z o n y í t a n i . — N e m d i a d i k u s x - e k r e h a t á r á t m e n e t t e l s z i n t é n 
f(x) = а с ' 
- e t k a p u n k . — V é g ü l ( 3 1 ) - b e x = 0 - t t é v e 
a 
Ш 
a c ' J 
ac
v
. f ( y ) f ( - y ) = m - d\ f ( y ) 
í g y i t t i s m e g k a p t u k , h o g y 
f(x) — a cr 
a ( 3 1 ) e g y e n l e t á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a é s e z k i i s e l é g í t i ( 3 1 ) - e t . 
V é g ü l a z I. 3 . § v é g é n s z e r e p l ő ( 2 2 ) é s ( 2 3 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e t a z 
i n v e r z f ü g g v é n y e k r e í r v a f e l , a z 
( 3 2 ) f(x + y)=f(x)f(y)~ У l ü f í W i 
é s a z 
f(X + y) =/(x)/(y) + y/(x)2-l /(}')—1 
e g y e n l e t e k e t k a p j u k , é s e z e k m e g o l d á s a m o s t c o s c x i l l e t v e c h c x l e s z . P é l d a -
k é p p e n a k é t h a s o n l ó e g y e n l e t k ö z ü l a ( 3 2 ) m e g o l d á s á t m u t a t j u k b e . 
| / ( x ) ; ^ 1 l é v é n b e v e z e t h e t j ü k a z / ( l ) = c o s c j e l ö l é s t . — ( 3 2 ) - b ő l y = x 
m e l l e t t 
' t 
/ I 2 
/ ( 2 x ) = 2 / ( x ) 2 - l , / ( 
• 4 1 ) = 1 + c o s с с — 2 — = c o s 2 
2 J 
1 4 
/ 1 + Д 0 
2 
41) / 1 + c o s - с 
-  COS —r, 4 
Á l t a l á b a n i s fi—A = c o s f c - ^ l , m e r t e z t m — 1 , 2 - r e m á r i g a z o l t u k , é s h a 
к 4 - 1 к 
m = f 1, m = k é s / л = Ar + l - r e m á r i g a z , a k k o r ( 3 2 ) - b ö l x — , y = — 
h e l y e t t e s í t é s s e l 
,(2k+\\ f Лг+П f k ) . ( Аг+П . f k ) f 2k+l) 
f = COS С — — COS С — — Sin С 1 S in С — = COSI С ! . 
V 2 J \ 2n I I 2 " ) 1 2 " ) 2" I 2 " 
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H a t á r á t m e n e t t e l m i n d e n n e m - n e g a t í v v a l ó s x - r e i s 
/ ( x ) = c o s c x , 
t e h á t 
/ ( 0 ) = c o s c O = 1 
i s . 
V é g ü l a n e g a t í v x - e k r e v a l ó k i t e r j e s z t é s / ( x — y ) h i á n y a m i a t t i t t n é m i -
l e g m ó d o s í t o t t a l a k b a n m e g y : ( 3 2 ) - b e n y — x h e l y e t t e s í t é s s e l 
1 = / ( 0 ) = c o s cxf(— x ) — s i n cx ] /1 — / ( — x ) 2 , 
s i n 2 cx[ 1 — / ( — x ) 2 ] = 1 — 2 c o s c x / ( — x ) + c o s 2 cx:/(— x ) 2 , 
/ ( — x ) 2 — 2 c o s c x / ( — x ) + c o s 2 cx = 0 , 
/ ( — x ) — c o s c x = 0 , 
/ ( — x ) = c o s c x = c o s c ( — x ) . 
T e h á t ( 3 2 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s m e g o l d á s a 
/ ( x ) = c o s c x 
é s e z k i i s e l é g í t i ( 3 2 ) - t : 
c o s с ( x -f- y ) = c o s c x c o s c y — s i n c x s i n с у = 
= c o s c x c o s c y — Y 1 — c o s 2 c x j 1 — c o s 2 c y . 
E z z e l e g y ú t t a l ú j a b b b i z o n y í t á s á t k a p t u k , h o g y ( 2 2 ) á l t a l á n o s f o l y t o n o s 
s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g o l d á s a 
/ ( x ) = к a r c c o s x 
é s h a s o n l ó a n ( 2 3 ) - é / ( x ) = к a r c h x . 
B á r a ( 6 ) e g y e n l e t á l t a l á n o s í t á s a p l . ( l ) - n e k , v i s z o n t a f e n t i 1. , 2 . m e g -
o l d á s i e l j á r á s a i n k ( é s h a s o n l ó a n a z 1 . 4 . § , 1 . 5 . § e l j á r á s a i ) f e l t é t e l e z i k p l . , 
h o g y x e x p l i c i t e i s ( a z / f ü g g v é n y e n k í v ü l i s ) s z e r e p e l j e n a z e g y e n l e t b e n . 
H a e z n e m t e l j e s ü l , ü g y a z I. l . § v é g é n ( v a g y a z 1 . 2 . § v é g é n ) e m l í t e t t , v a g y 
a z I. 6 . § - b e l i 3 . e l j á r á s s a l k í s é r l e t e z h e t ü n k , b á r i t t i s m é t l e g a l á b b i s f o l y t o n o s -
s á g o t k e l l e t t f e l t é t e l e z n i , t e h á t e z e k a z e l j á r á s o k n e m o l y a n á l t a l á n o s a k , é s m á s -
r é s z t h a t ó k ö r ü k s i n c s o l y p o n t o s a n k ö r ü l h a t á r o l v a , m i n t a z (I . 4 . § é s ) 1 . 5 . § -
b é l i e l j á r á s o k é é s a z I. 6 . § 1., 2 . e l j á r á s á é . 
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I I . N É H Á N Y A L K A L M A Z Á S 
II. 1. § A nem-euklidesi távolságfoga lom 
A f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n é h á n y ú j a b b a l k a l m a z á s á n a k t á r g y a l á s á t ( r é g e b -
b i e k t a l á l h a t ó k p l . a [9] , [ 2 2 ] , [ 1 4 ] , [ 2 5 ] é s r é s z b e n a [ 2 8 ] , [ 2 9 ] d o l g o z a t o k -
b a n ) a ( 2 2 ) , ( 2 3 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t e k a l k a l m a z á s á v a l k e z d j ü k a n e m - e u k l i d e s i 
g e o m e t r i á b a n ( v ö . [ 3 8 ] ) . 
A s í k ( A ' , , X . , X Í ) h o m o g é n k o o r d i n á t á j ú p o n t j á h o z h o z z á r e n d e l j ü k a t é r 
(+, x,, X; ) ( k ö z ö n s é g e s ) k o o r d i n á t á j ú p o n t j á t . A h o m o g é n k o o r d i n á t á k á l t a l 
t a r t a l m a z o t t t e t s z ő l e g e s s z o r z ó t a z e l l i p t i k u s e s e t b e n a z 
X? + XL + X 5 = 1, 
i l l , a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n a z 
x\—xl— xl= 1 
» 
n o r m á l á s s a l h a t á r o z z u k m e g , t e h á t a z a z e l l i p t i k u s s í k h o z e g y g ö m b f e l ü l e t , 
a h i p e r b o l i k u s s í k h o z e g y k é t k ö p e n y ű h i p e r b o l o i d p o n t j a i t r e n d e l j ü k . E n n e k 
p o n t j a i t r ö v i d e n a z X = ( x 1 , x 2 , x 3 ) v e k t o r o k k a l j e l l e m e z z ü k . A v e k t o r o k a t a 
t o v á b b i a k b a n n a g y , a s k a l á r o k a t k i s b e t ű k k e l f o g j u k j e l ö l n i . 
K e r e s s ü k a d(X,Y)>0 (X={=Y) t á v o l s á g n a k o l y a n é r t e l m e z é s e i t , a m e -
l y e k ( f o l y t o n o s a k é s ) 
a ) „ m o z g á s s a l " ( a z x? + x 2 + i l l . x ; — x ; — x § k i f e j e z é s t m e g t a r t ó 
t r a n s z f o r m á c i ó v a l ) s z e m b e n invariánsak, é s 
b ) e g y e g y e n e s e n ( s í k m e t s z e t e n ) f e l v e t t t á v o l s á g o k a t t e k i n t v e additivek. 
V A R Q A O T T Ó k i m u t a t t a , h o g y a z a ) f e l t é t e l n e k c s a k a 
d(X, Y)= f(X- Y) 
a l a k ú k i f e j e z é s e k f e l e l n e k m e g , a h o l / ( x ) t e t s z ő l e g e s f o l y t o n o s f ü g g v é n y é s 
X Y a „ s k a l á r i s " s z o r z á s j e l e , a m e l y e t a z e l l i p t i k u s e s e t b e n 
х - к = х
а
у 1 + х 2 у 2 + х з у 3 
- n a k , a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n 
X• Y= Xjyj—x2y2—x3y3 
- n a k é r t e l m e z ü n k . ( É s z r e v e h e t ő , h o g y m i n d k é t é r t e l m e z é s ű s z o r z a t disztributiv.) 
E n n e k b i z o n y í t á s á r a , a m e l y a [ 3 8 ] k ö z ö s d o l g o z a t u n k b a n m e g j e l e n t , i t t n e m 
t é r e k k i . 
M e g j e g y z e m a z o n b a n , h o g y a n o r m á l á s i f e l t é t e l e k m i a t t b á r m e l y v e k t o r 
ö n m a g á v a l v a l ó s k a l á r i s s z o r z a t a 1 - g y e l e g y e n l ő . 
( 3 3 ) M = 1 
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m i n d e n X v e k t o r r a . — A z t á l l í t o m , h o g y e b b ő l 
( 3 4 ) X Y\ < 1 ( a z e l l i p t i k u s e s e t b e n ) , 
i l l . 
( 3 5 ) | X K | ÍÉ 1 ( a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n ) 
k ö v e t k e z i k m i n d e n X, Y v e k t o r p á r r a . 
A z e l l i p t i k u s e s e t b e n a Cauchy—Bunjakovszkij—Schwarz e g y e n l ő t l e n -
s é g b ő l k ö v e t k e z i k ( 3 4 ) : 
( X У ) 2 = ( x , y , + x,y, + x 3 у ф Ш ( x ? + x l + x | ) (yí + + y 2 ) = ( X X) ( У • Y) = 1 . . 
A h i p e r b o l i k u s e s e t b e n e h h e z e z e n e g y e n l ő t l e n s é g h i p e r b o l i k u s a n a l o -
g o n j á t k e l l b e b i z o n y í t a n u n k : 
7 ° . TÉTEL. Ha X Ï — x l x; > 0 , akkor 
( x , y , — x,y, x „ y j 2 + (xf — x l x 2 ) (y? — y\ y ; ) . 
Egyenlőség csak akkor állhat, ha ( x , ) és [yf arányosak: 
ax-, = byL ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . 
B I Z O N Y Í T Á S : K é p e z z ü k A 
v(u) — (*]«+ Уф ~(xß + уф (xn и + уф = 
= ( x ? — x l x:)u- + 2{x,y, — x.1y1 x „ y „ ) u + {y\ — yl- y„2) 
k i f e j e z é s t . v(u) a z u 2 - n e k x l — x l x l > 0 e g y ü t t h a t ó j a m i a t t f e l f e l é n y í l ó 
p a r a b o l á v a l á b r á z o l h a t ó , t e h á t v a n , a h o l v(u)>0, p l . г ( + < * < ) p o z i t í v . M á s -
y, 
r é s z t a z « = — — h e l y é n 
X] 
( X Î — 4 х ; > 0 m i a t t ХгфО). 
E g y e n l ő s é g c s a k a k k o r á l l h a t , h a a x ; = 6 y ; ( / = 1 , 2 , . . . , « ) . í g y v(u)~nak 
v a l ó s g y ö k e i v a n n a k , a m e l y e k l e g f e l j e b b a k k o r e s h e t n e k e g y b e , h a a x i = b y i 
( / = 1 , 2 , . . . , « ) . T e h á t a d i s z k r i m i n á n s n e m - n e g a t í v é s l e g f e l j e b b a k k o r 0 , 
h a a X i = b y i ( / = 1 , 2 , . . . , « ) : 
( x , y , — x 2 y 2 x„ уф + (xï —xl x l ) ( y l — y l yl) 
6 * 
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é s i t t e g y e n l ő s é g l e g f e l j e b b a k k o r á l l h a t , h a ax,= by; ( / = 1, 2 , . . . , rí), d e 
e z e s e t b e n , m i n t b e h e l y e t t e s í t é s s e l a z o n n a l l á t h a t ó , v a l ó b a n e g y e n l ő s é g á l l , 
q u . e . d . 
E z t a l k a l m a z v a ( 3 3 ) - b ó l v a l ó b a n m e g k a p j u k , h o g y 
(X- Yf = -х.,у2-х3у3у ( x l - x í - x f ) ( f i - y l - y í ) = (X X) (Y- Y) = 1 
é s é p p e n e z v o l t a b i z o n y í t a n d ó ( 3 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g . 
M á r m o s t a b ) f e l t é t e l t a k ö v e t k e z ő k é p p e n é r v é n y e s í t j ü k : 
L e g y e n 
( 3 6 ) Z = sX+tY 
a k o l l i n e a r i t á s b i z t o s í t á s á r a , a k k o r b ) n y i l v á n í g y s z ó l : 
d(X, Y) = d(X,Z) + d(Z,Y), 
v a g y i s 
( 3 7 ) f(X-Y)=f(X-Z)+f(Z-Y). 
A ( 3 6 ) e g y e n l e t e t ö n m a g á v a l , i l l . A - e l , i l l . K - n a l s z o r o z v a a d i s z t r i b u t i -
v i t á s é s ( 3 3 ) m i a t t a z 
1 = s 2 + É + 2 s / A - K , 
2 st 
i l l . X-Z = s + tX Y= 1 — , i l l . Z-Y = sX-Y+t 1—1s2 + /" 2s ' ' 2t 
ö s s z e f ü g g é s e k h e z j u t u n k . E z e k e t ( 3 7 ) - b e h e l y e t t e s í t v e v é g ü l a 
( 3 8 ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t e t k a p j u k . 
E n n e k m e g o l d á s á r a b e v e z e t j ü k a z 
1 + s 2
-
f J
 XZ, ' - f + ^ Z T 2s ' ' 2t 
j e l ö l é s e k e t . ( 3 4 ) , i l l . ( 3 5 ) - b ö l 
a z e l l i p t i k u s e s e t b e n | x | ^ 1, | y | ^ 1, 
a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n j j | = l 
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k ö v e t k e z i k . M á s r é s z t 
4stxy = (1 + s2 — 4) (1 — s2 + 4) = 1 —(s2 — f f = 2 s2f—s4 — f + 1, 
4s 2 ( l —x 2 ) = 4 s 2 — ( 1 + s2 — f f = 
4 4 ( 1 — f ) = 4 f—(1 — s2 + f f 
4s 2 (x 2 — 1) = 
2s-f—s, — f + 2s2 + 2f—\, 
= ^ = - ( 2 s 2 4 - S 4 - 4 + 2 .s 2 + 2 4 - l ) 
x j> — [ / 1 — x 2 ] / 1 — y 2 = j ^ 2 s - f — s ' - f + 1 — (2s-f— s4— 4 + 2 x 4 - 2 4 — 1 ) 
1 — s 2 — 4 
2 s f 
é s í g y a ( 3 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t á t m e g y a z e l l i p t i k u s e s e t b e n a 
( 2 2 ) / ( x j , _ y T = ^ y i = ^ = / ( x ) + / ö , ) ( | x | ^ l , 
a h i p e r b o l i k u s e s e t b e n a 
( 2 3 ) / ( ^ + f x 2 - l / / - l ) = / ( x ) + / ( D ( | x | ë l , 1 ) 
f ü g g v é n y e g y e n l e t b e . E z e n e g y e n l e t e k á l t a l á n o s f o l y t o n o s s z i g o r ú a n m o n o t o n 
m e g o l d á s a i , m i n t a z t a z I . 3 . § - b a n é s a z I . 6 . § - b a n l á t t u k 
/ ( x ) = с a r c c o s x , i l l e t v e / ( x ) = с a r c h x , 
e z e k t e h á t a ( 3 8 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t ö s s z e s f o l y t o n o s s z i g o r ú a n m o n o t o n m e g -
o l d á s a i . 
M i v e l f(y) = d>0 m i a t t ( 2 2 ) — ( 2 3 ) - b ó l a m i f o l y t o n o s n a k f e l t e t t / ( x ) - ü n k 
s z i g o r ú a n m o n o t o n i s ; e z é r t 
í с a r c c o s ( x , Vi + x„ у-, + x y ) 
d(X, Y) = f{X-Y)=\
 w " \ 
' с a r c h ( x y x — x . , y . , — x y ) 
az e l l i p t i k u s , i l l e t v e h i p e r b o l i k u s e s e t b e n . E z e k а с s z o r z ó k o n s t a n s t ó l e l t e -
k i n t v e é p p e n a s z o k á s o s e l l i p t i k u s ( 1 . p l . [ 7 ] ) , i l l . h i p e r b o l i k u s t á v o l s á g d e f i -
n í c i ó j á n a k f e l e l n e k m e g . É r v é n y e s t e h á t a k ö v e t k e z ő 
7 . T É T E L . A (folytonossági, pozitívitási és) a ) és b ) feltételeknek csak a 
d(X, Y) = с a r c c o s ( x , y ! + x.,y2 +x,,y) 
illetve 
d(X, Y) = c a r c h (xy^ — х 2 у 2 — x . - . y . ) 
elliptikus, ill. hiperbolikus távolságdefiníció felel meg. 
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II. 2. § Vektorok skaláris és vektoriális szorzása 
U g y a n c s a k a v e k t o r s z o r z á s s a l k a p c s o l a t o s a z a k é r d é s , h o g y k é t v e k t o r 
k ö z ö t t i m ű v e l e t e k r e v o n a t k o z ó m i l y e n f e l t é t e l e k h a t á r o z z á k m e g ( e s e t l e g e g y 
á l l a n d ó s z o r z ó t ó l e l t e k i n t v e ) a k ö z ö n s é g e s s k a l á r i s , i l l e t v e v e k t o r i á l i s v e k t o r -
s z o r z á s t ( v ö . [ 3 1 ] ) . 
A v e k t o r s z o r z á s o k a s z o r z á s i s m e r t t u l a j d o n s á g a i k ö z ü l a d i s z t r i b u t i v i -
t á s t t a r t j á k m e g . A z e l ő z ő § - b ó I a z o n b a n v i l á g o s , h o g y a d i s z t r i b u t i v i t á s m a -
g á b a n n e m e l é g , m e r t p l . a z x1y1—x,y2—x3y3 m ű v e l e t i s d i s z t r i b u t í v . K é z e n -




—x2y.,—x3ys é r t e l m e z é s é b e n a z xx 
t e n g e l y k i t ü n t e t e t t s z e r e p e a z , a m i t k i k e l l z á r n i , h o g y a s z o k á s o s v e k t o r -
s z o r z á s o k h o z j u s s u n k . 
V a l ó b a n é r v é n y e s a 
8 . TÉTEL : Egy állandó szorzótól eltekintve csak a szokásos skaláris és 
vektoriális szorzat tesz eleget az A és В vektorokat összekapcsoló 
A-B és AxB 
vektorműveletekre — melyek közül az elsőnek eredménye skalár, a másodiké 
vektor — kiszabott következő két feltételnek: 
a ) rotáció-automorfizmus : a tér forgásánál a skaláris müvelet eredménye 
változatlan marad, a vektoriálisé együtt forog (a térben nincs kitüntetett irány), 
b ) disztributivitás : összeget tagonként lehet szorozni, skaláris mennyiség 
kiemelhető a szorzatból. 
B I Z O N Y Í T Á S : a ) - b ó l v i l á g o s , h o g y a m ü v e l e t e k e r e d m é n y e c s a k A k é t 
v e k t o r n a g y s á g á t ó l é s a k ö z t ü k b e z á r t s z ö g t ő l f ü g g . b ) - b ő l l á t j u k , h o g y 
( 3 9 ) A-B=\A\\B\Ea-EI!, AxB = \A\\B\EaXEB, 
. , А В 
a h o l EA = -Щ, EB = Щ-
a z A , i l l . В v e k t o r i r á n y á b a m u t a t ó e g y s é g v e k t o r o k . ( F - v e l m i n d i g e g y s é g -
v e k t o r o k a t f o g u n k j e l ö l n i . ) 
M é g n é h á n y e l e m i , g e o m e t r i a i m e g g o n d o l á s r a l e s z s z ü k s é g , a m e l y e k e t 
r é s z b e n S Z E L E T I B O R T Ó L v e t t e m á t ( s z ó b e l i k ö z l é s ) : 
1. H a A é s В n e m e g y i r á n y ú a k , a k k o r a z А X В m ű v e l e t e r e d m é n y e 
e g y , a n e m e g y i r á n y ú А , В v e k t o r o k s í k j á r a merőleges v e k t o r . 
2. X Y=0, h a X1Y. 
3. XxY = 0, h a X\\ Y. 
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( 3 9 ) é r t e l m é b e n e z e n á l l í t á s o k a t e l é g e g y s é g v e k t o r o k r a b i z o n y í t a n i , p l . 
2 ' . = 0 , h a EX1E2 
é s 
3 ' . ExE = 0 . 
1. BIZONYÍTÁSA: L e g y e n С e g y , a z А, В v e k t o r o k s í k j á r a m e r ő l e g e s 
v e k t o r . A z А x В v e k t o r m i n d e n e s e t r e e l ő á l l í t h a t ó a z А, В é s С á l t a l f e s z í t e t t 
k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n : 
AxB = aA + bB + cC. 
A z А, В, С v e k t o r h á r m a s t С k ö r ü l ж - v e l e l f o r g a t v a , e z á t m e g y a ( — A ) , 
( — В ) , С v e k t o r h á r m a s b a , t e h á t a ) m i a t t 
(—A)x(— ß ) = a ( — A ) + b(— ß) + cC = — aA—bB + cC. 
D e b ) - b ő l 
(—A)x(-B) = AxB, 
t e h á t 
—а А — ЬВ + сС = аА + ЬВ + сС, 
a m i c s a k a k k o r l e h e t s é g e s , h a 
a = 0, Ô = 0, A x B = cC, 
t e h á t a z А x В v e k t o r a z А , В v e k t o r o k s í k j á r a m e r ő l e g e s é s e z t k e l l e t t 
k i m u t a t n i . 
2 ' . BIZONYÍTÁSA: A z EX.LE2 v e k t o r p á r t E, k ö r ü l л s z ö g g e l e l f o r g a t v a a 
(—Ei), E., p á r t k a p j u k , t e h á t a ) é s b ) - b ő l 
EjE2 = (—Ej)-E, = —Ej-E, azaz E.E, 0. 
k ö v e t k e z i k é s e z é p p e n a 2 ' á l l í t á s . 
3 ' . BIZONYÍTÁSA h a s o n l ó : b ) - b ö l n y i l v á n v a l ó , h o g y ExE i r á n y a c s a k 
C - é v e l ( v a g y ( — f ) - é v e l ) e s h e t i k ö s s z e : 
Ex E = kE. 
M i v e l a z o n b a n a z E v e k t o r я г - v e l e l f o r g a t v a ( — £ ) - b e k e r ü l a ) m i a t t e g y ú t t a l 
(—E) x (-E) = k(—E) = — kE, 
d e b ) é r t e l m é b e n 
_кE = (—E) X (-E) = E X E = kE, 
t e h á t 
k = 0, Ex E = 0, q u . e . d . 
M o s t m á r e l j u t h a t u n k f e l t é t e l e i n k b ő l a ( 7 ) f ü g g v é n y e g y e n l e t h e z , m e l y n e k 
m e g o l d á s á b ó l e d d i g i e r e d m é n y e i n k a l a p j á n k ö v e t k e z i k a 8 . t é t e l . 
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i l l e t v e a 
( 4 1 ) EÁxEn=f(<f)E.IXB 
j e l ö l é s e k e t , a h o l cp a z F . i é s En v e k t o r o k b e z á r t a s z ö g 
( F , i , Eb) <f = cp 
é s a z EA,EB,EAXB v e k t o r o k m e r ő l e g e s j o b b r e n d s z e r t a l k o t n a k . ( A ( 4 0 ) é s ( 4 1 ) 
k é p l e t e k b e n s z e r e p l ő f(cp) n e m u g y a n a z , d e a k ö v e t k e z ő k b e n a z o n o s r e l á c i ó -
k a t f o g u n k r ó l u k k i m u t a t n i , ú g y h o g y a k ö z ö s j e l ö l é s k é n y e l m e s e b b l e s z . ) 
L e g y e n t o v á b b á E„ E,, E. h á r o m k o m p l a n á r i s v e k l o r é s s z ö g e i k : 
(Е1,Е,)^=<р-Ф, (£„£,)< = у + V. 
t e h á t 
(Eu E'2-\-Ej)<l=(f. 
A k k o r a b ) d i s z t r i b u t i v i t á s b ó l a d ó d ó 
ЕфЕу+Е^^ЕгЕ. + Е-Ез, 
i l l . 
Ex X (E, + Ej) = £ , X E, + E,xE3 [(£, X Ej) \ \ iE, X Ej)] 
- b ó l 
( 7 ) 2 f i g ) c o s V = / ( T + V ) + / ( 9 - 0 ) 
k ö v e t k e z i k . E f ü g g v é n y e g y e n l e t á l t a l á n o s m e g o l d á s a p e d i g , m i n t a z 1 . 5 . § 1 . -
b e n l á t t u k ( m i n d e n t o v á b b i f e l t é t e l n é l k ü l ) : 
ficp) = a c o s rp + ő s i n « | / ( 0 ) = a , / ( i j = ó ) . 
H a m á r m o s t a s k a l á r i s m ü v e l e t e t v i z s g á l j u k , a k k o r ( 3 9 ) é s ( 4 0 ) é r t e l m é b e n 
a f e n t i 2 . s e g é d t é t e l b ő l 
b=f\L j = 0, ficp) = a cos cp 
А - В a A j ß j c o s ( 4 , 
a v e k t o r i á l i s m ű v e l e t r e p e d i g ( 4 1 ) , 3 ' , é s ( 3 9 ) r é v é n 
a=f(0) = 0, ficp) = b sin cp, 
AxB = b\A\ | F | s i n (Л, В)фЕлхв, (4 1F . I x B J .F ) 
q u . e . d . 
E b b ő l h a s o n l ó t é t e l e k k ö v e t k e z n e k a k v a t e r n i ó s z o r z á s r a i s ( [ 3 1 ] , v ö . 
[ 2 7 ] , [ 4 ] ) . 
N É H Á N Y Á L T A L Á N O S A B B M Ó D S Z E R AZ E G Y V Á L T O Z Ó S F Ü G G V É N Y E G Y E N L E T E K E L M É L E T É B E N , I. 4 2 1 
IRODALOM 
[1] D ' A L E M B E R T , J.: Mémoir sur les principes de mécanique, Hist. Acad. sei. Paris, 1769 
(1778), 279—287. 
2] C A U C H Y , A. L.: Cours d'analyse de l'École Polyt. 1. Analyse algébrique, Paris, 1821, 
p. 103. Oeuvres (2), 2, Paris, 1897, 98—105, 220. 
[3] LOBACSEVSZKIJ, N . I . : Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin, 
1840, § 36. 
|4) F R O B E N I U S , G.: Über lineare Substitutionen und bilineare Formen, Journal für reine 
and angew. Math., 84 (1897), 1—63. 
[5] J E N S E N , J . L. W. V.: Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs 
moyennes, Acta Math., 30 (1906), 179—193. 
[6] KACZMARZ, ST.: Sur l'équation fonctionelle f (x) + / ( x + y) = <p (y)f I x + — I , Fund. 
Math., 6 (1924), 122—129. ' 2 > 
[ 7 | K L E I N , F.: Vorlesungen über nicht-euklidische Geometrie, Berlin, 1928, VI. § 1. 
[8] C A C C I O P O L I , R.: L'equazione funzionale f(x-\-y) = F [f (x), f ( Y ) ] , Giornale di Battaglini, 
(3), 66 (1928), 1 - 6 . 
[9] P I C A R D , É.: Leçons sur quelques équations fonctionnelles avec des applications à divers 
problèmes d'analyse et de physique mathématique, Paris, 1928, 1950. 
[ 1 0 ] F R É C H E T , M.: Solution continue la plus générale d'une équation fonctionnelle de la 
théorie des probabilités en chaîne, Bull. Soc. Math, de France, 60 (1932), 
242—280. 
[ 1 1 ] K H I N T C H I N E , A.: Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse d. 
Math., II. 4. Berlin, 1933. 
[ 1 2 ] V R A N C E A N U , G.: Leçons de géométrie différentielle, L , Bucarest, 1 9 4 7 , 6 5 — 7 7 . 
[13] A C Z É L , J.: On mean values, Bulletin of the Am. Math. Soc., 54 (1948), 392—400. 
|14J A C Z É L , J.: Über eine Klasse von Funktionalgleichungen, Comm. Math. Helv., 21 (1948), 
247—256. 
[ 1 5 ] A C Z É L , J.: Sur une équation fonctionnelle, Puhl, de l'Inst. Math, de l'Acad. Serbe des Sei., 
2 (1948), 257—262. 
[16] A C Z É L , J.: Sur les opérations définies pour nombres réels, Bull, de la Soc. Math, de 
France, 76 (1949), 59—64. 
[ 1 7 ] T A M A R I , D.: Caractérisation des semi-groupes à un paramètre, Comptes Rendus Acad. 
Sei. Paris, 228 (1949), 1092—1094. 
[ 1 8 ] G O L A B , S.: Sur les objets géométriques non différentiels, Bulletin Acad. Polon. Sei. CL 
Sei. Math. Nat. A, 1949, 67—72. 
[19] R Y L L - N A R D Z E W S K I , CZ.: Sur les moyennes, Studio Math., 11 (1949), 31—37. 
[20] K N A S T E R , В . : Sur une équivalence pour les fonctions, Colloquium Math., 2 ( 1 9 4 9 ) , 
1—4. 
[21] A C Z É L , J.: Über einparainetrige Transformationen, Puhl Math., 1 (1950), 243—247. 
[22] A C Z É L , J.: Függvényegyenletek az alkalmazott matematikában, MTA. III. Osztály Köz-
leményei, í (1951), 131—142. 
[23] A C Z É L , J . , K A L M Á R , L., M I K U S I N S K I J . G.: Sur l'équation de translation, Studio Math., 1 2 
(1951), 112-116 . 
[24] С е в а с т ь я н о в , Б. А. : Теория бетьящихся случайных процессов, У с п. Мат . 
Наук, 6 (1951), Ь. 6(46), 47—99. 
[ 2 5 ] J Á N O S S Y , L . , R É N Y I , A , , A C Z É L , J . : On composed Poisson distributions, I . , Acta Math. 
Hung., 1 (1950), 209—224. (Magyarul: MTA III. Osztály Közleményei, 1 (1951), 
315 -328 . ) 
Г 
4 2 2 ACZÉL J.: NÉHÁNY ÁLTALÁNOSABB MÓDSZER AZ EGYVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEGYENLETEK ELMÉLETÉBEN, I. 
[ 2 6 ] R É N Y I , A.: On composed Poisson distributions, I I . , Acta Math. Hung., 2 ( 1 9 5 1 ) , 8 3 — 9 8 . 
[ 2 7 ] R I C H M O N D , D . E . : Complex numbers and vector-algebra, Amer. Math. Monthly,58 ( 1 9 5 1 ) , 
622—628. 
[ 2 8 ] A C Z É L , J . : Többváltozós függvényegyenletek, I . , Mat. Lapok, 2 ( 1 9 5 1 ) , 9 9 — 1 1 7 . 
[29] A C Z É L , J.: Többváltozós függvényegyenletek, II., MTA. AMI. Közleményei, 1 (1952), 
311—333. 
[30] A C Z É L , J.: On composed Poisson distributions, III., Acta Math. Hung., 3 (1952), 
2 1 9 - 2 2 4 . 
[ 3 1 ] A C Z É L , J . : Bemerkungen über die Multiplikation von Vektoren und Qiiaternionen, Acta 
Math. Hung., 3 (1952), 309—316. 
[32] S Z Á S Z , P.: Neue Bestimmung des Paralellenwinkels in der hyperbolischen Ebene mit 
den klassischen Hilfsmitteln. Acta Sei. Math., 14 (1952), 247—251. 
[ 3 3 ] S Z Á S Z , P.: A hiperbolikus trigonometria új síkbeli előállítása a klasszikus segéd-
eszközökkel, MTA. III. Osztály Közleményei, 3 (1953), 527—533. 
[34] Д о б'р у щ и н , P. A. : О б о б щ е н и е у р а в н е н и и К о л м о г о р о в а д л я 
М а р к о в с к и х п р о ц е с с о в с к о н е ч н ы м ч и с л о м в о з м о ж н ы х 
с о с т о я н и й , Мат. Сборник, (75), 33 (1953), 567—596. 
[35] A C Z É L , J . : Grundriss einer aligemeinen Behandlung von einigen Funktionalgleichung-
stypen, Puhl. Math. 3 (1953), 119—132. 
[36] B A K E R , G . A.: Einstein-numbers, Amer. Math. Monthly, 61 (1954), 3 9 — 4 1 . 
[ 3 7 ] A C Z É L , J . : Lösung der Vektor-Funktionalgleichung der homogenen und inhomogenen 
n-dimensionalen einparametrigen „Translation", der erzeugenden Funktion von 
Kettenreaktionen und des Stationären und nicht-stationären Bewegungsintegrals, 
Acta Math. Hung., 6 (1955), 131-141 . 
[38] A C Z É L , J.. V A R G A , О.: Bemerkung zur Cayley-Kleinschen Maßbestimmung, Puhl. Math., 
4 (1955), 3 - 1 5 . 
[39] A C Z É L , J . : Remarques algébriques sur la solution donnée par M. Fréchet à l'équation 
de Kolmogoroff I, Puhl. Math., 4 (1955), 33—42. 
[40] A C Z É L . J., Hosszú, M.: On transformations with several parameters and operations in 
multidimensional spaces, Acta Math. Hung., 7 (1956), 327—338. 





A POPULÁCIÓRA VONATKOZTATOTT 
HASONLÓSÁG FOGALMÁRÓL* 
J. PERKAL (Vroclaw) 
t 
J ó l l e h e t á ( g e o m e t r i a i ) h a s o n l ó s á g a z ó k o r ó t a i s m e r e t e s f o g a l o m ( s z o b -
r o k , f e s t m é n y e k , t é r k é p e k , s t b . ) , m é g s e m a l k a l m a s a r r a , l e g a l á b b i s e l e m i m a t e -
m a t i k a i é r t e l m é b e n , h o g y k i f e j e z z e a z é l ő v i l á g e g y e d e i k ö z ö t t i h a s o n l ó s á g i 
v i s z o n y o k a t . N e m l é t e z i k k é t g e o m e t r i a i l a g h a s o n l ó l é n y , k i v é v e a z t a z e s e t e t , 
m i d ő n a z o n o s m é r e t ű e k . V a l ó b a n , p é l d á u l a h h o z , h o g y e g y f a k é p e s l e g y e n 
n e d v e i t c i r k u l á l t a t n i , a z s z ü k s é g e s , h o g y t ö r z s é n e k k e r e s z t m e t s z e t e k ö r ü l b e l ü l 
a r á n y o s l e g y e n r t é r f o g a t á v a l , t e h á t á t m é r ő j e У c - v e l l e g y e n a r á n y o s . I l y e n 
m e g g o n d o l á s o k a l a p j á n e g y 4 r t é r f o g a t ú f a á t m é r ő j e |/ 4 = 2 - s z ö r n a g y o b b k e l -
l e n e , h o g y l e g y e n . M á r m o s t a h h o z , h o g y g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g m e g v a l ó s u l -
3 
j o n , e z a z á t m é r ő , m i n t l i n e á r i s m é r e t , n e m n ő h e t c s a k J / 4 < 2 - s z e r e s é r e . 
M i n d a z o n á l t a l , m i n t a z k ö z i s m e r t , a t e r m é s z e t t u d ó s o k a h a s o n l ó s á g n a k 
e g y , a z a z o n o s s á g n á l s o k k a l á l t a l á n o s a b b f o g a l m á t h a s z n á l j á k , é s k é t s é g k í v ü l , 
i l y e n f o g a l o m s z ü k s é g e s i s . E n n e k n y i l v á n v a l ó a n t ö b b k ü l ö n b ö z ő é r t e l m e t 
t u l a j d o n í t h a t u n k . E z a z e l ő a d á s a z t t ű z i k i c é l j á u l , h o g y k é t i l y e n k í s é r l e t e t 
j a v a s o l j o n . 
L e g y e n e k x, y, z,... e g y P p o p u l á c i ó e g y e d e i . E z e k e t a z e g y e d e k e t a 
к s z á m ú cu с.,,..., Ci, m e n n y i s é g h a t á r o z z a m e g , é s ú g y k e z e l h e t ő k , m i n t a 
A r - d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r p o n t j a i . A z xSy s z i m b ó l u m a z t f o g j a j e l e n t e n i , 
h o g y x é s у hasonlóak. T e g y ü k f e l , h o g y 
1. h a x y, a k k o r x S y ( a h a s o n l ó s á g á l t a l á n o s a b b , m i n t a z a z o n o s s á g ) , 
2 . h a x S y , a k k o r y S x ( a h a s o n l ó s á g s z i m m e t r i k u s r e l á c i ó ) , 
3 . h a x S y é s ySz, a k k o r xSz ( a h a s o n l ó s á g t r a n z i t í v r e l á c i ó ) . 
A t r a n z i t i v i t á s t ö r v é n y e l e s z ű k í t i a t e r m é s z e t t u d ó s o k á l t a l h a s z n á l t h a s o n l ó -
s á g i f o g a l m a t . V a l ó b a n , ö k k i e s z e l i k a k é t n e m - h a s o n l ó e g y e d k ö z ö t t i l á n c o k 
l é t e z é s é t , m e l y l á n c o k a t o l y a n e g y e d - l á n c s z e m e k a l k o t j á k , m e l y e k m i n d e g y i k e 
h a s o n l ó k ö z v e t l e n s z o m s z é d j a i h o z . A 3 . t u l a j d o n s á g a l a p j á n e z a l e h e t ő s é g 
s z á m u n k r a k i v a n z á r v a . 
K é t e g y e d e t azonosnak f o g u n k t e k i n t e n i , h a m é r t t u l a j d o n s á g a i k c,,c2,... 
. . . , C i , n a g y s á g a i r é v é n m e g k ü l ö n b ö z t e t h e t e t l e n e k , v a g y i s h a a A r - d i m e n z i ó s 
* . 
* A Biometriai Symposionon (Budapest), 1959. szeptember 8-án elhangzott előadás 
szövege. 
4 2 4 P E R K Á L J . 
t é r b e n n e k i k m e g f e l e l ő e g y e d i p o n t o k e g y b e e s n e k . K é t e g y e d e t a z 5 értelem-
ben hasonlónak f o g j u k n e v e z n i , h a a n e k i k m e g f e l e l ő e g y e d i p o n t o k v a l a m e l y 
e l ő r e d e f i n i á l t S c s a l á d u g y a n a z o n h a l m a z á b a n v a n n a k ; e r r ő l a z 5 c s a l á d r ó l 
a z t f o g j u k m o n d a n i , h o g y a z a z x S y r e l á c i ó t indukálja ( t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y 
e z a z i n d u k c i ó e g y é r t e l m ű ) . P é l d á u l a k o o r d i n á t á k k e z d ő p o n t j á n á t h a l a d ó 
ö s s z e s e g y e n e s e k 5 c s a l á d j a a g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l j a . 
H a m e g a d t u n k e g y 5 c s a l á d o t , é s k ö v e t k e z é s k é p p a z á l t a l a i n d u k á l t 
xSy h a s o n l ó s á g o t , a k k o r c s a k e g y e t l e n , a z 5 h a s o n l ó s á g o t invariánsul hagyó 
transzformáció l é t e z i k , v a g y i s e g y e t l e n o l y a n t r a n s z f o r m á c i ó v a n , m e l y n é l a z 
x p o n t é s t r a n s z f o r m á l t j a , a z 5 c s a l á d u g y a n a z o n h a l m a z á h o z t a r t o z i k . E z t a 
t r a n s z f o r m á c i ó t S ( x ) - s z e l j e l ö l j ü k . P é l d á u l a b b a n a z e s e t b e n , h a 5 a g e o -
m e t r i a i h a s o n l ó s á g , i l y e n t r a n s z f o r m á c i ó a z S(x)= a-x t r a n s z f o r m á c i ó , a h o l 
a á l l a n d ó . 
M i n d e n m e n n y i s é g e t , m e l y a z S ( x ) t r a n s z f o r m á c i ó n a k i n v a r i á n s a , a z 5 
C; h a s o n l ó s á g indexének f o g j u k n e v e z n i . P é l d á u l a - a l a k ú h á n y a d o s o k a g e o -
Cj 
m e t r i a i h a s o n l ó s á g n a k i n d e x e i . E z e n t ú l m e n ő e n a c 1 , — _ f z l i n d e x e k e z e n 
C-l C:>, ck 
h a s o n l ó s á g teljes i n d e x - r e n d s z e r é t a l k o t j á k , v a g y i s v a l a m e l y e g y e d ö s s z e s i l y e n 
i n d e x e i n e k e g y m á s i k e g y e d m e g f e l e l ő i n d e x e i v e l v a l ó e g y e n l ő s é g e s z ü k s é g e s 
é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g u k n a k . 
M á r m o s t a h a s o n l ó s á g s z o k á s o s é r t e l m e v i s z o n y l a g o s n a k m u t a t k o z i k . 
K é t o l y a n k í n a i , a k i k e t E u r ó p a l a k o s a i n a k p o p u l á c i ó j á b a n h a s o n l ó k n a k 
m i n ő s í t e n e k , a k í n a i a k v a l a m e l y p o p u l á c i ó j á b a n l e h e t n e k n e m - h a s o n l ó k . T e r -
m é s z e t e s d o l o g t e h á t a h a s o n l ó s á g j e l e n t é s é t a p o p u l á c i ó h o z k ö t n i . 
I t t a p o p u l á c i ó r a v o n a t k o z t a t o t t h a s o n l ó s á g k é t f a j t á j á t f o g o m m e g k ü l ö n -
b ö z t e t n i . A z e l s ő t deviációs hasonlóságnak, a m á s o d i k a t p e d i g természetes 
hasonlóságnak f o g o m n e v e z n i . 
H a v a l a m e l y p o p u l á c i ó h o m o g é n , t e k i n t e t h e t j ü k a n n a k centrumát, azaz 
e g y o l y a n v i r t u á l i s e g y e d e t , m e l y n e k t u l a j d o n s á g i m e n n y i s é g e i e g y e n l ő k a z 
á t l a g o s o k k a l . E z t j e l ö l j e p. K é t e g y e d e t , x - t é s y - t deviációsan hasonlóknak 
f o g u n k n e v e z n i , h a t u l a j d o n s á g a i k n a g y s á g a i t e k i n t e t é b e n a p c e n t r u m t ó l a r á -
n y o s m ó d o n t é r n e k e l . í g y , h a x é s y a p-tői а с
г
 ( a h o l / — 1, 2 , . . . , A) 
m e n n y i s é g e k b e n t é r n e k e l , t o v á b b á e z e n d i f f e r e n c i á k á l l a n d ó k é s / - t ő i f ü g g e t -
l e n e k , a k k o r x é s у e b b e n a z é r t e l e m b e n h a s o n l ó . H a p é l d á u l e g y e m b e r 
a p o p u l á c i ó c e n t r u m á t ó l c s a k o r r á n a k h o s s z á b a n t é r e l , a k k o r m i n d a z o n e m -
b e r e k , a k i k h o z z á d e v i á c i ó s a n h a s o n l ó k , a c e n t r u m t ó l c s a k e b b e n a t u l a j -
d o n s á g b a n f o g n a k e l t é r n i . 
E g y k a r i k a t ú r a l é n y e g e a b b a n á l l , h o g y h a n g s ú l y o z z u k a m o d e l l j e l -
l e m z ő v o n á s a i t , a m i t a z á l t a l l e h e t e l é r n i , h o g y a m o d e l l é s a c e n t r u m t u l a j -
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d o n s á g a i k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g e k e t a r á n y o s a n s z o r o z z u k . E b b e n a z e s e t b e n a 
k a r i k a t ú r a d e v i á c i ó s a n h a s o n l í t a m o d e l l r e . 
A d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l ó 5 h a l m a z - c s a l á d a p o p u l á c i ó p c e n t -
r u m á n á t h a l a d ó ö s s z e s e g y e n e s e k c s a l á d j a ( é s n e m a z o r i g ó n á t h a l a d ó e g y e -
n e s e k c s a l á d j a , m i n t a g e o m e t r i a i h a s o n l ó s á g e s e t é b e n ) . T e h á t k é t e g y e d d e v i á -
c i ó s a n h a s o n l ó e g y m á s h o z , h a a / г - d i m e n z i ó s t é r b e l i e g y e d i p o n t j a i k a t ö s s z e -
k ö t ő e g y e n e s a p c e n t r u m o n á t h a l a d . J e l ö l j ü k p k o o r d i n á t á i t ci, c2, . . . , c / ; - v a l . 
A z e z t a h a s o n l ó s á g o t i n v a r i á n s u l h a g y ó t r a n s z f o r m á c i ó ( v e k t o r i ) a l a k j a a 
k ö v e t k e z ő : S(x) = a (x—p), v a g y i s n u m e r i k u s a l a k b a n S(c;) — a (c, — ci),  
a h o l a z a e g y ü t t h a t ó á l l a n d ó . 
E n n e k a h a s o n l ó s á g n a k a z i n d e x e i a 4 — C s _ h á n y a d o s o k , é s a - 1 Ú - , 
Cj — Cj C-2 — Cl 
— — —
C J - ' r e n d s z e r e z e n i n d e x e k t e l j e s r e n d s z e r e . 
cs—c 3 с,.—Ci. 1 
M é g i s , a d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g f o g a l m a n e m m i n d i g b í r é r d e k e s t e r m é -
s z e t e s é r t e l e m m e l . T e k i n t s ü k p é l d á u l k ü l ö n b ö z ő k o r ú é s k é t t u l a j d o n s á g : t e r -
m e t é s s ú l y á l t a l j e l l e m z e t t g y e r m e k e k p o p u l á c i ó j á t . I t t a c e n t r u m f ü g g a z 
é l e t k o r o k p o p u l á c i ó n b e l ü l i e l o s z l á s á t ó l , é s k ö v e t k e z é s k é p p e n n e m b í r b i o l ó g i a i 
é r d e k e s s é g g e l , é p p ú g y , m i n t a d e v i á c i ó s h a s o n l ó s á g . 
I l y e n k o r a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g f o g a l m a a z , m e l y l e h e t ő v é t e s z i , 
h o g y a t e r m é s z e t t u d ó s i n t u í c i ó j á t j o b b a n m e g r a g a d j u k . E z e s e t b e n a c e n t r u m 
s z e r e p é t n e m p o n t , h a n e m v o n a l j á t s s z a . 
H a f e l o s z t j u k a g y e r m e k e k u g y a n e z e n p o p u l á c i ó j á t é l e t k o r o k s z e r i n t i 
c s o p o r t o k r a é s m e g k e r e s s ü k m i n d e n e g y e s c s o p o r t c e n t r u m á t , a k k o r l á t j u k , 
h o g y e z e n c e n t r u m o k e g y v o n a l ( a f e j l ő d é s i v o n a l ) m e n t é n h e l y e z k e d n e k e l . 
A z o n b a n a p o p u l á c i ó c e n t r u m a m á s e s e t e k b e n i s m e g l e h e t f o s z t v a b i o l ó -
g i a i é r t é k é t ő l . A t é r b e n v a l a m e l y p o p u l á c i ó t e g y t ö b b é v a g y k e v é s b é k i t e r j e d t 
p o n t f e l h ö ( m a g e d e s p o i n t s ) á b r á z o l . M e n n é l i n k á b b g ö m b a l a k ú e z a f e l h ő , 
a n n á l n a g y o b b s z e r e p j u t a p o p u l á c i ó c e n t r u m á n a k . E z z e l s z e m b e n m e n n é l 
e l n y ú l t a b b e z a f e l h ő , a n n á l n a g y o b b s z e r e p e t j á t s z i k e g y v o n a l . H a ú g y 
t e k i n t j ü k , h o g y a p o p u l á c i ó k n e m t ú l s á g o s a n t é r n e k e l a n o r m á l i s e l o s z l á s t ó l , 
f e l l e h e t t é t e l e z n i , h o g y e z a v o n a l e g y e n e s ( H O T E L L I N G t e n g e l y e [ 1 ] ) . 
E k k o r k é t e g y é n t t e r m é s z e t e s é r t e l e m b e n h a s o n l ó n a k t e k i n t h e t ü n k , h a 
e g y e d i p o n t j a i k a f ő t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e n h e l y e z k e d n e k e l . 
M i n t h o g y e z e n t e n g e l y n u m e r i k u s m e g h a t á r o z á s a r e n d s z e r i n t m e g l e h e t ő -
s e n u n a l m a s d o l o g , é n e z t e g y m á s i k e g y e n e s s e l h e l y e t t e s í t e m , m é g p e d i g a z -
z a l , m e l y e t természetes tengelynek n e v e z t e m e l ( l á s d [2 ] ) , é s a m e l y e t m á r Teis-
sier ( l á s d [ 3 ] ) i s v i z s g á l t . E z e n a z t a t e n g e l y t é r t e m , m e l y n e k k o m p o n e n s e i 
r e n d r e a Ci , e-z,..., ck t u l a j d o n s á g o k ou o>,..., ok szórásai. K ö v e t k e z é s k é p k é t 
e g y e d e t természetes értelemben hasonlónak n e v e z e k , h a a c, t u l a j d o n s á g a i k 
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é r t é k e i k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g e k e z e n a , s z ó r á s o k k a l a r á n y o s a k , á l l a n d ó ( / - t ő i f ü g -
g e t l e n ) a r á n y o s s á g i e g y ü t t h a t ó m e l l e t t . 
E b b ő l k ö v e t k e z ő e n a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g o t i n d u k á l ó c s a l á d a t e r -
m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e k c s a l á d j a . T e h á t a z t l e h e t m o n d a n i , 
h o g y k é t e g y e d e b b e n a z é r t e m b e n h a s o n l ó v a l a m e l y p o p u l á c i ó r a n é z v e , h a 
a z e g y e d i p o n t j a i k a t ö s s z e k ö t ő e g y e n e s p á r h u z a m o s e z e n p o p u l á c i ó t e r m é s z e -
t e s t e n g e l y é v e l . A t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g o t i n v a r i á n s u l h a g y ó t r a n s z f o r m á c i ó 
a t é r n e k a t e r m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s t r a n s z l á c i ó j a . I n v a r i á n s a i é s í g y 
t e r m é s z e t e s i n d e x e i , a t e r m é s z e t e s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e k t e t s z é s 
s z e r i n t i j e l l e m z ő i . 
K é p e z z ü k e z e n i n d e x e k e g y r e n d s z e r é t . N o r m á l j u k e c é l b ó l a c\,c2,... 
...,ck t u l a j d o n s á g o k a t o l y a n m ó d o n , h o g y v á r h a t ó é r t é k ü k 0 é s s z ó r á s n é g y -
z e t ü k 1 l e g y e n : 
= 0 = 1 , 2 , . . . , » . 
N o r m á l j u k m é g e g y s z e r a / , - k e t a 
7=1 ( 7 1 + 72 + • • • + / t ) 
á t l a g u k s e g í t s é g é v e l o l y k é p p , h o g y m i n d e n e g y e s e g y e d b á r m e l y t u l a j d o n s á -
g á n a k v á r h a t ó é r t é k e 0 l e g y e n : 
Wi = Y i — Y 0 = 1 , 2 , . . . , » . 
A z í g y d e f i n i á l t w - k a t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g s z á m á r a i n d e x - r e n d s z e r t 
a l k o t n a k . E z a r e n d s z e r n e m t e l j e s , m e r t a z i n d e x e k n e m f ü g g e t l e n e k , t u d n i -
i l l i k Wi + i v 2 - | \-wk = c. E l e g e n d ő a z o n b a n b e l ő l e b á r m e l y i k e t e l h a g y n i 
a h h o z , h o g y t e l j e s r e n d s z e r r é v á l j é k . B e b i z o n y í t o t t a m ( l á s d [2 ] ) , h o g y a m o s t 
d e f i n i á l t t e r m é s z e t e s i n d e x e k e g y e n l ő s é g e v a l ó b a n s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e k é t e g y e d t e r m é s z e t e s h a s o n l ó s á g á n a k . 
M I L I C E R O W A ( l á s d [4 ] ) é r d e k e s e r e d m é n y e k e t é r t e l a t e r m é s z e t e s i n -
d e x e k a l k a l m a z á s á v a l b o x o l ó k é s m á s s p o r t o l ó k s z o m a t i k u s a n a l í z i s é r e . 
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A TUDOMÁNYOS MINŐSÍTŐ BIZOTTSÁG HÍREI 
Csikai Gyula kandidátusi értekezésének nyilvános vitája 
C S I K A I G Y U L A k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s é n e k c í m e : ,,A neutrino visszalökő 
hatásának és az elektron-neutrino szögkorrelációjának vizsgálata a He'1 beta-
bomlásánál Wilson-kamrával." N y i l v á n o s v i t á j a 1 9 5 7 . s z e p t e m b e r 6 - á n z a j l o t t 
le . A bírálóbizottság e l n ö k e N O V O B Á T Z T K Y K Á R O L Y a k a d é m i k u s v o l t , t a g j a i 
E R Ő J Á N O S , H O F F M A N N T I B O R , K I S S D E Z S Ő , L A D Á N Y I K Á R O L Y , P Á L L É N Á R D é s 
S I M O N Y I K Á R O L Y v o l t a k . A j e l ö l t , t u d o m á n y o s é l e t r a j z á n a k f e l o l v a s á s a u t á n , 
i s m e r t e t t e é r t e k e z é s é n e k f ő t é t e l e i t . 
A d i s s z e r t á c i ó t é m á j a a b e t a - b o m l á s e g y i k l e g é r d e k e s e b b p r o b l é m á j á h o z , 
a n e u t r i n o h i p o t é z i s h e z k a p c s o l ó d i k . A j e l ö l t k e t t ő s c é l t t ű z ö t t k i m a g a e l é . 
E g y r é s z t a k ö d k a m r á b a n b e k ö v e t k e z ő b o m l á s o k m e g f i g y e l é s é v e l k ö z v e t l e n ü l 
k í v á n t a k i m u t a t n i , h o g y a z e l e k t r o n é s a v i s s z a l ö k ö t t m a g m o z g á s a e l l e n t é t b e n 
v a n a z i m p u l z u s m e g m a r a d á s t ö r v é n y é v e l , h a n e m v e s s z ü k f i g y e l e m b e a n e u t -
r i n o l é t e z é s é t . A b o m l á s o k r ó l k é s z ü l t f e l v é t e l e k k i é r t é k e l é s e ú t j á n v i s z o n t m e g 
a k a r t a h a t á r o z n i a z e g y e s e s e m é n y e k s o r á n a n e u t r i n o é s a z e l e k t r o n p á l y á i 
á l t a l b e z á r t s z ö g e t , h o g y a z í g y k a p o t t s z ö g e l o s z l á s b ó l k ö v e t k e z t e t n i t u d j o n a 
b o m l á s t e l ő i d é z ő k ö l c s ö n h a t á s t e r m é s z e t é r e v o n a t k o z ó a n . 
A f e l a d a t e l s ő r é s z e , — a z e l e k t r o n é s a v i s s z a l ö k ö t t m a g p á l y á j á n a k 
m e g f i g y e l é s e k ö d k a m r á b a n — i g e n k o m o l y k í s é r l e t i n e h é z s é g e k b e ü t k ö z i k , 
a m i n e k o k a a z , h o g y a v i s s z a l ö k ö t t m a g e n e r g i á j a a n e u t r i n o é s a z e l e k t r o n 
k i s t ö m e g e m i a t t i g e n k i c s i . E n n e k t u d h a t ó b e , l é n y e g é b e n , h o g y v a l a m i r e v a l ó 
f e l v é t e l t m i n d e z i d e i g n e m t u d t a k k é s z í t e n i . C S I K A I G Y U L A k í s é r l e t e i t a l a c s o n y -
n y o m á s ú h i d r o g é n n e l t ö l t ö t t k ö d k a m r á v a l v é g e z t e e l , í g y b i z t o s í t o t t a , h o g y a 
v i s s z a l ö k ö t t m a g m é g k i s e n e r g i a e s e t é n i s a r á n y l a g n a g y u t a t t e s z m e g , s 
j ó l l á t h a t ó n y o m o t h o z l é t r e . E z t a c é l t s z o l g á l j a a z i s , h o g y b o m l ó m a g k é n t 
H e ' - o t h a s z n á l t , m e r t e n n é l a k i s t ö m e g a r á n y l a g n a g y b o m l á s i e n e r g i á v a l 
( £ m a x = 3 , 5 M e V ) p á r o s u l . A k i s n y o m á s o n i s j ó l m ü k ö d ö k ö d k a m r a e l k é s z í -
t é s e m e l l e t t a 0,85 s e c - o s f e l e z é s i i d ő v e l b o m l ó H e ' - n a k a k a m r á b a v a l ó 
b e j u t t a t á s a j e l e n t e t t k o m o l y f e l a d a t o t . E z t a k a m r á b a n e l h e l y e z e t t B e ( O H ) 2 
p o r n a k n e u t r o n o k k a l v a l ó b e s u g á r z á s á v a l , m a j d a z (n, a) r e a k c i ó s o r á n k e l e t -
k e z ő H e ü g á z n a k a k a m r a l é g t e r é b e v a í ó b e f ú v á s á v a l o l d o t t a m e g . A 120 
k i é r t é k e l h e t ő f e l v é t e l n a g y r é s z é n v i l á g o s a n l á t h a t ó , h o g y a z e l e k t r o n é s a 
v i s s z a l ö k ö t t m a g i r á n y a n e m e g y e z i k m e g , m á s f e l v é t e l e k e n v i s z o n t c s e p p -
s z á m l á l á s s a l á l l a p í t h a t ó m e g , h o g y a v i s s z a l ö k ö t t m a g e n e r g i á j a t ö b b v a g y 
k e v e s e b b , m i n t a m i a z i m p u l z u s - m e g m a r a d á s a l a p j á n v á r h a t ó . 
A k a p o t t 1 2 0 k í s é r l e t i a d a t a l a p j á n m e g v i z s g á l t a a z e l e k t r o n - n e u t r i n o 
s z ö g k o r r e l á c i ó t . A k í s é r l e t i l e g k a p o t t e l o s z l á s t ö s s z e h a s o n l í t o t t a a k ü l ö n b ö z ő 
k ö l c s ö n h a t á s o k f e l t é t e l e z é s é v e l s z á m í t o t t e l m é l e t i e l o s z l á s o k k a l . A z t t a l á l t a , h o g y 
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t e n z o r k ö l c s ö n h a t á s f e l t é t e l e z é s e e s e t é n l e s z a k í s é r l e t i a d a t o k t ó l v a l ó e l t é r é s 
l e g k i s e b b , s í g y a r r a a k ö v e t k e z t e t é s r e j u t o t t , h o g y a H e 6 — • Li , ; á t m e n e t n é l a 
t i s z t a t e n z o r k ö l c s ö n h a t á s d o m i n á l . 
A d i s s z e r t á c i ó t é z i s e i n e k i s m e r t e t é s e u t á n a z o p p o n e n s e k o l v a s t á k f e l 
v é l e m é n y ü k e t . G Y U L A I Z O L T Á N a k a d é m i k u s a t é m a i d ő s z e r ű s é g é n e k h a n g s ú -
l y o z á s a m e l l e t t e l s ő s o r b a n a k í s é r l e t i p r o b l é m á k k i v á l ó m e g o l d á s á t d i c s é r t e . 
E z n e m z e t k ö z i m é r t é k k e l m é r v e i s k i v á l ó t e l j e s í t m é n y é s e z a m e g á l l a p í t á s 
é r v é n y e s m a g á r a a z e l v i e l g o n d o l á s r a é s a g y a k o r l a t i k i v i t e l r e i s . M i n t h i á -
n y o s s á g o t e m l í t e t t e m e g , h o g y a s z e r z ő n e m m e l l é k e l t n a g y o b b g y ű j t e m é n y t 
k í s é r l e t e i r ő l k é s z í t e t t f é n y k é p f e l v é t e l e i b ő l . 
M A R X G Y Ö R G Y , a f i z i k a i t u d o m á n y o k d o k t o r a o p p o n e n s i v é l e m é n y é b e n 
s z i n t é n k i e m e l t e a p r o b l é m a i d ő s z e r ű s é g é t . A z e l é r t e r e d m é n y e k r ő l s z ó l v a a 
n e u t r i n o v i s s z a l ö k ő h a t á s á t k i m u t a t ó v i z s g á l a t o k a t n e m z e t k ö z i j e l e n t ő s é g ű e k n e k 
t e k i n t e t t e . V é l e m é n y e s z e r i n t a n e u t r i n o á l t a l á t v e t t i m p u l z u s é s e n e r g i a l é t é t 
a d i s s z e r t á c i ó a z e d d i g i k í s é r l e t e k n é l k ö z v e t l e n e b b é s m e g g y ő z ő b b m ó d o n 
i g a z o l t a , é s ü g y g o n d o l j a , h o g y e g y e s f e l v é t e l e k h e l y e t k a p n a k m a j d a j ö v ő 
m o n o g r á f i á k k é p a n y a g á b a n . K e v é s b é e l i s m e r ő e n s z ó l a d i s s z e r t á c i ó m á s o d i k 
r é s z é r ő l , a m e l y a b o m l á s t e r m é k e k s z ö g e l o s z l á s á n a k v i z s g á l a t á t í r j a l e , é s 
a m e l y b e n a j e l ö l t a k ö l c s ö n h a t á s t e r m é s z e t é r e v o n a t k o z ó a n v o n l e k ö v e t k e z -
t e t é s e k e t . A m é r é s i a d a t o k k i s s z á m a m i a t t u g y a n i s i g e n n a g y a s t a t i s z t i k u s 
h i b a , é s a s z ö g e l o s z l á s n a k t e n z o r c s a t o l á s r a m u t a t ó a s z i m m e t r i á j a k é t - h á r o m 
e s e m é n y v é l e t l e n e g y b e e s é s é b ő l i s s z á r m a z h a t . A j e l ö l t e z t a k ö r ü l m é n y t k ö -
v e t k e z t e t é s e i s o r á n e g y á l t a l á n n e m v e t t e f i g y e l e m b e . 
A z o p p o n e n s i v é l e m é n y e k e l h a n g z á s a u t á n a j e l ö l t a d t a m e g v á l a s z á t a 
f e l t e t t k é r d é s e k r e . E z t a z o p p o n e n s e k k i e l é g í t ő n e k t a r t o t t á k . M i v e l t o v á b b i k é r -
d é s n e m m e r ü l t f e l , a bizottság v i s s z a v o n u l t , h o g y h a t á r o z a t o t h o z z o n . M e g -
á l l a p í t o t t a , h o g y a d i s s z e r t á c i ó a b e t a - b o m l á s l e g s z e b b é s k í s é r l e t i s z e m p o n t -
b ó l l e g n e h e z e b b p r o b l é m a k ö r é b e k a p c s o l ó d i k b e . H a n g s ú l y o z t a a v á l a s z t o t t 
k í s é r l e t i m ó d s z e r s z e l l e m e s s é g é t , é s a n e u t r i n o v i s s z a l ö k ő h a t á s á n a k k i m u t a -
t á s á v a l k a p c s o l a t b a n e l é r t e r e d m é n y e k e t e l s ő r e n d ü e k n e k t e k i n t e t t e . A s z ö g k o r -
r e l á c i ó m e g h a t á r o z á s á r a v o n a t k o z ó a n a z a v é l e m é n y e a l a k u l t k i , h o g y a z 
i s m e r t e t e t t m ó d s z e r a c é l n a k m e g f e l e l ő , d e k e l l ő p o n t o s s á g e l é r é s é h e z a l a p o -
s a b b , é s n a g y o b b a n y a g o t f e l ö l e l ő m é r é s e k k i é r t é k e l é s e s z ü k s é g e s . V é g ü l a 
b i z o t t s á g a d i s s z e r t á c i ó t e g y h a n g ú l a g e l f o g a d t a é s j a v a s o l t a a Tudományos 
Minősítő Bizottságnak, h o g y C S I K A I G Y U L Á T n y i l v á n í t s a A f i z i k a i t u d o m á n y o k 
k a n d i d á t u s á v á . "
 E r ö J á n o s 
a fizikai tudományok kandidátusa 
Nagy Kázmér kandidátusi értekezésének vitája 
N A G Y K Á Z M É R „A fizikai nukleon vizsgálata konfigurációs térbeli mód-
szerekkel" c í m ű k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s é n e k n y i l v á n o s v i t á j á t a Tudományos 
Minősítő Bizottság 1 9 5 7 . s z e p t e m b e r 1 3 - á n r e n d e z t e m e g . A d i s s z e r t á c i ó o p -
p o n e n s e i H O R V Á T H J Á N O S é s N A G Y K Á R O L Y , a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a i 
v o l t a k . N E U G E B A U E R T I B O R e l n ö k m e g n y i t ó s z a v a i u t á n a b i r á l ó b i z o t t á g t i t -
k á r a i s m e r t e t t e N A G Y K Á Z M É R e d d i g i t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á t , m a j d a j e l ö l t 
ö s s z e f o g l a l t a é r t e k e z é s é n e k t é z i s e i t . 
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A d o l g o z a t e l s ő r é s z e a k o n f i g u r á c i ó s t é r b e l i m ó d s z e r a l a p v o n á s a i t t á r -
g y a l j a s z a b a d t e r e k e s e t é n . A m á s o d i k r é s z a k ö l c s ö n h a t á s b a n á l l ó t e r e k k e l 
f o g l a l k o z i k é s ö s s z e f o g l a l j a a k é s ő b b i e k b e n f e l h a s z n á l t l e g f o n t o s a b b ö s s z e f ü g -
g é s e k e t . A j e l ö l t ö n á l l ó e r e d m é n y e i t a h a r m a d i k r é s z t a r t a l m a z z a . E b b e n a 
T o m o n a g a - f é l e k ö z e p e s c s a t o l á s i m ó d s z e r t a l k a l m a z z a a D i r a c - e g y e n l e t á l t a l 
l e í r t f i z i k a i n u k l e o n t á r g y a l á s á r a s e m l e g e s s k a l á r , i l l e t v e s z i m m e t r i k u s p s z e u -
d o s k a l á r m e z o n t é r r e l v a l ó k ö l c s ö n h a t á s e s e t é n . A s z á m í t á s o k s o r á n k o n f i g u -
r á c i ó s t é r b e l i m ó d s z e r e k e t h a s z n á l , t e h á t a t e r e t j e l l e m z ő á l l a p o t v e k t o r o k a 
c s u p a s z r é s z e c s k é k t é r b e l i e l h e l y e z k e d é s é r ő l a d n a k s z á m o t . A j e l e n k ö z e l í t é s -
b e n a n u k l e o n p á r k é p z ő d é s t n e m v e s z i t e k i n t e t b e a s z e r z ő . A f e l l é p ő d i v e r -
g e n s s a j á t e n e r g i á k a n u k l e o n t ö m e g r e n o r m á l á s á v a l k i e j t h e t ő k . A n y e r t á l l a p o t -
v e k t o r o k a l a p j á n a v á r h a t ó é r t é k e k m e g h a t á r o z á s á n k í v ü l l e h e t ő s é g n y í l i k a 
f i z i k a i n u k l e o n s t r u k t ú r á j á v a l k a p c s o l a t o s p r o b l é m á k m e g v i l á g í t á s á r a i s . ( K i -
s z á m í t h a t ó p é l d á u l a z e n e r g i a s ű r ű s é g a f i z i k a i n u k l e o n k ö r n y e z e t é b e n . ) A k o n -
f i g u r á c i ó s m ó d s z e r m á s i k e l ő n y e , h o g y s e g í t s é g é v e l a z e l m é l e t k o v a r i á n s a n 
m e g f o g a l m a z h a t ó . N u k l e o n é s s e m l e g e s s k a l á r t é r e s e t é n e l ő s z ö r a n u k l e o n 
v i s s z a l ö k ő d é s é n e k f i g y e l e m b e v é t e l e n é l k ü l v é g z i e l s z á m í t á s a i t , m a j d l é n y e g e -
s e n t o v á b b m e n v e f i g y e l e m b e v e s z i a n u k l e o n o k n a k a m e z o n e m i s s z i ó s o r á n s z e n -
v e d e t t v i s s z a l ö k ő d é s é t . E z e k u t á n a H E B E R á l t a l k i d o l g o z o t t n u k l e o n m o d e l l 
k r i t i k á j á t a d j a . S z i m m e t r i k u s p s z e u d o s k a l á r m e z o n t é r r e l k ö l c s ö n h a t á s b a n á l l ó 
n u k l e o n t é r e s e t é n t e k i n t e t b e v e s z i á n u k l e o n v i s s z a l ö k ő d é s é t é s e g y m e z o n o s 
k ö z e l í t é s t a l k a l m a z . 
M i n d k é t o p p o n e n s o p p o n e n s i v é l e m é n y é b e n r á m u t a t a r r a , h o g y a z é r t e -
k e z é s a n e m z e t k ö z i é r d e k l ő d é s e l ő t e r é b e n l é v ő p r o b l é m á t t á r g y a l . K i e m e l i k , 
h o g y a z e l j á r á s k o v a r i a n c i á j a , a n u k l e o n s t r u k t ú r á j á v a l k a p c s o l a t o s v i z s g á l a t o k , 
v a l a m i n t a n u k l e o n v i s s z a l ö k ő d é s é n e k f i g y e l e m b e v é t e l e ú j , i g e n é r t é k e s é s n a g y 
é r d e k l ő d é s r e s z á m o t t a r t ó e r e d m é n y e k . H a n g s ú l y o z z á k , h o g y a d o l g o z a t t a n ú s -
k o d i k a j e l ö l t e l m é l y ü l t t u d o m á n y o s k é p z e t t s é g é r ő l , a k u t a t ó m u n k á r a v a l ó 
r á t e r m e t t s é g é r ő l , t o v á b b á , h o g y a k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s e k i g é n y e i t m e s s z e -
m e n ő e n k i e l é g í t i . 
M i n d k é t o p p o n e n s f e l h í v j a a f i g y e l m e t a r r a , h o g y a z e l j á r á s t o v á b b f e j -
l e s z t é s e s o r á n l é n y e g e s a n u k l e o n p á r k é p z ő d é s f i g y e l e m b e v é t e l e . 
H O R V Á T H J Á N O S k a n d i d á t u s o p p o n e n s i v é l e m é n y é b e n t ö b b k é r d é s t t e s z 
f e l a j e l ö l t n e k . H i á n y o l j a , h o g y a t ö m ö r s é g r e v a l ó t ö r e k v é s k ö v e t k e z t é b e n t ö b b 
f i g y e l e m r e m é l t ó e r e d m é n y t n e m h a n g s ú l y o z o t t k i e l é g g é . 
N A G Y K Á R O L Y k a n d i d á t u s h i á n y o l j a , h o g y a s z e r z ő c s a k а л m e z o n o k -
k a l v a l ó k ö l c s ö n h a t á s t v i z s g á l j a , t o v á b b á h o g y a s z i m m e t r i k u s p s z e u d o s k a l á r 
m e z o n t é r r e l v é g z e t t s z á m í t á s o k b a n c s a k e g y m e z o n o s a m p l i t ú d ó k a t v e t t t e k i n -
t e t b e . F e l h í v j a a f i g y e l m e t a r r a , h o g y a t ö b b m e z o n o s a m p l i t ú d ó k f i g y e l e m b e -
v é t e l e l é n y e g e s e n m ó d o s í t h a t j a a k e v e s e b b m e z o n o s a m p l i t ú d ó k k a l e l é r t e r e d -
m é n y e k e t . 
E z e k u t á n N A Q Y K Á Z M É R v á l a s z o l t a f e l t e t t k é r d é s e k r e . K i e m e l i , h o g y 
H E B E R n u k l e o n m o d e l i j e a z é r t t a r t h a t a t l a n , m e r t a v i s s z a l ö k ő d é s t n e m v e s z i 
f i g y e l e m b e . R é s z l e t e s e n k i t é r t a p á r k é p z ő d é s s e l k a p c s o l a t o s k é r d é s e k r e i s . A z t , 
h o g y a p á r k é p z ő d é s f i g y e l e m b e v é t e l e e s e t é n a m e z o n t ö m e g é s t ö l t é s r e n o r -
m á l á s á v a l k a p c s o l a t b a n m i l y e n n e h é z s é g e k m e r ü l h e t n e k f e l , j e l e n l e g n e m 
t u d j u k , m i v e l i l y e n s z á m í t á s o k a t a k ö z e p e s c s a t o l á s m ó d s z e r é v e l m é g s e n k i 
s e m v é g z e t t . 
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A z o p p o n e n s e k a j e l ö l t v á l a s z a i t k i e l é g í t ő k n e k t a l á l t á k . E z e k u t á n a 
b í r á l ó b i z o t t s á g h a t á r o z a t h o z a t a l r a v o n u l t v i s s z a . A h a t á r o z a t m e g á l l a p í t j a , h o g y 
„ a d o l g o z a t e g y j e l e n l e g a t u d o m á n y o s é r d e k l ő d é s h o m l o k t e r é b e n á l l ó k é r d é s t 
t á r g y a l . A j e l ö l t n e k d o l g o z a t á b a n s i k e r ü l t j e l e n t ő s e n t o v á b b f e j l e s z t e n i a t e r e k 
k v a n t u m e l m é l e t é n e k ű n . k o n f i g u r á c i ó s t é r b e l i m ó d s z e r e i t a f i z i k a i n u k l e o n 
s t r u k t ú r á j á v a l k a p c s o l a t b a n . D i s s z e r t á c i ó j á b a n j e l e n t ő s , n e m z e t k ö z i s z e m p o n t -
b ó l i s f i g y e l e m r e m é l t ó ú j e r e d m é n y a z , h o g y a j e l ö l t n e k s i k e r ü l t a T o m o n a g a -
f é l e k ö z e p e s c s a t o l á s m ó d s z e r é t k o n f i g u r á c i ó s t é r r e a l k a l m a z n i a é s e z z e l a z t 
k o v a r i a n s s á t e n n i e . A j e l ö l t a z o p p o n e n s e k k é r d é s e i r e k i e l é g í t ő v á l a s z t a d o t t 
é s e z z e l n e m c s a k a z t b i z o n y í t o t t a b e , h o g y d i s s z e r t á c i ó j a t é m a k ö r é t t e l j e s e n 
i s m e r i , h a n e m a z t i s , h o g y t u d o m á n y á t j e l e n t ő s ú j e r e d m é n y e k k e l g a z d a g í t a n i 
k é p e s . 
E z é r t a b í r á l ó b i z o t t s á g e g y h a n g ú l a g j a v a s o l j a a Tudományos Minősítő 
Bizottságnak, h o g y N A G Y K Á Z M É R T n y i l v á n í t s a a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i -
d á t u s á v á , t o v á b b á , h o g y a d j a m e g N A G Y K Á Z M É R s z á m á r a a z t a j o g o t , h o g y 
e g y k ö v e t k e z ő j e l e n t ő s d o l g o z a t á v a l h a t á r i d ő t ő l f ü g g e t l e n ü l , k ö z v e t l e n ü l p á l y á z -
h a s s é k a f i z i k a i t u d o m á n y o k d o k t o r i m i n ő s í t é s é r e " . 
Ladányi Károly, 
a fizikai tudományok kandidátusa 
Szépfalusy Péter „A Fermi-gáz statisztikus tárgyalásának 
továbbfejlesztése" című kandidátusi dolgozat nyilvános vitája 
A Tudományos Minősítő Bizottság 1 9 5 7 . s z e p t e m b e r 2 0 - á n t a r t o t t a m e g 
S z é p f a l u s y P é t e r „A Fermi-gáz statisztikus tárgyalásának továbbfejlesztése" 
c i m ú k a n d i d á t u s i d i s s z e r t á c i ó j á n a k v i t á j á t . A d i s s z e r t á c i ó o p p o n e n s e i H O R V Á T H 
J Á N O § é s K Ó N Y A A L B E R T , a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a i , a b i r á l ó b i z o t t -
• s á g t a g j a i : e l n ö k : N O V O B Á T Z K Y K Á R O L Y a k a d é m i k u s , t i t k á r : B E R E N C Z F E R E N C , " 
a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a , t a g o k : G Á S P Á R R E Z S Ő é s H O F F M A N T I B O R , 
a f i z i k a i t u d o m á n y o k d o k t o r a i , N A G Y K Á R O L Y , a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a . 
Az elnök megnyi tó szavai után a bíráló b izot t ság t i tkára ismertette a 
jelölt t udományos munkásságá t , amely 7 dolgozatot ölel fel, m a j d a jelölt 
e lőadta do lgoza tának téziseit. 
A disszer táció első részében a szerző rövidre fogott tárgyalását ad j a 
azoknak a dolgozatoknak, amelyek az u tóbbi időben a s tat iszt ikus elmélet t ovább-
fej lesztése tárgykörében megjelentek. Ismerteti T H E I S el járását , aki D I R A C m ó d -
szerét teszi két vona tkozásban is p o n t o s a b b á és ezáltal exponenciá l i san csök-
kenő sűrűségeloszlás t érhet el. Az inhomogeni tás i korrekciók közül mindenek 
előtt a Weizsácker-korrekció t tárgyal ja , ma jd összefogla l ja G O M B Á S e r edmé-
nyeit a Fermi-fé le energ ia tag és a Weizsäcker -energ ia együttes f igye lembe-
vétele esetére. PLASKETTnek egy, a hul lámegyenle tnek M I L N E Í Ő I szá rmazó 
közelítő mego ldásá ra a lapozot t e l járás ismertetése és helyes kri t ikája után 
önál ló e lgondolásá t ad ta elő a Mi lne-módszer j obb fe lhasználására vona tko-
zóan. A disszer táció első része S W I A T E C K I m u n k á j á n a k ismertetésével zárul , 
aki az áthatolhatat lan falakkal határolt tér fogate lemeken belül kons tans helyett 
l ineárisan vál tozónak tekinti a potenciált . 
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A d o l g o z a t m á s o d i k r é s z e a s z e r z ő e l g o n d o l á s a i t t a r t a l m a z z a . F e l e s s p i n ű 
r é s z e c s k é k b ő l á l l ó r e n d s z e r e k s t a c i o n e r á l l a p o t á t v i z s g á l v a a z i n h o m o g e n i t á s i 
k o r r e k c i ó s z á r m a z t a t á s á v a l e g y i d e j ű l e g s t a t i s z t i k u s m o d e l l t m u t a t b e , a m e l y b e n 
a z á l l a p o t o k r a v a l ó ö s s z e g e z é s e g z a k t m ó d o n k e r e s z t ü l v i h e t ő é s n e m k e l l a z t 
i n t e g r á l l a l k ö z e l í t e n i . I ly m ó d o n a n u l l p o n t i k i n e t i k u s e n e r g i a F E R M I Í Ő I s z á r -
m a z ó k i f e j e z é s e k ö v e t k e z e t e s e n t o v á b b f e j l e s z t h e t ő é s m e g a d j a a k i n e t i k u s 
s a j á t e n e r g i a l e v o n á s á n a k e g y o l y a n m ó d j á t , a m e l y n i n c s m á r k o r l á t o z v a a 
c e n t r á l - s z i m m e t r i k u s p o t e n c i á l t é r e s e t é r e é s m e n t e s a z o n h i á n y o s s á g o k t ó l , 
a m e l y e k a k v a n t u m á l l a p o t o k r a v a l ó ö s s z e g e z é s n e k i n t e g r á l l a l v a l ó k ö z e l í t é s é -
b ő l s z á r m a z t a k . 
A t é z i s e k i s m e r t e t é s e u t á n a z e l n ö k f e l k é r é s é r e a z o p p o n e n s e k a d j á k 
e l ő o p p o n e n s i v é l e m é n y ü k e t . 
H O R V Á T H J Á N O S r á m u t a t a r r a , h o g y a z a t o m s t a t i s z t i k u s e l m é l e t é n e k 
t o v á b b f e j l e s z t é s e W E I Z S Ä C K E R , G O M B Á S , P L A S K E T T , M I L N E , i l l . T H E I S é s S W I A -
TECKI k e z d e m é n y e z é s e i é s v i z s g á l a t a i r é v é n a z a t o m f i z i k a i t ö b b t e s t p r o b l é m a 
i g e n a k t u á l i s k é r d é s é v é v á l t . E z e k h e z a v i z s g á l a t o k h o z s z e r v e s e n c s a t l a k o z i k 
S Z É P F A L U S Y k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s e . A d o l g o z a t t á r g y v á l a s z t á s a t e h á t i g e n 
s z e r e n c s é s n e k m o n d h a t ó é s a z e l é r t s z é p e r e d m é n y e i a l a p j á n k a n d i d á t u s i é r t e -
k e z é s k é n t e l f o g a d h a t ó . A d o l g o z a t e l s ő r é s z e a t é m a k ö r e r e d m é n y e i t m é r s é k -
l e t e s t ö m ö r s é g g e l f o g l a l j a ö s s z e , a m e l y t a n ú b i z o n y s á g o t t e s z a r r ó l , h o g y a 
s z e r z ő e t é m a k ö r b e n n e m c s a k k e l l ő á t t e k i n t é s s e l r e n d e l k e z i k , h a n e m k é p e s 
a r r a i s , h o g y a f e l d o l g o z o t t i r o d a l m a t j ó k r i t i k a i é r z é k k e l i s m e r t e s s e . Á l t a l á b a n 
d i c s é r e n d ő a f e j e z e t e k l o g i k u s é s u g y a n a k k o r j ó d i d a k t i k a i é r z é k k e l f e l d o l -
g o z o t t f e l é p í t é s e , n o h a h e l y e n k é n t k i s e b b p o n t a t l a n s á g o k e l ő f o r d u l n a k b e n n e . 
A b e v e z e t ő r é s s z e l k a p c s o l a t b a n a z o p p o n e n s n e k a z a k é r d é s e , h o g y 
T H E I S e l j á r á s á n á l n e m c é l s z e r ű b b - e a z e l o s z l á s f ü g g v é n n y e l a s ű r ű s é g m á t r i x 
h e l y e t t a B L O H I N C E V á l t a l b e v e z e t e t t R(p,x) m á t r i x o t ö s s z e h a s o n l í t a n i . 
A d o l g o z a t é r d e m i r é s z é b e n a s z e r z ő a H i l b e r t - t é r n e k a z a l a p á l l a p o t á h o z 
t a r t o z ó a l t e r é b e n a s z o k o t t o r t h o n o r m á l t b á z i s v e k t o r o k h e l y e t t n o r m á l t , d e n e m 
o r t o g o n á l i s b á z i s r e n d s z e r t v e z e t b e , a m e l y n e k a z e l e m e i e g y a l k a l m a s a n m e g -
v á l a s z t o t t d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t - r e n d s z e r n e k t e s z n e k e l e g e t . E z t a s z e r z ő n e k j o b -
b a n e l ő k e l l e t t v o l n a k é s z í t e n i . S o k a t s e g í t e t t v o l n a , h a p u s z t á n a z i s m e r t 
k l a s s z i k u s m e c h a n i k a i a n a l ó g i á r a h i v a t k o z i k . 
A d o l g o z a t i g e n j e l e n t ő s e r e d m é n y é n e k m i n ő s í t h e t ő , h o g y a s t a t i s z t i k u s 
a t o m m o d e l l e s e t é b e n a W e i z s a c k e r - f é l e i n h o m o g e n i t á s i k o r r e k c i ó t , i l l . a n n a k 
f i n o m í t o t t a l a k j á t , v a l a m i n t a s a j á t f ü g g v é n y e k o r t o g o n a l i z á l á s á t h e l y e t t e s í t ő 
G o m b á s - f é l e t a s z í t ó p o t e n c i á l t a k i n e t i k u s e n e r g i a k o r r e k c i ó j a k é n t j e l e n t k e z ő 
k ö z ö s a l a p r a v e z e t i v i s s z a é s i g e n k é z e n f e k v ő m ó d o n a l a p o z z a m e g . K ü l ö n b -
s é g e t t é v e p á r o s é s p á r a t l a n s z á m ű e l e k t r o n t t a r t a l m a z ó a t o m i r e n d s z e r e k 
k ö z t , ú j k i f e j e z é s t v e z e t b e a F e r m i - f é l e k i n e t i k u s e n e r g i a - s ű r ű s é g r e , a m e l y 
p á r o s s z á m ú e l e k t r o n e s e t é b e n v i s s z a a d j a a r é g i k i f e j e z é s t , p á r a t l a n s z á m ú 
e l e k t r o n e s e t é b e n p e d i g k o r r i g á l j a a z t . V é g ü l e r e d m é n y e i a l a p j á n i g e n f r a p -
p á n s a n m u t a t o t t r á a P l a s k e t t - f é l e e l m é l e t e g y i k h i á n y o s s á g á r a . 
V é g ü l a z o p p o n e n s k é t k é r d é s t t e s z f e l : 
M i l y e n l e h e t ő s é g e t l á t a s z e r z ő a d o l g o z a t á b a n e l é r t , s z é p , e l m é l e t i e r e d -
m é n y e i n e k a l k a l m a z á s á r a ? 
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M i l y e n m é r t é k b e n t e k i n t h e t ő a s z e r z ő e l m é l e t e m é g s z o r o s é r t e l e m b e n 
v e t t s t a t i s z t i k u s e l m é l e t n e k é s m i l y e n m é r t é k b e n m i n ő s í t h e t ő h u l l á m m e c h a n i k a i 
k ö z e l í t ő m ó d s z e r n e k ? 
K Ó N Y A A L B E R T r á m u t a t a r r a , h o g y a z a t o m e l e k t r o n h é j á n a k s t a t i s z t i k u s 
e l m é l e t e — s v e l e p á r h u z a m o s a n a s t a t i s z t i k u s m a g e l m é l e t i s — n é h á n y é v v e l 
e z e l ő t t m e g l e h e t ő s e n l e z á r t n a k l á t s z o t t , é s s o k o l d a l ú s i k e r e s a l k a l m a z á s t t a l á l t , 
d e u g y a n a k k o r n é h á n y v o n á s á b a n j e l l e g z e t e s e l t é r é s t m u t a t o t t a h u l l á m m e c h a -
n i k a i e r e d m é n y e k t ő l . A z u t ó b b i é v e k b e n a z o n b a n k ü l f ö l d i é s h a z a i s z e r z ő k 
s z á m o s d o l g o z a t a ú j f e j l ő d é s t j e l e z . E k u t a t á s o k c é l j a a s ű r ű s é g e l o s z l á s 
t o v á b b i j a v í t á s a , k ö z e l í t é s e a z e x a k t a b b h u l l á m m e c h a n i k a i e r e d m é n y e k h e z — 
s e g y ú t t a l a z e n e r g i a s z á m í t á s m e g j a v í t á s a m i n d e n e k e l ő t t a z e r ő t é r i n h o m o -
g e n i t á s á n a k f i g y e l e m b e v é t e l é v e l . A z e b b e a z i r á n y b a f o l y ó k u t a t á s o k h o z t a r t o z i k 
S Z É P F A L U S Y é r d e k e s d i s s z e r t á c i ó j a , a m e l y n e k t é m a v á l a s z t á s á t i g e n s z e r e n c s é s -
n e k k e l l m o n d a n i , m e r t a s z a k i r o d a l o m b a n é l ő , v i s z o n y l a g s o k a t s z e r e p l ő 
t é m á t v á l a s z t , s s i k e r ü l a b b a n a z e d d i g e l é r t e r e d m é n y e k e t t ú l h a l a d n i a . V i z s -
g á l a t á n a k v e z e t ő g o n d o l a t a , h o g y a s ű r ű s é g e l o s z l á s é s a k i n e t i k u s e n e r g i a -
k i f e j e z é s e g y ü t t e s j a v í t á s á t o l y a n i r á n y b a n k e r e s s e , h o g y a s t a t i s z t i k u s m o d e l l 
é s a h u l l á m m e c h a n i k a k a p c s o l a t a m é g s z o r o s a b b á v á l j é k . 
A z o p p o n e n s h i á n y o l j a , h o g y a s z e r z ő n e m m u t a t o t t r á a d o l g o z a t e l s ő 
r é s z é b e n : a W e i z s ä c k e r - t a g s z e r e p l é s e m a g a m á r e g y ü t t j á r a z z a l , h o g y a 
s ű r ű s é g e l o s z l á s a m a g h e l y é n i s , s a t t ó l n a g y t á v o l s á g o k b a n i s a h u l l á m -
m e c h a n i k a i n a k m e g f e l e l ő l e s z . 
A d o l g o z a t m á s o d i k r é s z é b e n a s z e r z ő s a j á t e l g o n d o l á s a i t t á r g y a l j a 
d i c s é r e t e s e n t ö m ö r e n é s l o g i k u s a n . S z e m b e n P L A S K E T T é s S W I A T E C K I m u n k á -
i v a l n e m c s a k a s ű r ű s é g r e , h a n e m a z e n e r g i á r a i s l e v e z e t i a m e g f e l e l ő k i f e j e -
z é s e k e t . A z o p p o n e n s k i e m e l k e d ő n e k t a r t j a a F e r m i - e n e r g i a t a g t o v á b b f e j l e s z -
t é s é t a k ö z e l í t ő i n t e g r á l á s h e l y e t t p o n t o s ö s s z e g e z é s r é v é n é s a k i n e t i k u s 
e n e r g i a k e t t ő s f i g y e l e m b e v é t e l é n e k e l k e r ü l é s é t , v a l a m i n t , h o g y e z e n e r e d m é -
n y e k a z e g y d i m e n z i ó s V ( x ) p o t e n c i á l r a k i r ó t t b á r m i f é l e s z i m m e t r i a f e l t é t e l n é l -
k ü l é r v é n y e s e k . 
V é g ü l a k ö v e t k e z ő k é r d é s e k e t i n t é z i a s z e r z ő h ö z : 
H o g y a n a l a k u l a t á r g y a l á s é s f e n n m a r a d n a k - e m i n d e n v á l t o z á s n é l k ü l 
a z e r e d m é n y e k , h a e l e j t j ü k a z t a k i k ö t é s t , h o g y a z a l a p á l l a p o t b a n a l e h e t s é g e s 
e g y r é s z e c s k e á l l a p o t o k s z á m a p á r o s r é s z e c s k e s z á m e s e t é n e g y e z z é k m e g a 
r é s z e c s k é k s z á m á v a l , p á r a t l a n r é s z e c s k e s z á m e s e t é n p e d i g l e g y e n a n n á l 
1 - g y e l t ö b b ? 
M i l y e n e s e t e k b e n l á t j a l e h e t s é g e s n e k e l j á r á s a a l k a l m a z á s á t k o n k r é t p r o b -
l é m á k m e g o l d á s á r a ? 
A d o l g o z a t r ó l a z o p p o n e n s ö s s z e f o g l a l ó v é l e m é n y e , h o g y é r d e k e s p r o b -
l é m á t t á r g y a l s e b b e n s z é p e r e d m é n y e k e t é r e l . F e l t é t l e n ü l a l k a l m a s n a k t a l á l t a 
a r r a , h o g y a s z e r z ő á l t a l a a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s a f o k o z a t o t e l n y e r j e . 
E z u t á n S Z É P F A L U S Y P É T E R a d t a m e g v á l a s z á t a z o p p o n e n s i v é l e m é n y e k r e . 
H O R V Á T H J Á N O S é s z r e v é t e l é v e l k a p c s o l a t b a n v é l e m é n y e a k ö v e t k e z ő : 
T H E Í S e l j á r á s á n á l a D i r a c - f é l e s ű r ű s é g m á t r i x s z e r e p e l , t e h á t a z R(p,x) 
m á t r i x n e m v e z e t h e t ő b e . 
A H i l b e r t - t é r b e n o r t o g o n á l i s b á z i s r e n d s z e r r ő l n e m o r t o g o n á l i s b á z i s r e n d -
s z e r r e v a l ó á t t é r é s n e m á l l í t h a t ó p á r h u z a m b a a k l a s s z i k u s m e c h a n i k á b a n a z 
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á l t a l á n o s k o o r d i n á t á k b e v e z e t é s é v e l ; a z e s e t l e g e s a n a l ó g i á k f o r m á l i s a k , n e m 
r e n d e l k e z n e k f i z i k a i t a r t a l o m m a l . U g y a n i s e z e n H i l b e r t - t é r b e l i t r a n s z f o r m á c i ó 
s z o r o s k a p c s o l a t b a n v a n a z a z o n o s r é s z e c s k é k m e g k i i l ö n b ö z t e t h e t e t l e n s é g i 
e l v é v e l , a m e l y n e k — m i n t i s m e r e t e s — n e m t a l á l h a t ó k l a s s z i k u s m e g f e l e l ő j e . 
A n u l l p o n t i k i n e t i k u s e n e r g i a s ű r ű s é g p á r o s r é s z e c s k e s z á m e s e t é b e n i s 
c s a k a k k o r a d j a v i s s z a a z e r e d e t i F e r m i - f é l e k i f e j e z é s t , h a a b e n n e e l ő f o r d u l ó 
ö s s z e g e z é s t i n t e g r á l á s s a l k ö z e l í t j ü k . A t o v á b b f e j l e s z t é s l é n y e g e v i s z o n t a z , h o g y 
e z t a z a p p r o x i m á c i ó t e l k e r ü l v e a z ö s s z e g e z é s t a s z e r z ő e g z a k t u l v é g r e h a j t o t t a . 
A d i s s z e r t á c i ó b a n b e m u t a t o t t s t a t i s z t i k u s m o d e l l a l k a l m a s b á r m i l y e n 
f e l e s - s p i n ű r é s z e c s k é k b ő l á l l ó r e n d s z e r s t a c i o n á r i u s á l l a p o t á n a k v i z s g á l a t á r a . 
A s z e r z ő e l ő s z ö r k ö l c s ö n h a t á s n é l k ü l i r é s z e c s k é k b ő l á l l ó r e n d s z e r n e k v i s e l -
k e d é s é t k í v á n j a m e g v i z s g á l n i p l . o s z c i l l á t o r p o t e n c i á l e s e t é b e n . 
A Hartree—Fock m ó d s z e r n u l l a d i k k ö z e l í t é s b e n é p p e n a z o k a t a z e g y e n -
l e t e k e t s z o l g á l t a t j a , a m e l y e k e t a F e r m i — D i r a c s t a t i s z t i k a a l a p j á n f e l í r h a t u n k . 
K Ó N Y A A L B E R T m e g j e g y z é s e i v e l k a p c s o l a t b a n a s z e r z ő v é l e m é n y e 
a k ő v e t k e z ő : 
O l y a n k o n f i g u r á c i ó e s e t é b e n , a m i k o r z á r t c s o p o r t o n k í v ü l t ö b b m i n t e g y 
r é s z e c s k é n k v a n , n e m e g y e t l e n e n e r g i a s z i n t e t , h a n e m m u l t i p l e t t t e r m s z e r k e z e t e t 
k a p u n k é s e z e n t e r m e k b á r m e l y i k e s z á m á r a a h u l l á m f ü g g v é n y S l a t e r - d e t e r m i -
n á n s o k l i n e á r k o m b i n á c i ó j a . A z e g y e s d e t e r m i n á n s o k s z i m m e t r i a t u l a j d o n s á g a i 
n e m a z o n o s a k , a m i a z o n b a n s z á m o t t e v ő m é r t é k b e n c s a k a k i c s e r é l ő d é s i e n e r -
g i á t b e f o l y á s o l j a . T e r m é s z e t e s e n e n n e k a z e f f e k t u s n a k a m a g y a r á z a t a m e g -
h a l a d j a a s t a t i s z t i k u s e l m é l e t t e l j e s í t ő k é p e s s é g é t , m i v e l a k i c s e r é l ő d é s i e n e r g i a 
f é l k l a s s z i k u s k ö z e l í t é s e n a g y o b b h i b á t e r e d m é n y e z , m i n t e z a z e f f e k t u s . 
A m ó d s z e r a l k a l m a z á s á r a v o n a t k o z ó l a g a f e l e l e t e t l á s d H O R V Á T H o p p o -
n e n s n é l . 
A z o p p o n e n s e k e l f o g a d t á k S Z É P F A L U S Y P É T E R v á l a s z á t . 
A v i t a l e z á r á s a u t á n a b í r á l ó b i z o t t s á g a k ö v e t k e z ő h a t á r o z a t o t h o z t a : 
S Z É P F A L U S Y P É T E R „ A F e r m i - g á z s t a t i s z t i k u s t á r g y a l á s á n a k t o v á b b f e j -
l e s z t é s e " c í m ű k a n d i d á t u s i é r t e k e z é s é n e k n y i l v á n o s v i t á j á r a k i k ü l d ö t t b í r á l ó 
b i z o t t s á g m e g á l l a p í t o t t a , h o g y a v á l a s z t o t t t é m á t i g e n s z e r e n c s é s n e k k e l l m o n -
d a n i , m e r t e g y a s z a k i r o d a l o m b a n é l ő , v i s z o n y l a g s o k a t s z e r e p l ő t á r g y k ö r r ő l 
v a n s z ó é s s i k e r ü l t a b b a n a z e d d i g e l é r t e r e d m é n y e k e t t ú l h a l a d n i . A j e l ö l t 
ú j s t a t i s z t i k u s m o d e l l t v e z e t l e , m e g a d v a a n n a k s ű r ű s é g é s e n e r g i a k i f e j e z é -
s e i t , a Fermi-féle k i n e t i k u s e n e r g i a k i f e j e z é s t t o v á b b f e j l e s z t i a n n a k r é v é n , h o g y 
a z á l l a p o t o k r a v a l ó i n t e g r á l á s h e l y e t t p o n t o s ö s s z e g e z é s t t u d e l v é g e z n i . M ó d -
s z e r é b ő l k ö v e t k e z i k a k i n e t i k u s s a j á t e n e r g i a k é t s z e r e s f i g y e l e m b e v é t e l é n e k 
e l k e r ü l é s e i s , a n é l k ü l , h o g y a p o t e n c i á l r a b á r m i f é l e k ü l ö n l e g e s f e l t e v é s t k e l l e n e 
t e n n i e . H a s z n o s l e t t v o l n a , h a m ó d s z e r e h a t á s o s s á g á t d i s s z e r t á c i ó j á b a n l e g a l á b b 
e g y k o n k r é t p r o b l é m a t á r g y a l á s á n i s b e m u t a t j a . A d o l g o z a t t á r g y a l á s m ó d j a 
t ö m ö r , l o g i k u s , k i d o l g o z á s a g o n d o s . É s z r e v e h e t ő , h o g y a j e l ö l t n e k m á r 5 ö n -
á l l ó é s 2 t á r s s z e r z ő v e l í r t d o l g o z a t a j e l e n t m e g . M i v e l a j e l ö l t a z o p p o n e n s e k 
k é r d é s e i r e k i e l é g í t ő v á l a s z t a d o t t , a d o l g o z a t b a n e l é r t e r e d m é n y e k a l a p j á n a 
b i z o t t s á g e g y h a n g ú l a g j a v a s o l j a a Tudományos Minősítő Bizottságnak, h o g y 
S Z É P F A L U S Y P É T E R T n y i l v á n í t s a a f i z i k a i t u d o m á n y o k k a n d i d á t u s á v á . 
Berencz Ferenc, 
a fizikai tudományok kandidátusa 
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(Akadémiai Kiadó, Budapest, 1958) 
A z a t o m o k t ö r v é n y s z e r ű s é g e i n e k f e l i s m e r é s é b e n n a g y s z e r e p e t j á t s z o t t a k 
a z a t o m o k o p t i k a i é s r ö n t g e n s p e k t r u m á n a k m e g i s m e r é s é v e l f o g l a l k o z ó k í s é r -
l e t e k . M a a „ k l a s s z i k u s n a k " n e v e z h e t ő s p e k t r o s z k ó p i a , a z o p t i k a i é s r ö n t g e n -
s p e k t r o s z k ó p i a m á r f ő k é n t a g y a k o r l a t s e g í t ő t u d o m á n y a , a n y a g o k e l e m z é s é n e k , 
s z e r k e z e t ü k m e g i s m e r é s é n e k a n é l k ü l ö z h e t e t l e n s e g é d t u d o m á n y a . 
A z a t o m m a g b ó l k i l é p ő s u g á r z á s o k , a z a-, ß- é s - / - s u g á r z á s s a j á t s á g a i n a k , 
t ö r v é n y s z e r ű s é g e i n e k a v i z s g á l a t a a z a t o m m a g o k b e l s ő s z e r k e z e t é r e v o n a t k o -
z ó a n a d f e l v i l á g o s í t á s t . E g y a t o m m a g n a k a z a t o m o k h o z h a s o n l ó a n k ü l ö n b ö z ő 
e n e r g i a á l l a p o t a i , a l a p á l l a p o t a é s g e r j e s z t e t t á l l a p o t a i v a n n a k . E z e k e t a z á l l a -
p o t o k a t a k ö v e t k e z ő p a r a m é t e r e k j e l l e m z i k : a z á l l a p o t e n e r g i á j a , i m p u l z u s , 
m á g n e s e s é s k v a d r u p ó l n y o m a t é k a , v a l a m i n t p a r i t á s a . A z a t o m m a g s p e k t r o s z -
k ó p i á n a k a z a f e l a d a t a , h o g y a s u g á r z á s o k t a n u l m á n y o z á s á v a l a z ö s s z e s a t o m -
m a g ö s s z e s g e r j e s z t e t t á l l a p o t á n a k m i n d a z ö t j e l l e m z ő a d a t á t m e g á l l a p í t s a , 
é s a z a d a t o k i s m e r e t é b e n a z a t o m m a g á l l a p o t o k a t m e g h a t á r o z ó t ö r v é n y e k e t 
m e g i s m e r j e . 
A f e n t i f e l a d a t o t t e r m é s z e t e s e n c s a k a k k o r l e h e t e l v é g e z n i , l i a a v i z s -
g á l a n d ó a t o m m a g o k v a l ó b a n s u g á r o z n a k . A t e r m é s z e t b e n e l ő f o r d u l ó k ü l ö n b ö z ő 
a t o m m a g o k n a k ( i z o t ó p o k n a k ) a z o n b a n c s a k n a g y o n k i s h á n y a d a ( k b . 3 0 0 - b ó l 
k b . 4 0 i z o t ó p ) s u g á r o z . A t e r m é s z e t e s e n s u g á r z ó ( t e r m é s z e t e s r a d i o a k t í v ) i z o -
t ó p o k v i z s g á l a t a c s a k a z a l a p v e t ő m ó d s z e r e k t i s z t á z á s á r a , e g y - k é t e g y s z e r ű b b 
a t o m m a g a d a t a i n a k m e g i s m e r é s é r e n y ú j t o t t l e h e t ő s é g e t . A m a g s p e k t r o s z k ó p i a 
t u d o m á n y a n a g y o b b l e n d ü l e t t e l c s a k a m e s t e r s é g e s r a d i o a k t i v i t á s f e l f e d e z é s e 
( 1 9 3 4 ) u t á n , é s m é g i n k á b b a m e s t e r s é g e s r a d i o a k t í v a n y a g o k a t a p r e c í z m a g -
s p e k t r o s z k ó p i a i v i z s g á l a t o k h o z n a g y o b b m e n n y i s é g b e n e l ő á l l í t ó a t o m m á g l y á k 
f e l é p í t é s e u t á n i n d u l t m e g ( 1 9 4 5 — 4 6 ) . 
G R O S E V é s S A P I R O k ö n y v e 1 9 5 2 - b e n j e l e n t m e g M o s z k v á b a n . A k ö n y v 
a z o n b a n c s a k a z 1 9 5 0 - i g m e g j e l e n t m u n k á k r a t á m a s z k o d i k . E b b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y a k ö n y v a m a g s p e k t r o s z k ó p i a i a d a t g y ű j t é s n e k c s a k a k e z d e t i m ó d s z e r e i t 
é s e r e d m é n y e i t t á r g y a l h a t j a , a z a d a t g y ű j t é s e n a l a p u l ó e l m é l e t i ö s s z e f o g l a l á s 
( h é j m o d e l l a l k a l m a z á s a a m a g s p e k t r o s z k ó p i á b a n , k o l l e k t í v m o d e l l , p a r i t á s n e m 
m e g m a r a d á s ) k é s ő b b k ö v e t k e z t e k . M ó d s z e r s z e m p o n t j á b ó l i s l é n y e g e s f e j l ő d é s 
k ö v e t k e z e t t b e 1 — 2 é v v e l k é s ő b b ( s z c i n t i l l á c i ó s s z á m l á l ó e l t e r j e d é s e , g y o r s 
k o i n c i d e n c i a k ö r ö k , a m p l i t ú d ó a n a l i z á t o r o k ) . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y G R O S E V 
é s S A P I R O k ö n y v é t m a n a g y o n f o n t o s , á t t e k i n t ő t ö r t é n e t i m u n k á n a k é s a m a g -
s p e k t r o s z k ó p i a i k u t a t á s o k a l a p v e t ő k é s z ü l é k e i t , e l v e i t n a g y o n v i l á g o s a n , k ö n y -
n y e n é r t h e t ő e n t á r g y a l ó m o n o g r á f i á n a k k e l l t a r t a n u n k é s n e m a z i s m e r e t e i n k e t 
k o r s z e r ű e n ö s s z e f o g l a l ó m ű n e k . A z t m o n d h a t j u k , h o g y a k ö n y v a n y a g á t a 
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m a g s p e k t r o s z k ó p i á v a l f o g l a l k o z n i k í v á n ó k n a k f e l t é t l e n ü l i s m e r n i ö k k e l l , d e 
e z e n f e l ü l a m e g í r á s t ó l e l t e l t 8 — 9 é v b e n e l é r t e r e d m é n y t i s á t k e l l t e k i n t e n i ö k . 
A k ö n y v f o r d í t ó j a e z t a z á t t e k i n t é s t a z z a l i g y e k s z i k m e g k ö n n y í t e n i , h o g y a 
m e g í r á s ó t a e l t e l t i d ő b e n m e g j e l e n t ö s s z e f o g l a l ó d o l g o z a t o k r ó l , k ö n y v e k r ő l , 
i r o d a l m i ö s s z e á l l í t á s t m e l l é k e l t . 
A k ö n y v ö t n a g y r é s z t t a r t a l m a z . A z e l s ő r é s z b e n a s z e r z ő k b e v e z e t é s -
k é p p e n k ö r ü l h a t á r o l j á k a m a g s p e k t r o s z k ó p i a t e r ü l e t é t , é s f o g l a l k o z n a k e g y , a 
m i n d e n m a g f i z i k u s s z á m á r a e g y a r á n t f o n t o s t u d n i v a l ó v a l , a s u g á r z á s o k a n y a g -
g a l v a l ó k ö l c s ö n h a t á s á v a l . 
A m á s o d i k r é s z i s m e r t e t i a z o k a t a m ó d s z e r e k e t , a m e l y e k n e k a s e g í t s é -
g é v e l t ö l t ö t t r é s z e c s k é k e n e r g i á j á t m é r h e t j ü k . A z e n e r g i a m e g h a t á r o z á s r a m i n d 
a k ö n n y ű ( / í ) - r é s z e c s k é k , m i n d a n e h é z ( « ) - i ' é s z e c s k é k e s e t é n k é t , l é n y e g é b e n 
k ü l ö n b ö z ő m ó d s z e r á l l r e n d e l k e z é s ü n k r e : a m á g n e s e s t é r b e n v a l ó e l h a j l i t á s 
é s a r é s z e c s k é k á l t a l k ü l ö n b ö z ő a n y a g o k b a n k e l t e t t i o n i z á c i ó , i l l e t v e f é n y , 
s z á m l á l ó c s ö v e k k e l , v a g y f o t o e l e k t r o n s o k s z o r o z ó k k a l v a l ó m é r é s e . A k ö n y v 
r é s z l e t e z ő a l a p o s s á g g a l t á r g y a l j a a m ó d s z e r e k s p e c i á l i s v o n á s a i t , a k ü l ö n b ö z ő 
t í p u s ú s p e k t r o m é t e r e k e t . 
A h a r m a d i k r é s z c í m e / - s p e k t r o s z k ó p i a . A / - s u g á r z á s e n e r g i á j á t 
a b s z o r p c i ó , k ü l s ő - e l e k t r o n k e l t é s é s d i f f r a k c i ó ú t j á n m é r h e t j ü k . A / - s u g a r a k 
b e l s ő - k o n v e r z i ó j á n a k , s z ö g k o r r e l á c i ó j á n a k é s a z a t o m m a g o k m e t a s t a b i l á l l a -
p o t á n a k a z i s m e r t e t é s e k é p e z i m é g e n n e k a r é s z n e k a t á r g y á t . 
A n e g y e d i k , i l l e t v e ö t ö d i k r é s z a z a - é s / - s p e k t r o s z k ó p i á v a l f o g l a l k o z i k . 
A k í s é r l e t i a d a t o k á t t e k i n t é s e u t á n a z o k e l m é l e t i é r t e l m e z é s é v e l f o g l a l k o z i k . 
A z u t o l s ó f e j e z e t b e n , k b . 1 0 o l d a l o n t a l á l h a t u n k e l ő z e t e s e r e d m é n y e k e t é s 
e l g o n d o l á s o k a t a z a t o m m a g h é j m o d e l l j é n e k a m a g s p e k t r u m o k é r t e l m e z é s é b e n 
v a l ó a l k a l m a z á s á r a v o n a t k o z ó a n . 
A f ü g g e l é k h a s z n o s t á b l á z a t o k a t t a r t a l m a z : b e l s ő k o n v e r z i ó s k o e f f i c i e n s e k , 
á r n y é k o l á s i k o r r e k c i ó k ß s p e k t r u m o k e s e t é n . 
A k ö n y v f o r d í t á s á t B E R É N Y I D É N E S v é g e z t e , a k i m a g a i s s z a k a v a t o t t 
m ű v e l ő j e a m a g s p e k t r o s z k ó p i á n a k . I l y e n m ó d o n a n y e l v t u d á s é s a s z a k i s m e r e t 
e g y ü t t e s e r e d m é n y e k é p p e n v i l á g o s a n é r t h e t ő , h o g y s z a k m a i l a g h i b a m e n t e s 
f o r d í t á s t k a p u n k . E g y - k é t s z a k k i f e j e z é s m a g y a r n e v é v e l ( p l . o r b i t á l i s n y o m a t é k 
i m p u l z u s n y o m a t é k h e l y e t t ) a r e c e n z e n s n e m é r t e g y e t . 
Keszthelyi Lajos 
Központi Fizikai Kutatóintézet 
M . V . P e n t k o v s z k i j : N o m o g r á f i a 
(Akadémiai Kiadó, Budapest, 1959) 
A m a g y a r n y e l v ű m a t e m a t i k a i i r o d a l o m b a n e d d i g m e g j e l e n t , n o m o g r á f i á v a l 
f o g l a l k o z ó k ö n y v e k á l t a l á b a n s p e c i á l i s i p a r i a l k a l m a z á s r a v a l ó n o m o g r a m t e r -
v e z é s t t á r g y a l t a k . A n o m o g r a m t r a n s z f o r m á l á s á n a k r é s z l e t e s i s m e r t e t é s é t t ö b b -
n y i r e e l h a n y a g o l t á k , v a g y g y a k o r l a t i l a g n e m k ö n n y e n k e z e l h e t ő f o r m á b a n a d t á k 
m e g . H i á n y z o t t t e h á t n o m o g r á f i a i i r o d a l m u n k b ó l e g y o l y a n k ö n y v , a m e l y a 
g y a k o r l a t i n o m o g r a m s z e r k e s z f é s t r é s z l e t e s e n t á r g y a l j a . A z u t ó b b i h i á n y o n k í v á n t 
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a z A k a d é m i a i K i a d ó s e g í t e n i , a m i k o r k ö z r e a d t a M . A . P E N T K O V S Z K I J : Nomog-
ráfia k ö n y v é n e k m a g y a r n y e l v ű f o r d í t á s á t . 
P E N T K O V S Z K I J Í k ö n y v é n e k m e g í r á s a k o r g y a k o r l a t i l a g j ó l h a s z n á l h a t ó n o -
m o g r a m s z e r k e s z t é s i e l j á r á s o k i s m e r t e t é s é n e k s z e m p o n t j a v e z e t t e . A n o m o g r á f i a 
e l m é l e t é v e l c s a k a s z e r k e s z t é s i e l j á r á s o k j o b b m e g é r t é s é h e z s z ü k s é g e s m é r t é k b e n 
f o g l a l k o z i k . J ó ! h a s z n á l h a t ó n o m o g r a m o k s z e r k e s z t é s é r e a z o n b a n s z á m o s — 
a m a g y a r o l v a s ó e l ő t t m é g b i z o n y á r a ú j — e l j á r á s t k ö z ö l . E z e k a z e l j á r á s o k 
a g y o r s é s a m e g k ö v e t e l t p o n t o s s á g o t k i e l é g í t ő n o m o g r a m t e r v e z é s t h i v a t o t t a k 
e l ő s e g í t e n i . K ü l ö n e m l í t é s t é r d e m e l n e k a n o m o g r a m s z e r k e s z t é s t m e g k ö n n y í t ő 
r á c s o k é s v á z a k , v a l a m i n t a s k á l a k a r a k t e r i s z t i k a m e g á l l a p í t á s á t s z o l g á l ó e l j á -
r á s o k t á r g y a l á s a . 
A k ö n y v b e v e z e t ő b e n f o g l a l k o z i k a n o m o g r a m f o g a l m á v a l , g y a k o r l a t i 
a l k a l m a z á s á v a l , é s r ö v i d t ö r t é n e t i ö s s z e f o g l a l á s t a d a n o m o g r á f i á r ó l . T o v á b b i -
a k b a n a k ö n y v k é t r é s z r e t a g o l ó d i k . A z e l s ő r é s z a n o m o g r a m s z e r k e s z t é s e l -
m é l e t é n e k e l e m e i b e v e z e t i b e a z o l v a s ó t , a m á s o d i k r é s z b e n a n o m o g r a m  
t e r v e z é s é r e é s g y a k o r l a t i k i v i t e l e z é s é r e a l k a l m a s e l j á r á s o k a t t a l á l h a t j u k . 
A z I . f e j e z e t á l t a l á n o s s á g b a n i s m e r t e t i a p o n t s o r o s n o m o g r a m o t . E z e n 
b e l ü l m e g t a l á l j u k a s k á l á n a k — a n o m o g r a m e g y i k . l e g l é n y e g e s e b b e l e m é n e k 
— l e í r á s á t . M e g i s m e r k e d ü n k a p o n t s o r o s n o m o g r a m o k h a s z n á l a t á v a l . R é s z l e -
t e s e n l e í r j a i t t a s z e r z ő a n o m o g r a m g e o m e t r i a i é s e g y é b h i b á i t , a m e l y e k a 
n o m o g r a m m a l v é g z e t t s z á m i t á s o k p o n t o s s á g á t k o r l á t o z z á k . B e v e z e t i a s k á l a 
k a r a k t e r i s z t i k á j á n a k f o g a l m á t , é s t á m p o n t o k a t a d a r r a , h o g y m i l y e n n e k k e l l 1 
l e n n i e a j ó n o m o g r a m n a k . 
A I I . f e j e z e t b e n a p o n t s o r o s n o m o g r a m o k e l m é l e t é n e k e l e m e i v e l i s m e r -
k e d ü n k m e g . M e g t a l á l j u k i t t a s k á l a e g y e n l e t e k m e g h a t á r o z á s á n a k m ó d j á t a 
S o r a m - f é l e e g y e n l e t f e l í r á s a ú t j á n . R ö v i d e n é r i n t i a p o n t s o r o s n o m o g r a m m a l 
v a l ó á b r á z o l h a t ó s á g á l t a l á n o s p r o b l é m á j á t . I s m e r t e t i i t t a s z e r z ő a n o m o g r a m  
t r a n s z f o r m á l á s á n a k e l v é t é s a p r o j e k t í v t r a n s z f o r m á c i ó v é g r e h a j t á s á n a k m ó d j á t . 
O s z t á l y o z z a a p o n t s o r o s n o m o g r a m m a l á b r á z o l h a t ó f ü g g v é n y k a p c s o l a t o k a t . 
E z u t á n r é s z l e t e s e n t á r g y a l j a a h a r m a d r e n d ű k a p c s o l a t o k h á r o m k a n o n i k u s 
a l a k j á n a k n o m o g r a m j a i t , v a l a m i n t a k a n o n i k u s a l a k o k k ö z ö t t f e n n á l l ó ö s s z e -
f ü g g é s t . F o g l a l k o z i k m é g a n e g y e d - , ö t ö d - é s h a t o d r e n d ü k a n o n i k u s a l a k o k 
n o m o g r a m j a i v a l . 
A I I I . f e j e z e t a g ö r b e s e r e g e s n o m o g r a m o k e l m é l e t é b e v e z e t i b e a z o l v a s ó t . 
I s m e r t e t i a g ö r b e s e r e g e s n o m o g r a m o k a t é s h a s z n á l a t u k a t , a g ö r b e s e r e g e k 
e g y e n l e t e i t . M e g m u t a t j a a g ö r b e s e r e g e s n o m o g r a m m a l v é g e z h e t ő s z á m í t á s o k 
p o n t o s s á g á t , é s m e g e m l í t i a g ö r b e s e r e g k a r a k t e r i s z t i k á j á n a k f o g a l m á t . K ü l ö n 
p a r a g r a f u s t s z e n t e l a f ü g g v é n y r á c s o k n a k , v é g ü l r á m u t a t a p o n t s o r o s é s g ö r b e -
s e r e g e s n o m o g r a m o k k ö z ö t t i ö s s z e f ü g g é s r e . 
A IV. f e j e z e t r ö v i d e n f o g l a l k o z i k a p o n t m e z ő s n o m o g r a m o k k a l , a z i l y e n 
n o m o g r a m o k k a l m e g h a t á r o z o t t é r t é k e k p o n t o s s á g á v a l , t o v á b b á a p o n t m e z ő s 
n o m o g r a m o k k a l á b r á z o l h a t ó f ü g g v é n y k a p c s o l a t o k k a l . 
A z V . f e j e z e t b e n p é l d á k o n m u t a t j a b e a s z e r z ő a h á r o m n á l t ö b b v á l t o z ó t 
t a r t a l m a z ó f ü g g v é n y k a p c s o l a t o k á b r á z o l á s á n a k m ó d j á t k a p c s o l t n o m o g r a m o k 
s e g í t s é g é v e l . í g y p é l d á t m u t a t p o n t s o r o s , p o n t m e z ő t i s t a r t a l m a z ó , g ö r b e s e r e g e s 
é s ű n . b i n é r - s k á l á s n o m o g r a m o k k a p c s o l á s á r a . 
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A V I . f e j e z e t u g y a n c s a k p é l d á k k a l m u t a t r á n é h á n y s p e c i á l i s á b r á z o l á s i 
l e h e t ő s é g r e . V á l t o z ó i s m é t l é s , T a y l o r - s o r r a l k ö z e l í t e t t k a p c s o l a t , s z u k c e s s z í v 
k ö z e l í t é s m ó d s z e r é v e l t ö r t é n ő á b r á z o l á s , é s e g y k a p c s o l a t r e n d s z e r á b r á z o l á s á -
n a k p é l d á i t a l á l h a t ó k i t t . K á r , h o g y a f e j e z e t c s a k i l l u s z t r a t í v j e l l e g ű é s n e m 
t á r g y a l j a r é s z l e t e s e n a z e m l í t e t t m e g o l d á s i l e h e t ő s é g e k e t . 
A V I I . f e j e z e t t e l k e z d ő d i k a k ö n y v n o m o g r a m t e r v e z é s i e l j á r á s o k a t t á r g y a l ó 
r é s z e . Á l t a l á n o s ú t m u t a t á s t k a p u n k i t t a n o m o g r a m t í p u s á n a k m e g v á l a s z t á s á h o z , 
n é h á n y s z e m p o n t o t a n o m o g r a m s z á m í t á s á h o z é s m e g r a j z o l á s á h o z . 
N o m o g r a m o k t r a n s z f o r m á c i ó j á v a l f o g l a l k o z i k a V I I I . f e j e z e t . A s í k p r o -
j e k t í v é s a f f i n t r a n s z f o r m á c i ó i t , a s z e r z ő á l t a l b e v e z e t e t t i n v a r i á n s h á r o m s z ö g e t , 
v a l a m i n t a p á r h u z a m o s i n v a r i á n s e g y e n e s e k e t t a r t a l m a z ó r á c s o k o n v é g e z h e t ő 
t r a n s z f o r m á c i ó k a t t a l á l j u k e b b e n a f e j e z e t b e n . B e t e k i n t é s t n y e r ü n k a h a r m a d -
r e n d ű k a p c s o l a t o k — u g y a n c s a k a s z e r z ő á l t a l j a v a s o l t — ú n . n o m o g r a m v á z o n 
v a l ó t r a n s z f o r m á l á s á n a k l e h e t ő s é g e i b e . R é s z l e t e s e n f o g l a l k o z i k m é g e g y e n e s -
v o n a l ú s k á l á k o p t i m á l i s k a r a k t e r i s z t i k á j á n a k m e g h a t á r o z á s á v a l . 
A I X . f e j e z e t r é s z l e t e s t á r g y a l á s b a n i s m e r t e t i a p á r h u z a m o s i n v a r i á n s 
e g y e n e s e k e t t a r t a l m a z ó r á c s o n t ö r t é n ő n o m o g r a m s z e r k e s z t é s t . A Cauchy-féle 
k a p c s o l a t n a k a r á c s o n v a l ó t r a n s z f o r m á c i ó j á t p é l d á v a l i s i l l u s z t r á l j a . A h a r -
m a d r e n d ű k a p c s o l a t o k m á s o d i k é s e l s ő k a n o n i k u s a l a k j á n a k m e g s z e r k e s z t é -
s é v e l i s f o g l a l k o z i k . I t t t a l á l j u k a l o g a r i t m i k u s s k á l á j ú s z o r z ó , i l l . a z ú n . 
Z - n o m o g r a m s z e r k e s z t é s é n e k m ó d j á t i s . U t ó b b i n o m o g r a m o k a t á l t a l á b a n m á s 
m ó d s z e r r e l s z o k t á k t á r g y a l n i , a s z e r z ő t á r g y a l á s m ó d j a a z o n b a n r á v i l á g í t a z 
i l y e n n o m o g r a m o k t r a n s z f o r m á l á s i l e h e t ő s é g e i r e , é s t e r m é s z e t e s e n a r á c s s e -
g í t s é g é v e l a t r a n s z f o r m á l á s k ö n n y ű é s g y o r s e l v é g e z h e t ő s é g é r e . 
A X . f e j e z e t a z i n v a r i á n s h á r o m s z ö g e t t a r t a l m a z ó r á c s o n t ö r t é n ő n o m o g -
r a m s z e r k e s z t é s g y a k o r l a t i m ó d s z e r é t t á r g y a l j a . A C m / c / z y - t í p u s ű k a p c s o l a t r a , 
a z e l ő z ő f e j e z e t b e n k i d o l g o z o t t p é l d á t i n v a r i á n s h á r o m s z ö g e t t a r t a l m a z ó r á c s o n 
i s k i d o l g o z z a . U g y a n c s a k p é l d á k k a l i l l u s z t r á l j a a h a r m a d r e n d ű m á s o d i k é s 
e l s ő k a n o n i k u s a l a k o k n a k m e g s z e r k e s z t é s é t a r á c s o n . 
A X I . f e j e z e t k é t k i d o l g o z o t t p é l d á t a d a n o m o g r a m v á z o n t ö r t é n ő n o -
m o g r a m s z e r k e s z t é s r e . A n o m o g r a m v á z a l k a l m a z á s á t a z e l l i p s z i s e n é s s z e l ő j é n 
m u t a t j a b e . 
B e f e j e z é s ü l a k ö n y v f o g l a l k o z i k a f ü g g v é n y k a p c s o l a t o k á b r á z o l á s á n a k 
á l t a l á n o s e l m é l e t é v e l , a m e l y a z ö s s z e s n o m o g r a m t í p u s o k a t f e l ö l e l i . I t t e m l í t i 
m e g a t ö b b v á l t o z ó s k a p c s o l a t o k k ö z ü l a m e r ő l e g e s - , p á r h u z a m o s - , d e r é k s z ö g ű - , 
k ö r í v l e o l v a s á s ú t í p u s o k a t , a Gerszevanov-féle n o m o g r a m o k a t , é s r ö v i d t á j é k o z -
t a t á s t a d a m o z g ó l a p o s n o m o g r a m o k r ó l i s . 
A f ü g g e l é k b e n r ö v i d e n v á z o l j a a k ö n y v a d e t e r m i n á n s o k e l m é l e t é n e k a 
n o m o g r á f i á b a n h a s z n á l a t o s e l e m e i t . 
A z i s m e r t e t é s b ő l k i t ű n i k , h o g y a k ö n y v m i n d e n ü t t a g y a k o r l a t i n o m o g -
r a m s z e r k e s z t é s é s n o m o g r a m h a s z n á l a t c é l j á t s z o l g á l j a . A g y a k o r l a t b a n r i t k á b b a n 
e l ő f o r d u l ó n o m o g r a m t í p u s o k a t , t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y k a p c s o l a t o k n a k b o n y o -
l u l t a b b n o m o g r a m o k k a l v a l ó á b r á z o l á s á t á l t a l á b a n k e r ü l i , a f ő s ú l y t i n k á b b a z 
e g y s z e r ű k a p c s o l a t o k á b r á z o l á s á r a , i l l . a k a p c s o l a t m i n é l e g y s z e r ű b b é s g y o r -
s a b b á b r á z o l á s á r a f e k t e t i . A n o m o g r a m t e r v e z é s é t e l ő s e g i t ö e l j á r á s o k , a 
t r a n s z f o r m á c i ó k k ö n n y ű é s g y o r s e l v é g z é s é t b i z t o s í t ó r á c s o k é s v á z a k t á r g y a -
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l á s a r é v é n m é r n ö k i h a s z n á l a t r a k i v á l ó a n a l k a l m a s k ö n y v e t k a p k é z b e a z o l v a s ó 
P e n t k o v s z k i j N o m o g r á f i á j á v a l . 
A m a g y a r k i a d á s s z e r k e s z t ő j é n e k i g e n a l a p o s m u n k á j á t t ü k r ö z i a m a g y a r 
s z a k k i f e j e z é s e k g o n d o s m e g v á l o g a t á s a , s z á m o s é r t é k e s s z e r k e s z t ő i m e g j e g y z é s , 
a z e l ő z ő k i a d á s o k h i b á i n a k k o r r i g á l á s a . A s z é p k i á l l í t á s d í s z é r e v á l i k a k ö n y v -
n e k . A k ö n n y e b b t á j é k o z ó d á s t e l ő s e g í t e t t e v o l n a a z o r o s z é s n é m e t k i a d á s h o z 
h a s o n l ó a n a f e j e z e t e k , i l l . p a r a g r a f u s o k j e l z é s e a z é l ő f e j e k s o r á b a n . S a j n á l a t o s 
t é n y , h o g y a z o r o s z k i a d á s e g y e s h i b á i e l k e r ü l t é k a s z e r k e s z t ő f i g y e l m é t , é s 
i g y n é h á n y h i b a b e n n e m a r a d t a k ö n y v b e n . Ú j a b b s a j t ó h i b á k i s e l ő f o r d u l n a k 
b e n n e . 
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